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^    S^chon  seit  längerer  Zeit  ward  der  Mangel  eines  Lehrbuches 

^  der  sphärischen  Astronomie,  wie  der  Stand  der  neueren 
^    Wissenschaft  es   verlangt,  schmerzlieh   empfunden.     Die  In- 

X  strume^^  -e,  die  Art  sie  zu  behandeln,  die  Probleme  die  man 
sich  stellt,  die  Methoden  nach  welchen  man  sie  zu  lösen  sich 
bestrebt,  sind  sämmtlich  von  denen  der  früheren  Zeit  so 
gänzlich  verschieden,  dafs  man  das  für  seine  Zeit  und  für 
die  Geschichte  der  Astronomie  hochwichtige  vortrefiliche 
Lehrbuch  der  Astronomie  von  Lalande,  nicht  mehr  fiir  ein 
Lehrbuch  unserer  Zeit  ansehen  kann,  und  die  neuerdings  er- 
schienenen Lehrbücher  von  Piazzi,  Santini,  Bohnenberger, 
Littrow  und  Andern  mehr,  so  vorzüglich  sie,  von  dem  Stand- 
punkte auf  den  ihre  Verfasser  sich  stellten  aus  betrachtet, 
auch  sein  mögen^  geben  doch  theils  fiir  den  Zweck  der  sphä- 
rischen Astronomie  zu  viel,  indem  sie  die  ganze  Astronomie 
umfasssen,  theils  zu  wenig,  indem  sie  gerade  da,  wo  beson- 
ders der,  welcher  auf  das  Selbststudium  angewiesen  ist,  eine 

\  Aufklärung  wünscht,  oder  die  Mittel  kennen  lernen  will,  wie 
man  etwas  gefunden,  nur  historisch  oder  auf  erzählende  Weise 
das  Resultat  anführen.  Aufserdem  sind,  wenngleich  Bohnen- 
berger's  Astronomie  für  seine  Zeit  musterhaft  in  der  Angabe 
der  genauesten  Zahlenbestimmungen  ist,  so  viele  neue  Be- 
stimmungen in  unserer  Zeit  gemacht  worden,   dafs  man  fast 
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bei  allen  Werken,  welche  diesen  Gegenstand  behandeln,  Den 
welcher  sie  benutzen  will,  darauf  aufmerksam  zu  machen  ge- 
nöthigt  ist,  dafs  er  fiir  den  wirklichen  Gebrauch  nach  den 
neuesten  Angaben  sich  jedesmal  umsehen  müsse.  Unsere 
neuere  sphärische  Astronomie  war  bisher  im  Grunde  nur  aus  dem 
Studium  der  Zeitschriften,  von  der  monatlichen  Correspondenz 
an  bis  zu  den  astronomischen  Nachrichten,  und  aus  den  Ein- 
leitungen zu  den  Beobachtungs  -  Werken,  besonders  den  Kö- 
nigsbergem  zu  erlernen,  und  wenn  auch  Der,  welcher  die 
schöne  Blüthenzeit  der  Astronomie  seit  dem  Beginne  dieses 
Jahrhunderts  wenigstens  zum  gröfseren  Theile  mit  durch  ge- 
lebt hatte,  wufste  wo  er  über  die  einzelnen  Abschnitte  etwas 
finden  werde,  so  ward  doch  eben  deshalb  dem  neu  Eintre- 
tenden der  Zugang  sehr  erschwert. 

Das  Bedürfnifs  eines  astronomischen  Lehrbuchs  bildete 
fast  immer,  seit  ich  das  Glück  hatte  mit  Bessel  persönlich 
bekannt  zu  werden,  den  Gegenstand  unseres  Gespräches,  und 
sehr  dringend  bat  ich  ihn  zu  wiederholten  Malen  er  möge 
die  Lücke  ausfüllen.  Wenngleich  er  früher  wenigstens  es 
nicht  ganz  ablehnte,  so  war  doch  später,  bei  den  überhäuften 
Arbeiten,  durch  welche  er  alle  Theile  der  Astronomie  so  un- 
endlich bereichert  hat,  an  die  Ausführung  nicht  zu  denken 
und  in  der  That  würde  Bessel,  wenn  er  es  sich  vorgesetzt 
hätte,  gewifs  ein  Werk  ftir  unsere  Zeit,  wie  das  Lalandesche 
ftir  das  vorige  Jahrhundert,  an  Vollständigkeit  und  Gründ- 
lichkeit mit  der  ihm  eigenen  Eleganz  geliefert  haben,  aber 
fast  glaube  ich,  dafs  er  das  Bedürfnifs  der  Lernenden,  die 
sich  den  Eintritt  in  die  Wissenschaft  erst  erwerben  wollen, 
und  daher  die  einzelnen  Untersucliungen  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  der  Erschöpfung  des  Gegenstandes  fortge- 
führt zu  sehen  wünschen,  nicht  so  vollständig  befriedigt  ha- 
ben als  sie  erwartet  hätten.  Er  würde  ihnen  zu  viel  geboten 
haben.     Für   ein  Lehrbuch    in  diesem  Sinne   eignet  sich  als 
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Verfasser  weit  mehr  ein  jüngerer  Mann,  dem  es  noch  vorschwebt, 
welche  Hülfsmittel  zu  entbehren  ihm  am  schmerzlichsten  war, 
und  der  sich  auf  das  beschränkt,  was  ihm  als  das  dem  Stand- 
punkte der  Eintretenden  in  die  Wissenschaft  «A.ngeme8senste, 
noch  in  lebhafter  Erinnerung  ist. 

Am  schmerzlichsten  mufste  Der  den  Mangel  eines  Lehr- 
buches empfinden,  der  wie  ich  seit  länger  als  zwanzig  Jahren 
es  mir  zur  Pflicht  gemacht  hatte,  jährlich  in  einem  Semester 
Vorlesungen  über  sphärische  Astronomie  hielt,  nicht  in 
der  Absicht  die  Wissenschaft  in  grölseren  Kreisen  zu  ver- 
breiten, sondern  mit  dem  Wunsche  nach  und  nach  einige 
jüngere  Kräfte  ihr  zu  gewinnen,  welche  nicht  blofs  die 
äufsere  Annehmlichkeit  der  Bekanntschaft  mit  den  Himmels- 
erscheinungen durch  Benutzung  der  gröfscren  Instrumente 
zu  geniefsen  hofften,  als  vielmehr  auch  mit  den  eigentlichen 
Arbeiten  sich  bekannt  zu  machen  und  daran  Theil  zu  neh- 
men, Neigung  hätten;  Arbeiten,  welche  diese  Wissenschaft 
vermöge  ihrer  Verbindung  der  Praxis  mit  der  Theorie  mehr 
wie  manche  andere  auszuführen  genöthigt  ist,  wenn  sie  den 
eingenommenen  Standpunkt  behaupten  will.  Bei  der  Kürze 
eines  Semesters,  bei  der  häufig  nicht  grofsen  Vorbereitung 
in  den  Hülfswissenschaften,  bei  der  Unbekanntsphaft  mit  den 
Instrumenten  und  ihrem  Gebrauch,  bei  der  kaum  zu  vermei- 
denden Unsicherheit  von  meiner  Seite,  welche  der  vielen 
verschiedenen  Theile  dem  kleinen  Kreise  gerade  am  meisten 
Interesse  einflöfsen  würde,  war  es  immer  unmöglich  auch 
nur  einige  Vollständigkeit  zu  erzielen,  und  indem  ich  in  dem 
einen  Semester,  bald  das  Femrohr,  bald  die  Correctionen  der 
Refi-action,  Aberration  und  Parallaxe,  bald  die  Beobachtungen 
an  den  Meridianinstrumenten,  oder  mit  dem  Spiegelsextanten, 
bald  die  nautischen  Probleme  mehr  hervorhob,  ftihlte  ich 
doch  immer,  dafs  den  Theilnehmem  mehr  Einzelnheiten  als 
ein  geschlossenes  Gkinze   geboten  ward.     Ein  einigermafsen 
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vollständiges  Lehrbuch  würde  diesen  Mangel  an  Befriedigung 
beseitigt  haben,  da  es  bei  kürzerer  Erwähnung  wichtigerer 
Theile  möglich  gewesen  wäre^  darauf  zu  verweisen,  während 
es  jetzt  nicht  verlangt  werden  konnte,  dafs  aus  den  einzelnen 
Abhandlungen  die  Lücken  ergänzt  werden  sollten. 

Ungeachtet  dieser  von  mir  sehr  ofTeii  eingestandenen 
Lückenhaftigkeit  des  Vertrages,  wie  sie  kaum  bei  dem 
Beichthum  des  Gegenstandes  zu  vermeiden  war,  ist  es  mir 
durch  die  eigenthümlichen  Verhältnisse  von  Berlin  doch  fast 
jedes  Jahr  gelungen,  einen  oder  den  andern  Theilnehmer  an 
den  Vorlesungen  zu  kürzerer  oder  längerer  Beschäftigung 
mit  der  Wissenschaft  der  Astronomie  zu  gewinnen  und  zu 
manchen  zum  Theil  sehr  gelungenen  Arbeiten  zu  veranlassen. 
Vielleicht  ist  eine  Ursache  dieses  Erfolges,  welcher  mir  die 
nicht  angenehme  Empfindung  erträglich  machte ,  von  dem 
grofsen  Ganzen  immer  nur  Bruchstücke  zu  geben,  darin  zu 
suchen,  dafs  wie  mein  Wunsch  bei  dem  eigenen  Studium 
immer  dahin  geht,  nicht  blofs  Sachen  in  das  Gedächtnifs 
aufzunehmen,  sondern  lieber  einen  einzelnen  Theil  mir  wo 
möglich  ganz  anzueignen  und  die  Form  zu  suchen,  unter 
welcher  er  mir  mit  meinem  Ideengange  am  besten  in  Ein- 
klang zu  bringen  ist,  ohne  dabei  diese  Form  als  die  absolut 
beste  anzusehen,  sondern  nur  als  die  welche  meiner  Indi- 
vidualität am  besten  entspricht:  so  auch  bei  denen  welche 
mir  näher  bekannt  werden,  mein  Streben  immer  dahin  ge- 
richtet ist,  ihrer  selbstständigen  Entwickelung  nicht  hinderlich 
zu  werden.  Es  gab  selbst  Zeiten  wo  ein  besonders  thätiger 
Wetteifer  bei  meinen  jüngeren  Freunden,  ein  sehr  erfreuliches 
Leben  auf  der  Sternwarte  hervorrief,  und  zu  einer  dieser 
Zeiten  rechne  ich  auch  die  Periode,  in  welcher  der  Verfasser 
dieses  Werkes,  in  Verbindung  mit  dem  jetzigen  Observator 
auf  der  Leipziger  Sternwarte  Herrn  d* Arrest,  aus  eigenem 
freiem  Antriebe  längere  Zeit  hindurch  an  den  Arbeiten  auf 
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der  Sternwarte  einen  lebhaften  Antheil  nahm  und  durch  un- 
mittelbare Anwendung  mit  den  verschiedenen  Theilen  der 
Astronomie  sich  bekannt  machte. 

Die  Erwähnung  dieser  Veranlassung  zu  der  Bekanntschaft 
mit  dem  Verfasser  dieses  Werkes  habe  ich  für  nöthig  gehalten, 
um  die  Worte,  welche  er  in  seiner  Vorrede  über  die  Be- 
nutzung meiner  Vorlesungen  äufsert,  in  ihrem  wahren  Sinne 
erscheinen  zu  lassen.  So  viel  ich  aus  dem  Buche  zu  meiner 
grofsen  Freude  ersehen  habe,  hat  der  Verfasser  überall  sich 
bemüht,  die  verschiedenen  Theile  selbständig  zu  bearbeiten. 
Sind  ihm  dabei  hin  und  wieder  die  Gesichtspunkte,  aus  wel- 
chen  ich  einzelne  Abschnitte  zu  betrachten  pflegte,  als  die 
ihm  ansprechendsten  erschienen,  so  ist  dabei  von  meiner  Seite 
80  wenig  daran  zu  denken,  ihm  auch  nur  im  mindesten  die 
eigene  Bearbeitung  streitig  zu  machen,  als  ich  ihm  auch  nicht 
den  leisesten  Vorwurf  machen  dürfte,  wenn  er  in  andern  Ab- 
schnitten, und  bei  weitem  den  meisten,  seinen  eigenen  Weg 
verfolgt  hat,  verschieden  von  dem  meinigen.  Der  Verfasser 
eines  Werkes  dieser  Art,  bei  dem  die  Auswahl  des  ihm  als 
des  vorzüglichsten  erscheinenden  Weges  die  Hauptsache  ist, 
(etwas  ganz  Neues  wird  man  bei  einem  solchen  Lehrbuche 
gewifs  nicht  erwarten,  wohl  aber  eigenes  Nachdenken  im  An- 
ordnen und  Auswählen  fordern)  soll  die  ganze  Verantwortung 
tragen,  dafür  aber  auch  die  Belohnung,  wenn  sein  Streben 
sich  als  erfolgreich  beweist,  eben  so  ungetheilt  in  Anspruch 
nehmen. 

Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  über  das  Ganze  oder  Ein- 
zelne ein  Urtheil  zu  fällen,  wozu  auch  die  Kürze  der  Zeit, 
in  welcher  mir  die  Druckbogen  mitgetheilt  wurden,  mich 
nicht  berechtigen  würde.  So  wie  ich  indessen  mit  lebhafter 
Freude  die  erste  Nachricht  aufnahm,  dafs  der  Verfasser  seine 
astronomische  Mufse  in  Bilk  zu  der  Ausarbeitung  dieses 
Lehrbuches    verwandt  habe,    so  möchte  ich  auch  es  als  ein 


günstiges  Zeichen  fiir  die  wissenschaftliche  Kichtung  in  un- 
serm  Vaterlande  ansehen,  wenn  neben  den  vielen  populären 
Schriften  über  Ä^stronornie,  auch  dieses  Buch,  welches  die 
ernstere  Theilnahme  an  dieser  Wissenschaft  in  Anspruch 
nimmt,  die  Anerkennung  finden  sollte,  welche  den  Verfasser  er- 
muthigen  könnte  auf  dem  begonnenen  Pfade  mit  Freudigkeit 
fortzuschreiten. 


Berlin,  im  November  1851. 


J.  ¥.  Encke« 


Vorwort. 


Uie  Herausgabe  eines  Lehrbuchs  der  sphärischen  Astronomie 
bedarf  wohl  kaum  einer  Rechtfertigung,  da  die  vorhandenen 
älteren  Werke  über  diesen  Theil  der  Astronomie,  wenn  auch 
zu  ihrer  Zeit  zum  Theil  vortrefflich,  nicht  mehr  dem  gegen- 
wärtigen Standpuncte  der  Wissenschaft  entsprechen.  In 
neuester  Zeit  wurde  zwar  durch  das  Erscheinen  von  Sawitsch's 
trefflicher  practischer  Astronomie  diese  lange  gefühlte  Lücke 
in  der  astronomischen  Litteratur  zum  Theil  ausgefiillt;  immer 
fehlte  es  aber  noch  an  einem  Lehrbuche,  in  welchem  alle 
Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie  behandelt  wurden 
und  woraus  namentlich  Diejenigen,  welche  sich  einem  gründ- 
lichen Studium  dieser  Wissenschaft  widmen  wollen,  die  ver- 
schiedenen Methoden  kennen  lernten,  deren  man  sich  jetzt 
bedient,  um  die  oft  schwierige  Lösung  der  verschiedenen 
Probleme  in  einer  eleganten  und  fiir  die  Anwendung  beque- 
men Weise  möglich  zu  machen.  Der  Verfasser  hofft  durch 
die  Herausgabc  des  vorliegenden  Lehrbuchs  diesem  Bedürf- 
nisse einigermaafsen  entsprochen  zu  haben.  Man  wird  in  dem- 
selben keines  der  Hauptprobleme  der  sphärischen  Astronomie 
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vermissen  und  durch  das  Studiuni  desselben  die  Mittel  finden, 
auch  solche  Aufgaben,  welche  grade  nicht  in  demselben  be* 
handelt  sind,  mit  Leichtigkeit  selbst  aufzulösen.  Da  das  Buch 
hauptsächlich  für  den  Selbstunteiricht  bestimmt  ist,  so  hat 
sich  der  Verfasser  bemüht,  alle  Probleme  möglichst  deutlich 
zu  behandeln  und  nirgends  eine  Schwierigkeit  übrig  zu  las- 
sen; daher  sind  an  einzelnen  Stellen  auch  rein  mathematische 
Entwickelungcn  eingeschaltet,  die  man  in  den  gewöhnlichen 
mathematischen  Lehrbüchern  wenigstens  nicht  in  der  Weise, 
als  es  grade  hier  nöthig  war,  vorfindet.  Aus  demselben 
Grunde  wurde  in  der  Einleitung  eine  Ableitung  der  sphärisch- 
trigonometrischen Formeln  und  der  Interpolationsformeln  ge- 
geben, weil  später  grade  auf  diese  am  häufigsten  hingewiesen 
werden  mufste.  Sehr  gern  wäre  hier  auch  eine  Darstellung 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgenommen  worden, 
um  auf  diese  Weise  in  der  Einleitung  alles  beisammen  zu 
haben,  was  später  häufiger  Anwendung  findet,  wenn  nicht 
dadurch  die  Einleitung  selbst  über  Gebühr  verlängert  wor- 
den wäre.  Der  Verfasser  hat  sich  darauf  beschränken  müs- 
sen, di^e  Methode  da  wo  dieselbe  Anwendung  findet,  kurz 
zu  erwähnen. 

Im  Ganzen  ist  in  der  Darstellung  eine  synthetische  Me- 
thode befolgt  und  der  Stoff  möglichst  systematisch  geordnet 
worden,  theils  um  so  wenig  als  möglich  im  Vortrage  einer 
Materie  auf  später  Vorkommendes  hinweisen  zu  müssen, 
theils  um  für  den  Lernenden  das  Aufsuchen  der  einzelnen 
Probleme  in  dem  Buche  zu  erleichtern.  Der  Verfasser  hofft, 
dafs  die  hiemach  gewählte  Aufeinanderfolge  der  einzelnen 
Materien  nicht  unpassend  sein  Wird.     Etwas  abweichend  von 
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früheren  Daretcllungcn  hat  sich  der  Verfasser  bei  der  Aul- 
stelluDg  der  Grundgleichungen  der  Probleme  nicht  wie  ge- 
wöhnlich der  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  sondern 
fast  durchgängig  der  Trannformation  der  Coordinaten  bedient, 
um  der  lästigen  Betrachtung  einzelner  Fälle  je  nach  den 
verschiedenen  Werthen,  welche  die  Winkel  eines  Dreiecks 
in  verschiedenen  Lagen  haben  können,  überhoben  zu  sein.' 
Für  Diejenigen,  bei  welchen  diese  Art  der  Darstellung  weni- 
ger Beifall  finden  dürfte,  ist  indessen  fast  immer  auf  die 
Herleitung  der  Formeln  aus  den  sphärischen  Dreiecken  hin- 
gewiesen, überdies  auch  in  der  Einleitung  der  Zusammenhang 
zwischen  den  sphärisch-trigonometrischen  Formeln  und  den 
Formeln  filr  die  Transformation  der  Coordinaten  gegeben 
worden. 

Was  die  Ausarbeitung  dieses  Lfchrbuchs  besonders  er- 
leichterte, war  der  Umstand,  dafs  der  Verfasser  das  Glück 
gehabt  hatte,  die  Vorlesungen  seines  hochverehrten  Lehrers, 
des  Herrn  Professor  Encke,  grade  über  den  vorliegenden 
Gegenstand  zu  hören  und  die  Anordnung  des  Ganzen  sowie 
die  Art  und  Weise  der  Entwickelung  der  einzelnen  Probleme 
ist  auch  einigennaarsen  derjenigen  ähnlich,  welche  von  Herrn 
Professor  Encke  in  seinen  Vorlesungen  pflegte  beobachtet  zu 
werden.  Indefs  ist  diese  Aehnlichkeit  nur  ganz  im  Allge- 
meinen zu  verstehen,  da  die  hier  gewählte  streng  systemati- 
sche Form  einen  sehr  abweichenden  Gang  in  der  Darstellung 
des  Ganzen  bedingte  und  auch  vielfach  bei  einzelnen  Pro- 
blemen ein  andrer  Weg  eingeschlagen  werden  mufste,  wie 
er  grade  ftir  die  hier  gewählte  Behandlung  des  Gegenstandes 
angemessen  schien. 


XIV 

Von  Schriften,  welche  der  Verfasser  bei  der  Bearbeitung 
des  Buches  benutzt  hat,  sind  besonders  die  von  Bessel  zu 
nennen,  namentlich  dessen  „Astronomische  Untersuchungen 
II  Bde.  Königsberg  1841  und  42 'S  die  Tabulae  Regiomon- 
tanae,  sowie  verschiedene  Aufsätze  von  demselben  in  v.  Zach's 
monatlicher  Correspondenz  und  in  den  astronomischen  Nach- 
richten. Ebenso  wurden  verschiedene  Aufsätze  von  Herrn 
Geheimrath  Gaufs,  Herrn  Hofrath  Hansen  und  Herrn  Pro- 
fessor Enke  theils  in  den  genannten  Zeitschriften,  theils  auch 
von  dem  Letzteren  in  den  Anhängen  zu  den  astronomischen 
Jahrbüchern  benutzt.  In  den  meisten  Fällen  sind  übrigens  die 
QueUen  beiden  einzelnen  Abschnitten  noch  besonders  aufgeführt. 

Die  Correctur  des  Buches  ist  hauptsächlich  von  Herrn 
Vogel  in  Berlin  besorgt  und  dem  Verfasser  wegen  der  Ent- 
fernung des  Druckorts  nur  eine  einzige  gestattet  gewesen. 
Herr  Vogel  hat  eine  besondre  Sorgfalt  auf  die  Correctheit 
der  Formeln  verwandt,  sodafs  diese  wenig  zu  wünschen  übrig 
läfst,  dagegen  sind  im  Texte  auf  den  ersten  Bogen  verschie- 
dene, leicht  in  die  Augen  fallende  Druckfehler  stehen  geblie- 
ben, die  der  Verfasser  zu  entschuldigen  bittet.  Auf  den 
spätem  Bogen,  wo  häufig  auch  zwei  Correcturen  vom  Verfasser 
selbst  gelesen  wurden,  wird  man  dergleichen  Fehler  selten  finden. 

Der  Verfasser  empfiehlt  das  vorliegende  Werk  dem  nach- 
sichtigen Urtheile  der  Astronomen.  Es  sollte  ihn  unendlich 
freuen,  wenn  dasselbe  seinem  Zwecke  einigermaafsen  entspre- 
chend befunden  und  dadurch  das  Studium  der  sphärischen 
Astronomie  erleichtert  würde. 

Bilk  im  November  1851. 

Der  Verfasser. 
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EINLEITUNG. 


A.    Die  Transformation  der  Coordinaten.    Die  Formeln 

der  sphärischen  Trigonometrie. 

1«  In  der  sphäriflchen  Ajitronomie  betrachtet  man  die 
Örter  der  Gkstime  an  der  scheinbaren  Himmelskugel,  indem 
man  dieselben  vermittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  ge- 
wisse gröfste  Ejreise  der  Himmelskugel  bezieht  und  die  Se- 
lationen*  zwischen  den  auf  verschiedene  gröfste  Kreise 
bezogenen  Coordinaten  aufsucht.  Statt  durch  die  sphärischen 
Coordinaten  kann  man  den  Ort  eines  Gestirns  auch  durch 
Polarcoordinaten  im  Baume  angeben,  nämlich  durch  die  Win- 
kel welche  die  von  ihm  nach  dem  Mittelpunkte  der  schein- 
haren  Himmelskugel  gezogenen  geraden  Linien  mit  gewissen 
Ebenen  bilden  und  durch  die  Entfernung  von  diesem  Mittel- 
punkte selbst,  die  hier  als  Badius  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel  immer  gleich  der  Einheit  gesetzt  wird.  Diese  Polar- 
coordinaten lassen  sich  endlich  leicht  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  ausdrücken.  Die  ganze  sphärische  Astronomie 
wird  daher  auf  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten 
zurück  kommen,  wofür  zuerst  die  allgemeinen  Ausdrücke  ge- 
sucht werden  sollen. 

Denkt  man  sich  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Axen- 
kreuz,  itir  welches  die  Abscisse  und  Ordinate  irgend  eines 
Punktes  mit  a  und  y  bezeichnet  werden  ipögen  und  ausser- 
dem ein  andres  in  derselben  Ebene,  fiir  welches  u  imd  v  die 
Abscisse  und  Ordinate  des  betrachteten  Punktes  sein  mögen 
und    welches   so    gelegen  ist,   dafs  sein   Durchschnittspunkt 
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mit  dem  des  erstem  zusammenfällt  und  dafs  die  Axe  der 
Abscissen  u  mit  der  Axe  des  Abscissen  a  den  Winkel  w 
bildet,  so  wird  man  a  und  y  als  Functionen  von  u,  v  und 
dem  Winkel  w  darstellen  können,  so  dafs: 

und  y  =  il)  («,  I?,  tc) 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  eines  zweiten  Punctes 
mit  X  ±,  X  und  y  ±  y'  und  die  diesen  entsprechenden,  auf 
das  andre  Axenkreuz  bezogenen  Coordinaten  mit  u  ±  u   und 

V  ±  V,  so  wird: 

X  ±  «'  =  9  (m  ±  «',  v  ±  v',  to) 
y  ±  y'  =  %\)  (u  ±  u'y  V  ±  ü',  w) 

Man  hat  aber  auch,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  sich 
durch  den  erstem  Punkt  neue,  den  vorigen  parallele  Axen- 
kreuze  gelegt  denkt: 

ar  ±  x'  =  9  (tt,  r,  w)  ±  9  («*'  v',  u>) 
y  ±  y'  =  ^  («»  »»  w»  ±  ^  («'  «'»  w) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dafs  x  und  y  lineare  Func- 
tionen von  u  und  v  sind  und  da  ftir  u  =  o  und  v^  o  auch 
x^o  und  y  c=  o  werden,  so  müssen  x  und  y  von  der 
Form  sein: 

y  =  ytt  +   Ät? 

WO  oLy  ß,  7  und  8  Functionen  von  w  allein  sein  werden. 

um  diese  Functionen  zu  bestimmen,  dient  die  Gleichung: 

aus  der  man  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (a)  die  Bedingungs- 
gleichung erhält: 

eine  Gleichimg,  der  nur  allgemein  genügt  werden  kann,  wenn 

man  setzt: 

a*+y*  =  1  (b) 

p»+««  =  1  .  (c) 

aß+y«  =  0  (d) 

Aus  der  Gleichung  {h)  erhält  man: 

da         «'y  -  A 

dto         ^  dw 
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eine    Gleichung,   der   wieder  allgemein  genügt   wird,   wenn 
man  zu  gleicher  Zeit  setzt: 

dy  dat. 

u  ^  c  -r^  und  y  =  — .  c  — — 

dv)  dw 

oder    a  =  —e  -^  und  y  =    <?     -r-  1 

dw  ^  dw 

Aus  der  erstem  Gleichung  folgt  ^  =  ~^^  ""  ^^  ^^^' 
dto  =  -7=4=^=1,  also  y  =  sin  (7-""  ^)  ^^^  a  s=  cosf-^-  cV 

Aus  den  andern  beiden  Gldchungen  hätte  man  erhalten 
a  =  sin  (——  c\  und  y  =  cos  (-"-  ^\  Ebenso  folgt  aus 
der  Gldchung  (0),  daTs  ß  und  6  die  Sinus  und  Cosinus  des 

Winkels C  sind. 

c 

Da  nun  für  w^o  x^u  und  y  =  v  wird,  so  muTs  die 

Constante  C  gleich  Null  und  a  =3  cos  —  also  y  s=3  sin  —  sein. 

Da  femer  für  to  ts  90^  y  css  u  und  4t  es  .-  9  wird,  wenn  man 

den  Winkel  w  von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  a  nach  der 

positiven  Seite  der  Axe  der  y  herum  zählt,  se  folgt,  da(s  die 

Constante  e=il  und  ß  e=  '-sin  t<7,  also  6  ==  cos  to  sein  muss.*) 

Man  hat  also  ftir  die  Transformation  der  rechtwinkligen 

Coordinaten  die  Formeln: 

a;  =  u  cos  to  —  o  sin  10 

y  =  ti  am  w  •¥  v  cos  w 
oder: 

u  =  X  cos  to  +  V  sin  to 

(U) 

^  1;  =  — cc  sin  to  +  y  cos  10 


Diese  Formeln  gelten  nach  dem  vorigen  aOgemein  für 
alle  positiven  oder  negativen  Werthe  von  x  und  y  und  fiir 
alle  Werthe  von  t<7  von  Qo  bis  360<>. 


**)  Man  hätte  die  Constanten  auch  dadurch  bestiinmen  können,  dals 
ftr  w  =  180® 

«  =  —  M    und    y  =  —  ü 

oder  fnr  10  =  270" 

a;  =  +  p     und     y  =  —  u 

wird,  wo  man  dieselben  Werthe  erhalten  hätte 
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2«  Es  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  O  auf  be- 
liebige,  auf  einander  senkrechte  Axen  bezogen  a,  y  und  z, 
es  sei  femer  a'  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  mit 
seiner  Projection  auf  die  Ebene  der  x  y^  B'  der  Winkel, 
den  diese  Projection  mit  der  Axe  der  x  macht  (d.  h.  also 
der  Winkel,  welchen  die  durch  den  Punkt  O  und  die  positive 
Axe  der  z  gelegte  Ebene  mit  der  durch  die  positiven  Axen 
der  X  und  z  gelegten  Ebene  macht,  von  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  nach  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y  von 
von  0^  bis  360^  herum  gezählt,  so  ist,  wenn  man  die  Ent- 
fernung des  Punktes  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
gleich  eins  setzt: 

X  =  cos  Bf  cos  a'j  y  =  sin  £f  cos  a\  z  =  sin  a' 

Nennt  man  dagegen  a  den  Winkel,  den  der  Radius  vec- 
tor mit  der  positiven  Axe  der  z  macht  und  zählt  denselben 
von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  z  nach  der  positiven 
Seite  der  Axen  der  x  und  y  von  0®  bis  360^  herum,  so 
hat  man: 

X  =^  am  a  coa  Bff  y  =  ün  a  sin  jB^,  z  zz  cos  a. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinatensjstem  und 
zwar  so,  dass  die  Axe  der  v  mit  der  Axe  der  y  zusammen- 
fallt und  die  Axen  der  u  und  w  mit  den  Axen  der  x  und  z 
den  Winkel  c  machen,  nennt  man  b  den  Winkel,  welchen 
der  Radius  vector  mit  der  positiven  Axe  der  to  macht,  A' 
dagegen  den  Winkel,  welchen  die  durch  O  imd  die  positive 
Axe  der  w  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  macht,  welche  durch 
die  positiven  Axen  der  x  und  z  geht,  beide  Winkel  in  dem- 
selben Sinne  wie  a  und  B'  gezählt,  so  hat  man: 

u  =  Bin  b  cos  A,  V  ^  Bia  b  sin  A,  w  =  cos  b 
und  da  man  auch  nach  den  Formeln  für  die  Transformation 

der  Coordinaten: 

z  =  u  Bin  c  -^  w  cos  c 

y  =  V 

«  =r  tt  COS  c  —  w  sin  c 
so  erhält  man: 

cos  a  =  sin  5  sin  c  cos  A'  +  cos  b  cos  c 

sin  a  sin  B'  =  sin  b  sin  A' 

sin  a  cos  B'  =  sin  5  cos  c  cos  A'  —  cos  b  sin  c 


3.  Denkt  man  sich  nun  um  den  Anfangspunkt  der  Co- 
ordinaten  eine  Kugel  mit  beliebigem  Halbmesser  (der  hier 
gleich  eins  genommen  wird)  beschrieben  und  die  Durch- 
schnittspunkte der  Axen  der  z  und  %d  mit  der  Oberfläche 
der  Kugel  unter  einander  und  mit  dem  eben  betrachteten 
Punkte  O  durch  Bogen  grösster  Kreise  verbunden ,  so  wer- 
den diese  Bogen  ein  sphärisches  Dreieck  bilden,  wenn  man 
nämlich  dasselbe  in  seiner  allgemeinsten  Bedeutung  auffasst, 
wo  also  Winkel  sowohl  als  Seiten  grösser  als  180^  sein 
können.  Die  drei  Seiten  OZ^  OW  und  WZ  dieses  sphäri- 
schen Dreiecks  werden  respective  gleich  a^  b  und  c  sein. 
Der  sphärische  Winkel  A  am  Punkte  W  wird  als  Winkel 
zwischen  der  diu*ch  O  und  W  und  der  durch  W  und  Z  und 
dem  Mittelpunkte  der  Kugel  »gelegten  Ebene  gleich  A'  sein, 
dagegen  der  Winkel  B  am  Punkte  z  allgemein  gleich  180—^. 
Führt  man  also  A  und  B  statt  A'  und  B'  in  die  in  Jlf  2 
gefimdenen  Qleichungen  ein,  so  erhält  man  die  für  jedes 
sphärische  Dreieck  geltenden  Formeln: 

cos  a  =  cos  h  cos  c  +  sin  ft  sin  c  cos  A 
sin  a  sin  i?  =  sin  6  sin  ^ 
sin  a  cos  B  =  cos  h  mn  c  ^  sin  h   cos  c  cos  A 

Dies  sind  die  drei  Hauptformeln  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie, die  also  nichts  weiter  als  eine  einfache  Transfor- 
mation der  Coordinaten  ausdrücken. 

Da  man  jede  Ecke  des  sphärischen  Dreiecks  als  die 
Projection  des  Punktes  O  auf  die  Kugeloberfläche  und  die 
beiden  andern  als  die  Durchschnittspunkte  der  Axen  der  z 
und  w  mit  derselben  ansehen  kann,  so  müssen  die  vorstehen- 
den Formeln  auch  für  jede  andre  Seite  und  den  anliegenden 
Winkel  gelten,  wenn  man  nur  die  übrigen  Seiten  und  Win- 
kel gehörig  mit  einander  vertauscht.  Man  erhält  so,  wenn 
man  alle  Fälle  umfasst: 

cos  a  =  cos  h  cos  c  +  sin  &  sin  c  cos  A 

cos  h  =r  cos  o  cos  c  +  sin  a  sin  c  cos  B    (2) 

cos  c  =  cos  a  cos  6  +  sin  d  sin  b  cos  C 


Bin  a  ain  B  =:  am  b  am  A 

sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A  (8) 

8in&8inC=sinc8in£ 

siu  ci  cos  B  =  cos  ft  sin  c  -~  sin  6  cos  e  cos  A 

sin  a  cos  C  =  cos  c  sin  &  —  sin  c  cos  b  cos  /4 

sin  b  cos  il  =  cos  a  sin  c  —  ain  a  cos  c  cos  B 

sin  &  cos  C  =  cos  c  sin  a  —  sin  c  cos  a  cos  B 

sin  c  cos  A  =  cos  a  sin  &  —  sin  a  cos  b  cos  C 

sin  c  cos  B  =  cos  6  sin  a  —  sin  6  co«  a  cos  C 


w 


4.  Aus  diesen  Fonneln  lassen  sich  nun  die  übrigen 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  herleiten.  Di- 
vidirt  man  die  Formeln  (4)  durch  die  entsprechenden  For* 
mehi  (3),  so  erhält  man: 

sin  A  cotang  B  =  cotang  bainc^coaccoBA 
sin  A  cotang  C  =  cotang  e  ma  b  -^  co8  b  cob  A 
sin  B  cotang  A  =  cotang  a  sin  c  —  cos  c  cos  B 
sin  B  cotang  C  =  cotang  csina  —  cosacosB  ^  ^ 
sin  C  cotang  A  =  cotang  a  sin  &  —  cos  6  cos  C 
sih  C  cotang  B  =  cotang  dsina-^cosacosC 

Schreibt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  so: 

^  „cosftsinasinB  ._  ^ 

sin  C  cos  B  =  '  — ; cos  a  sin  B  cos  C 

sm  0 

so  erhält  man: 

sin  C  cos  B  =  cos  &  sin  ^  —  cos  a  sin  B  cos  C 

oder: 

sin  i4  cos  6  =  cos  B  sin  C  4-  sin  B  cos  C  cos  a 

eine  Gleichung ,  welche  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  ent- 
spricht und  nur  Winkel  statt  der  Seiten  und  umgekehrt  ent- 
hällt.  Durch  Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  die 
sechs  Gleichungen: 

sin  il  cos  5  =  cos  B  sin  C  +  sin  B  cos  C  cos  a 

sin  ^  CO«  c  =  cos  C  sin  B  +  sin  C  cos  B  cos  a 

sin  B  cos  a  =  cos  ii  sin  C  +  sin  il  cos  C  cos  5     .^^ 

(6) 
sin  B  cos  6  =  cos  C  sin  il  -1-  sin  C  cos  ^  CO«  ft 

sin  C  cos  a  =:  cos  il  sin  B  -f  sin  ii  cos  B  cos  c 

sin  C  COS  6  =  cos  B  sin  il  +  sin  B  cos  il  cos  c 


(7) 


und  durch  Divifiion  dieser  Gleichungen  durch  die  entsprechen- 
den der  Gleichungen  (3): 

sin  a  cotang  b  =  cotang  jB  sin  C  +  cos  C  cos  a 
.  sin  a  cotang  e  =  cotang  C  sin  B  +  cos  B  cos  a 
sin  b  cotang  a  =  cotang  A  sin  C  +  cos  C  cos  b 
sin  b  cotang  c  =  cotang  C  sin  2I  -f*  cos  ^  cos  b 
sin  e  cotang  a  =  cotang  il  sin  B  +  cos  B  cos  c 
sin  c  cotang  b  =  cotang  B  sin  ^4  +  cos  ^  cos  c 

Die  Gleichungen  (6)  geben  femer: 

cos  il  sin  C  =  sin  B  cos  a  —  sin  i4  cos  C  cos  b 
cos  B  sin  C  =  sin  ^  CO«  &  —  sin  B  cos  C  cos  a 

Multiplidrt  man  beide  Gleichungen  mit  sin  C,  und  sub- 
stituirt  den  Werth  von  ein  A  ein  C  cos  b  aus  der  zweiten 
Gleichung  in  die  erstere,  so  erhält  man: 

cos  ^  =  sin  B  sin  C  cos  a  —  cos  B  cos  C 

und  durch  Vertauschung  der  Buchstaben  die  drei  den  For- 
mehi  (2)  entsprechenden  Gleichungen,  in  denen  wieder  Win- 
kel statt  der  Seiten  und  umgekehrt  vorkommen: 

cos  il  =  sin  B  sin  C  coe  o  ^  cos  B  cos  C 
cosB  =  sinilsinCcosft  —  cos^cosC    (S) 
cos  C  =  sin  il  sin  B  cos  c  ~  cos  A  cos  B 

5.  Addirt  man  die  bdden  ersten  der  Formeln  (3),  so 
erhält  man: 

sin  a  j  sin  B  -f  sin  Cl    =  sin il  { sin  &  +  sin  c  | 
oder  : 

smia  cos .  cos  ia  sm  — — -  =:  srnhA  sm .  cos  iA  cos-— — 

undy  wenn  man  dieselben  Gleichungen  subtrahirt: 

.    .      .  B-C         .          B+C        .    .  ^        b+e         4  .   .   ft--c 
sm  ^a  sm  — — .  cos  |a  cos =  sm  ^A  cos .  cos  iA  sm— - 

£  £  2  ^ 

Ebenso  erhält  man  9  wenn  man  die  beiden  ersten  der 
Formehl  (4)  addirt  und  subtrahirt: 

.   ,         B-C        ,  B-^C       .,..*+<?...        ft+<? 

sin^a  cos  — - — .  cos  ja.  cos——  =  sm  ^A  sm .  sm^A  cos 

22  2  2 

.    .      .   B^C  .      .  B-^-C  4  .   .   ^-c         .    .        ^c 

sm  \a  sm .  cos  »a.  sm— cos  i  ^  sm  —-cos  *  A  cos 

2*2  22 
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Diese  vier  Formeln  enthalten  je  zwei  der  Gaufeisdien  Glei- 
chungen in  einander  miiltiplicirt;  man  kann  indessen  die  ein- 
zelnen Gleichungen  durch  die  Verbindung  dieser  vier  For- 
meln nicht  trennen,  sondern  muTs  sich  zu  dem  Ende  noch 
eine  solche  Formel  verschaffen,  in  der  eine  andere  Combi- 
nation  dieser  Gleichungen  vorkommt.  Dazu  dient  die  fol- 
gende: 

,  B+C       '  .       .  J5+C        .    ^  .        b+c  ..       5-c 

cos  ta  cos .  cos^a  sm =  sinfil  cos .  cost-Acos— -- 

*.2  2  2  2 

welche  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  ersten  der  Glei- 
chungen (6)  zu  einander  addirt. 

Setzt  man  nun: 

8in  «il  am  — -—  =  a 
2 

sm  %  ^  cos =  ß 

2  *^ 

cos  \A  mn  — ^  =  y 
2  ^ 


cos  4  A  cos =  O 


und: 


B—C         , 

sin  i  a  cos  =  a 

'  2 

cos  \  a  cos  — —  =  p 

sm  f  a  sm  =  y 

cos  ^a  sm  =  o 

2 

80  hat  man  die  fiinf  Gleichungen: 

a'6'  =  aÖ,  /p'  =  yp,  a' ß'  =  aß,  y' 6'  =  y6,  ß'«'  =  ß« 

aus  denen  man  die  folgenden  findet: 

a'  =  a,      ß'  =  ß,      y  =  y,      ö'  =  6 
oder: 

a'  =  -^  a,     ß'  =  -.  ß,     y'  =  -  y,     «'  =  -  6 

Man  erhält    mithin    zwischen    den  Winkeln    und  Seiten 
eines  sphärischen  Dreiecks  die  folgenden  Relationen: 
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8in  f  A  sin  =  sin  f  a.  cos 

.     .   .  Ä  +  c  .  B+C 

em  \A.  C08 =  cos  Ja.  cos 

cos  iA.  am  —  =:  sin  \a.  sin 

'2^2 

5-c                            JB+C 
cos  %J.  cos =  cos  ^a.  sin 


(9) 


oder  auch: 


sm  *il.  sin  =  —sin  *a.  cos 

2  *  2 

sm  iA.  cos =  —  cos  *a.  cos  — - — 

2  *  .  2 

.   .     .     ft-c  .      .         .     B-C 

cos  %^.  sm  —  =  —  sm  *a.  sm  

'2  '2 

cos  fil  cos =  —  cos  fa.  sm  — - — 


Aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen  erhält  man  aber 
für  die  gesuchten  Gröfsen,  sei  es,  dafs  diese  zwei  Seiten 
und  der  eingeschlossene  Winkel  oder  zwei  Winkel  und  die 
anliegende  Seite  sind,  dieselben  oder  wenigstens  nur  um 
360^  verschiedene  Werthe.  Sucht  man  z.  'R.  A»  b  und  c, 
so    würde  man  aus  dem  zweiten  Systeme  von  Gleichungen 

entweder  für und  dieselben  Werthe  finden,  wie  aus 

2  2 

dem  ersteren  Systeme ,  dagegen  Air  ^A  einen  um  180<^  ver- 
schiedenen Werth  oder    aber  auch  fiir   '-   und   um 

2  2 

180^  verschiedene  Werthe,  dagegen  fiir  \A  denselben 
Werth.  Immer  würden  also  A  oder  b  nur  um  360®  von  den 
aus  dem  ersteren  Systeme  gefundenen  Werthen  verschieden 
sein.  Die  4  Formeln  (9)  gelten  daher  ganz  aDgemein  und 
es  ist  gleichgültig,  ob  man  bei  der  Berechnung  von  Ay  b 
tmd  c  die  Werthe  a,  B  C  anwendet  oder  zu  beliebigen  die- 
ser Werthe  ±  360 »  addirt.*) 


*)  Gauss,  Theoria  motus  corponim  coelestium  pag.  50  seq. 
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Die  vier  Oleichungen  (9)  sind  unter  dem  Namen  der 
CktufBischen  Gleichungen  bekannt  und  werden  angewandt, 
wenn  eine  Seite  imd  die  beiden  anliegenden  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  oder  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  gegeben  und  daraus  die  drei  übrigen  Stücke  zu  fin- 
den sind.  Man  bedient  sich  derselben  am  bequemsten  auf 
folgende  Weise.  Wenn  a,  B  und  C  gegeben  sind,  so  suche 
man  zuerst: 


(1)  cos-^—  (4)    cos— ^ 

(2)  sin  ^a  (5)     cos  |a 
(8)     sin^  (6)     sin^+^ 


2 


und  daraus: 


(7)  sin  \a.  cos  — - —  (9)     sin  ^o.  sm  — - — 

(8)  cos  \a.  cos  ■— —  (10)     cos  lo.  sin  — — 

Durch  Division  dieser  unter  einander  stehenden  Zahlen 
erhält  man  tang  \(b+c)  und  tang  ^(b—c)y  woraus  man  b  und  c 
findet.  Dann  sucht  man  cos  \(J>+c)  oder  sin  \(J>^c)  und 
cos  -sf(6— c)  oder  sin  -|(6— c),  je  nachdem  der  Cosinus  oder 
Sinus  gröfser  ist  und  zieht  den  ersteren  vom  gröfseren  der 
beiden  Logarithmen  (7)  oder  (8),  den  andern  vom  gröfseren 
der  Logarithmen  (9)  oder  (10)  ab  und  erhält  dann  sin  \A 
und  cos  ^A.  Beide  verbindet  man  zur  Tangente  und  findet 
daraus  A.  Da  sin  \A  und  cos  ^A  denselben  Winkel  geben 
müfsen,  als  tang  |^,  so  hat  man  hierin  eine  Prüfung  der 
Richtigkeit  der  Rechnung. 

Beispiel. 

Es  sei  a   =     11*»  25'  56."S 

B  =  184       6    55.  4 
C  =     11     18    40.   8 
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50  hat  man: 

%  (B+C)  =  97^  42'  47/'86 

C08  iiB-^C)  =  8.7976413 

sm  i  a  =  8.9982605 

sin  i(B— Q  =  9.9991432 


nn  ia  CO0|(B-C)       7.7959018 
C06  |a  C08|(B+C)        9.1256397, 


^(ß-'C)  =  86*24'7."ö5 
cos  i(B+C)       9.1278046n 

cofl  ia       9.9978351 

sin  iCB-^-Cf)       9.9960526 

sin  in.  mi(B-C)       8.9974087 

cos^a.  ani(B-hC)       9.9988877 


i(b+c)    177  19  18.49 
cos  |(ft+c)        9.9995248n 
sin  iA       9.1261149 
CO«  j[A        9.9960835 


i(b-c)       5  45  24.13 
COS  i(b-c)       9.9978042 
5  =  183®    4'  37."62 
e  =  171    38   49.  36 
iA  7*40'59."88"  ^  =     15    21    58.  76 

Hätte  man  hier  B  sn  -^  175^  53'  ^".6  genommen,  also: 

%(B+C)  =  -  82®  17'  12."15 
Kß-C)  =  ^  98    85  52.  45 

80  hätte  man  erhalten: 

i(b+e)    =    -2«40'46/'51 
K^-c)    =     185    45    24.   18 

ako  6  «  188«  4'  37/'62  und  c  =  -  188<>  26'  10."64. 

Durch  Division  der  Graufsischen  Gleichimgen  in  einan- 
der erhält  man  die  Neperschen  Analogien.  Schreibt  man 
A,  B,  £7  an  die  Stelle  von  B,  C,  A  und  a,  ft^  c  an  die  Stelle 
von  &,  (^  a  80  findet  man  aus  den  Gleichungen  (9): 

a-5 


tang 


A+B 
2 


cos 


tanir 


A-B 


cos 


sin 


2 
2 


cotang  — 


tanff 


«+5 
2 


tang 


2 


sin 
cos 

2 

2 

cos 

. 

am 

A+B 

2 

Bin 

2 

sin 

j1+jB 

c 

cotang  — ■ 


(9«) 


tang    - 


t»ng    7 


2 
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6.  Da  fast  alle  in  J\8  3  und  4  aufgeführten  Formeln 
au6  zwei  Gliedern  bestehen,  also  ftir  logarithmische  Rechnung 
unbequem  sind»  so  mufs  man  dieselben  in  eingliedrige  Aus- 
drücke zu  verwandeln  suchen,  was  durch  die  Einfiihrung  von 
Hülfswinkeln  erreicht  wird.  Irgend  je  zwei  mögliche  Gröfsen 
X  uud  y,  sie  seien  positiv  oder  negativ,  kann  man  nämlich 
immer  dmem  Sinus  oder  Cosinus  proportinal  setzen,  so  daPs : 

a:  =  971  sin  Af    und     y  =  m  cos  M 
denn  man  findet  sogleich: 

X  r  I  ■■  I. 

tang  3f  =  —    und    m  =  y«*  +  y* 

also  M  und  t»  durch  lauter  mögliche  Gröfsen  ausgedrückt. 
Nun  enthalten  alle  früheren  Formeln  in  jedem  ihrer  beiden 
Glieder  einen  Sinus  oder  Cosinus  eines  und  desselben  Win- 
kels. Setzt  man  also  die  übrigen  Factoren  des  einen  Glie- 
des dem  Sinus,  die  des  andern  dem  Cosinus  eines  beliebigen 
Winkels  proportional,  so  kann  man  die  Formeln  fiir  den  Si- 
nus oder  Cosinus  einer  zweigliedrigen  Gröfse  anwenden  und  auf 
diese  Weise  eine  för  logarithmische  Rechnung  bequeme  Form 
erhalten. 

Sind  z.  B.  die  drei  Formeln  zu  berechnen: 

cos  a     =     cos  h  cos  c  +  sin  ft  sin  c  cos  A 
sin  o  sin  jB     =     sin  &  sin  il 
sin  a  cos  B     =     cos  5  sin  c  —  sin  ft  cos  c  cos  A 


80  setze  man: 


Dann  wird: 


sin  h  cos  A  =     m  sin  M 

cos  &  =     m  cos  M 

cos  a     ■=^     m  cos  (c  —  M) 
sin  a  sin  JB     =     sin  h  sin  A 


sin  a  cos  B     =     m  sin  (c  —  M) 

Weifs  man  den  Quadranten,  in  welchem  B  liegt,  so  kann 
man  die  Formeln  noch   auf  folgende  Weise  schreiben,  wenn 

sin  \)  cos  A 

man  fiir  m  seinen  Werth  : — :t— -   setzt.     Man    berechnet 

sm  M 

zuerst : 

tang  M    =     tang  h  cos  A 
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und  findet  dann: 

tang  B    = 

tang  a     = 


tang  A  wi  M 

sin  (c  —  Af  ) 

tang  (c  —  Af) 


cos  B 

Man  kann  mit  den  drei  Gleichungen 

COB  a     =     cos  b  cos  c  +  sin  5  sin  e  cos  A       (a) 
sin  a  sin  B     =     sin  &  sin  ^  (p) 

sin  a  cos  ^     =     cos  5  sin  c  —  sin  6  cos  c  cos  il        (c) 

noch  eine  andere  Transformation  vornehmen,  welche  auch  in 
der  Folge  angewandt  wird.  *)  Bezeichnet  man  mit  Bq  und  b^ 
die  Werthe  von  B  und  b,  welche  in  die  vorstehenden  Glei- 
chungen gesetzt  9  a  =  90^  geben ,  so  hat  man  noch  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

0     =     cos  \  cos  c   +    sin  h^  sin  c  cos  A        {d) 
sin  Bg     =     sin  \  sin  A  (e) 

cos  B^     =     cos  J^,  sin  c   —    sin  6^  cos  c  cos  A         (/) 

Multiplicirt  maii  (/)  mit  cos  e  und  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  (d)y  nachdem  man  dieselbe  mit  sin  c  multiplicirt 
hat,  multiplicirt  man  femer  die  Gleichung  (/)  mit  sin  c  und 
addirt  dazu  die  Gleichung  (ef),  nachdem  man  dieselbe  mit 
cos  c  multiplicirt  hat,  so  erhält  man  daraus: 


{A) 


cos  c  cos  i?o 

= 

—  sin  b^  cos  A 

sin  c  cos  Bq 

= 

cos  b^ 

sin  Bf, 

= 

sin  Öq  sin  ^4 

Setzt  man  dann: 

cos  c 

= 

sin  y  cos  G 

sin  c  cos  ^ 

= 

sin  y  sin  G 

sin  c  sin   ^4 

^z 

cos  y 

80  erhält  man  aus  id): 

0     = 

sin 

y  cos  (fto  -  ö) 

also 

*o      = 

90 

+  G 

und  aus  (a): 

, 

^ 

cos  a     = 

sin 

y  cos  (G  —  ft) 

iB) 


*)  Encke,  Jahrbuch  für  18S1. 
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Femer  erhält  man,  wenn  man  vom  Produkte  der  Glei- 
chungen (h)  und  (/)  das  Produkt  der  Gleichungen  (e)  und 
(c)  abzieht: 

# 

sin  a  sin  (B  —  B^)     =     ßin  c  sin  -4  sin  (*  —  Öq) 

=    —  cos  y  cos  (G  —  b) 

und  ebenso  9  wenn  man  zum  Produkte  der  Gleichungen  (c) 
und  (/)  das  Produkt  der  Gleichungen  (b)  und  (e)  und  das 
der  Gleichungen  (a)  und  (6)  addirt: 

sina  cob(B-~Bq)  =  sin  6  sinft^  sin^l*  +  cos  &  cos  ^^  +  sin  ^  sin ^^  cosil' 

=  cos(6— fto)  =  —  sin(ö— ft) 

Das  vollständige  System  der  Formehi  zur  Berechnung 
von  a  und  B  ist  also  das  folgende: 


sin  y  cos  6? 

^ 

COS  e 

sin  y  sin   G 

= 

sin  c  COS  i4 

cos  y 

= 

sin  c  sin  i4 

cos  jBq  sin  c 

:s: 

—  sin  G 

cos  £^0  cos  c 

= 

—  cos  G  cos  ^ 

sin  ^0 

SS 

cos  Cr  sin  ^ 

cos  a 

=: 

sin  y  cos  (G  —  b) 

sin  a  sin  (5  —  jB^) 

= 

—  cos  y  cos  ((r  —  b) 

sin  a  cos  (B  —  i?^,) 

^z 

-  sin  (G  -  ft) 

7.  Im  Allgemeinen  hat  man  immer  darauf  zu  sehen, 
dafs  man  die  Winkel,  welche  man  sucht,  durch  die  Tangen- 
ten findet;  denn  da  diese  sich  am  schnellsten  ändern,  so  kann 
der  Werth  der  Winkel  durch  dieselben  am  genauesten  ge- 
funden werden. 

Bezeichnet  Ax  eine  sehr  kleine  Änderung  eines  Win- 
kels, so  hat  man: 

A  (log  tang  X)  =  -^^ 

Man  ist  nun  gewohnt,  die  Änderungen  der  Winkel  in 
Secunden  auszudrücken;  da  nun  aber  die  Tangente  den  Ba- 
dius  zur  Einheit  hat,  so  mufs  man  die  Änderung  Aa  eben- 
falls in  Theilen  des  Badius  ausdrücken,  also  durch  die  Zahl 
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206264,8  diTidiren.*)  Ferner  sind  hier  unter  den  Logarith- 
men natürliche  oder  hyperbolische  verstanden;  will  man  in- 
de(s  Briggische  Logarithmen  einfahren,  so  muls  man  die  na- 
türlichen mit  dem  Modulus  0.  4342945  =  M  multiplidren. 
Verlangt  man  endlich  A  (log  tang  x)  in  Einheiten  der  letzten 
Dedmale  der  Logarithmen,  welche  man  anwendet,  ausge- 
drückt, so  hat  man  bei  siebenstelligen  Logarithmen  den  Aus- 
druck mit  10000000  zu  multiplidren.    Man  erhält  also: 

23f                Aar" 
A  {\og  tang  x)  =  -: — - —    .    —— 10000000 


sin 

2x 

• 

206264.8 

42 
sin 

.1 
2x 

A 

x" 

sin 

2x 

A 

f\f\o   fAna 

oder 

A  ar"    = 

42.1  '    "         °     ' 

Aus  dieser  Gleichung   sieht  man  nun,  wie  genau  man 
den  Werth  eines  Winkels  durch  die  Tangente  finden  kann. 
Gesetzt  man  hätte  Logarithmen  von  fünf  Dedmalen,  so 

ist,  da  die  Rechnung  in  der  Regel  höchstens  auf  zwei  Ein- 
heiten der  letzten  Decimale  unsicher  ist,  A  (log  tang  ai)  i=  200, 
also  der  daraus  für  den  Winkel  erwachsende  Fehler: 

200" 

A  a/'     =    sin  2x     =     ö"  sin  2x 

42.1 

Bei  fünf  Decimalen  wird  also  der  Fehler  nicht  gröfser 
sein,    als    5"    sin  2  a  oder  da  sin  2  a;  im  Maximum   gleich 


*)  Die  Zahl  206264.8,  deren  Logarithmus  5.8144251  ist,  wird 
immer  gebraucht ,  wenn  man  Grölsen,  die  in  Theilen  des  Radiua  aus- 
gedrückt  sind,  in  Bogensecunden  yerwandeln  will  und  umgekehrt  Die 
Anzahl  der  Secunden  im  Kreiaumfange  ist  1296000,  dagegen  ist  der 
Kreisumfang  in  Theilen  des  Radius  gleich  2ac  =  6.2881858.  Beide 
Zahlen  verhalten  sich  zu  einander  wie  206264,8  :  1.  Will  man  also 
GrÖfsen,  die  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind,  in  Bogen  ver- 
wandeln, so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl  zu  multiplidren;  um- 
gekehrt, will  man  GrÖIsen,  die  in  Bogensecunden  gegeben  sind,  in 
Theilen  des  Radius  ausdrücken,  so  hat  man  dieselben  mit  dieser  Zahl 
zu  dividiren.  Die  Zahl  selbst  ist  die  Anzahl  der  Secunden  die  auf  den 
Radius  gehen,  ihr  Complement  aber  der  Sinus  oder  die  Tangente  einer 
Secnnde. 
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eins  ist,  so  kann  der  gröfste  Fehler  5"  betragen ,  man  wird 
indefsen  einen  aolchen  Fehler  nur  begehen,  wenn  der  Win* 
kel  in  der  Nähe  von  45^  liegt.  Bei  siebeostelligen  Logarith* 
men  mufs  der  Fehler  100  mal  kleiner  sein,  also  werden  dann 
die  Winkel,  w^nn  man  dieselben  durch  die  Tangenten  sucht, 
höchstens  auf  0^^05  unsicher  sein  können. 

Wäre  nun  ein  Winkel  durch  den  Sinus  oder  Cosinus 
gegeben,  so  erhielte  man  in  der  Formel  fiir  A  (log  sin  ai) 
oder  A  (log  cos  a)  statt  des  Factors  sin  2x  jetzt  tang  x  oder 
cotang  Xf  die  jeden  möglichen  Werth,  selbst  einen  unendlich 
grofsen,  haben  können.  Man  sieht  also,  dafs  kleine  Fehler 
in  dem  Logarithmus  des  Sinus  oder  Cosinus  eines  Winkels 
sehr  grofse  Fehler  in  dem  dadurch  gesuchten  Winkel  her- 
vorbringen können  und  es  ist  daher  immer  vorzuziehen,  die 
Winkel  durch  die  Tangenten  zu  finden. 

8.  Setzt  man  in  den  Formeln  ftir  die  schiefwinkligen 
sphärischen  Dreiecke  einen  der  Winkel  gleich  90P,  so  erhält 
man  die  Formeln  fiir  die  rechtwinkligen  Dreiecke.  Im  Fol- 
genden wird  die  Hypotenuse  immer  mit  h,  dagegen  werden 
die  beiden  Catheten  mit  c  und  </  und  die  diesen  gegenüber- 
liegenden Winkel  mit  C  und  C  bezeichnet.  Aus  der  ersten 
der  Formeln  (2)  erhält  man  dann,  wenn  man  A  =  90<>  setzt: 

cos  Ä    =    cos  c  cos  c' 

ferner  aus  der  ersten  der  Formeln  (3)  unter  derselben  Vor- 
aussetzung: 

sin  h  Bin  C    =     sin  c 

und  aus  der  ersten  der  Formeln  (4): 

sin  h  cos  C    =:     cos  c  sin  c' 

oder,  wenn  man  diese  Formel  durch  die  fiir  cos  /*  dividirt: 

tang  A  cos  C    =     tang  c' 

Dividirt  man  die  Formel  dagegen  durch  die  fiir 
sin  h  sin  (7,  so  wird: 

cotang  C    =     cotang  c  sin  c' 

oder 

tang  c    =     tang  C  sin  c' 
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Bride  Formeln  hätte  man  aach  aus  der  ersten  der  Olei- 
chnngen  (5)  und  der  dritten  der  Gleichungen  (7)  erhalten 
können,  wenn  man  wieder  A  s=  90^  gesetzt  hätte. 

Aus  der  ersten  der  Gleichungen  (8)  folgt: 

o  =  cos  A  sin  C  sin  (/  —  cos  C  cos  Cf 
oder:   cos  h  •=■  cotang  C  cotang  C 

Verbindet  man  endlich  die  beiden  Gleichungen:  ^ 

sin  A  sin  C/  =  sin  ü' 
ond  sin  h  cos  C  =  cos  c  sin  c' 
so  erhält  man: 

cos  C  =:  sin  (/  cos  c 
Man    hat    mithin   die  folgenden  sechs  Formeln  für  die 
rechtwinkligen  Dreiecke: 

cos  h,  =  cos  e  cos  d 
sin  c   =  sin  A  sin  C 
tang  c  =  taog  A  cos  Cf 
tang  c  =  tang  C  sin  c' 
cos  A  =  cotang  C  cotang  C' 
cos  C=  cos  c  sin  O' 
vermittelst  welcher  man  aus  je  zwei  gegebenen  Stücken  ei- 
nes rechtwinkligen  Dreiecks  die  übrigen  finden  kann. 

9.  In  der  Astronomie  muTs  man  immer  zur  Berechnung 
von  Gröfsen  gewifse  Data  aus  den  Beobachtungen  entlehnen. 
Da  man  aber  bei  keinem  von  diesen  absolute  Sicherheit  ver- 
bürgen kann,  sondern  bei  einem  jeden  Datum  einen  kleinen 
Fehler  als  möglich  annehmen  mufs,  so  ist  bei  allen  Aufgaben 
zu  untersuchen^  ob  eine  kleine  Änderung  der  beobachteten 
Grölsen  auch  keine  grofse  Änderung  der  zu  findenden  Gros- 
sen  hervorbringen  kann.  Um  dies  immer  leicht  beurtheilen 
zu  können,  mufs  man  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie differenziren,  indem  man,  um  alle  Fälle  zu  umfafsen, 
alle  Grröfsen  als  variabel  annimmt. 

Differenzirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (2),  so  er-^ 
hält  man: 

-"  sin  ada  =  dh  [ —  sin  h  cos  e  -1-  cos  fr  sin  c  cos  Ä\ 
•f  de  [ —  cos  fr  sin  c  -h  sin  fr  cos  c  cos  AI 
^  sin  fr  sin  e  sin  A,dA 
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Der  Factor  von  db  ist  gleich  —  sin  a  cos  Cy  der  von 
de  gleich  »  sin  a  cos  B;  schreibt  man  dann  noch  -^  sin  a 
sin  e  sin  B  statt  des  Factors  von  Af  so  erhält  man  die  Dif* 
ferentialformel : 

da  =  cos  Cdb  +  cos  Bdc  +  sin  c     sin  BdA 

Schreibt  man  die  erste  der  Gleichungen  (3)  logarith- 
misch, so  erhält  man: 

log  sin  a  4-  log  sin  B  ==  log  sin  b  -ff-  log  sin  A 

und  wenn  man  differenzirt: 

cotang  ada  +  cotang  BdB  =  cotang  bdb  +  cotang  AdA 

Statt  der  ersten  der  Formeln  (4)  differenzire  man  die 
erste  der  Formeln  (5),  die  aus  der  Verbindung  von  (3)  und 
(4)  hervorgegangen  sind;  dann  erhält  man: 

—   -; — -zTidB  -l-  dA  [cotang  B  cos  A  —  sin  ^  cos  c] 
sin  £' 

= : — -i  db  -f  de  [cotang  &  cos  c  +  cos  A  sin  c] 

sin  6' 

oder: 

sin  ^     ,^         cos  C  j  ,  sin  c      ,,.«<>»«, 

sin  £'  sin  B  sin  b  sm  b 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  sin  Bf  so  findet 
man: 

sin  a     ,  ^  ^  ,  ,  sin  C    , ,        cos  a  sin  J3    , 

1 — r-  dB  —  coa  CdA  = -. — r-  db  +   r—z —  de 

sin  0  sm  6  sin  b 

oder  endlich: 

sin  adB  =  sin  Cdb  —  sin  B  cos  ade  —  sin  b  cos  CdA 

Aus  der  ersten  der  Formeln  (8)  erhält  man  dann  noch 
ganz  80  wie  aus  (2): 

dA  =  ^  cos  cdB  ^  cos  bdC  +  sin  b  sin  Cda 

Man  hat  also  die  folgenden  Differentialgleichungen  der 
sphärischen  Trigonometrie: 

da  :=  cos  Cdb  -f  cos  J3c/c  -f  sin  b  sin  CdA 
cotang  ada  +  cotang  BdB  =  cotang  bdb  •¥•  cotang  AdA  .     . 

sin  adB  =  sin  Cdb  —  sin  B  cos  ade  —  sin  b  cos  CdA 
dA  =  ~  cos  cdB  -^  coa  bdC  -ff-  sin  b  sin  Cda 
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10.  Bei  kleinen  Winkeln  kann  man  sich  erlauben,  den 
Cosinus  gleich  eins  zu  setzen  und  den  Bogen  statt  des  Si- 
nus oder  der  Tangente  zu  nehmen,  also,  wenn  ^  man  den  Bo- 
gen in  Secunden  ausgedrückt  haben  wiU,  206265  a  statt  sin  a 
oder  tang  a  zu  setzen.  Sind  die  Winkel  nicht  klein  genug, 
um  das  zweite  Glied  der  Sinusreihe  schon  vernachlässigen 
zu  können,  so  kann  man  auf  folgende  Weise  verfahren: 
E^  ist: 


und: 


=    l «*  +  — -  rt*  - 

a  6  120 


1  «  1        4 
cos  <i=  1 «+  —  a     — 

2  24 


ako: 


a  =  8in  a  V    sec  d 


V  cos  a  =  l  — --   a    +  ... 

6 

Man  erhält  daher  bis  auf  die  dritten  Potenzen  inclusive : 

sin  a        h 

--—  =  y   CO0  o 

oder: 

eine  Formel,  welche  so  genau  ist,  dafs  man  bei  einem  \^nkel 
von  10  Graden  noch  nicht  einen  Fehler  von  einer  Secunde 
durch  die  Anwendung  derselben  begeht.     Es  ist  nämlich: 

log  sin  10*  V  8CC   10®  =  9.2418864 

und  wenn  man  hierzu  den  Logmarithen  5.3144251  addirt und 
die  dazu  gehörige  Zahl  auftchlägt,  so  erhält  man  36000^^.74 
oder: 

10®  O'  O".  74 

11.  Sehr  häufig  macht  man  in  der  sphärischen  Astronomie 
von  Reihenentwickelungen  Gebrauch,  von  denen  die  wich- 
tigsten hier  abgeleitet  werden  sollen. 

Hat  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


^        a  sin  xr 
I  6  y  -    1  —  ö  COS  a: 


4i« 
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80  kann  man  leicht  y  in  eine  Reihe  entwic^ehi,  die  nach  den 
Sinufi  der  Vielfachen   des    Winkels  x  fortschreitet.      Es    ist 

nämlich,  wenn  tang  «  =  —  ist,  dz  = =— — jf-.       Betrachtet 

man  ako  in  der  Formel  für  tang  y  sowohl  a  als  auch  y  als 
▼eränderlich ,  so  erhält  man: 

dy  sin  x 

da  ^    1  —  2  a  C08  a:  +  a' 

und,  wenn  man  diesen  Ausdruck  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten CoefYicienten  in  eine  Reihe  entwickelt,  die  nach 
Potenzen  von  a  fortschreitet: 

—  =  Bin  ar  +  a  sin  2  X  +  ö'  sin  8  X  +  .  .  .  .  *) 
da 

Integrirt  man  diese  Gleichung  und  bemerkt,  dass  fiir 
4*  t=  o  auch  y  =^  o  ist,  so  erhält  man  für  y  die  folgende 
Reihe: 

y  =  a  sin  x  +  I  a*  sin  2  «  -I*  j-  a'  sin  8  x  +  .  .  .  .        (12) 

Häufig  hat  man  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

A  sin  B  =z  a  am  X 
A  C08  B  ^  1  — a  cos  x 

ans  denen  man  B  und  log  A  in  eine  nach  den  Sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  a  fortlaufende  Reihe  entwickeln 
will.     Da  hier: 

^  a  sin  X 

tang  B  = 


1  —  a  cos  X 

so  findet  man  fiir  B  durch  die  Formel  (12)  eine  nach  den 
Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende  Reihe.  Um  nun 
auch  log  A  in  eine  ähnliche  Reihe  zu  entwickeln,  hat  man 
zuerst: 

A  =  ^  1  —  2  a  cos  X  4-  a' 


^  Man  nebt  leicht   dals  das    erste  Glied  sin  x  ist  und  dass  der 
Coefficient  von  a"   gefnnden  wird  darch  die  Gleichang: 

^n  =  ^  ^n  — 1  cos  X  —  ^n  — 3 
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Durch  die  Methode  der  unbestimmten  CoefHcienten  findet 
man  aber  die  folgende  Reihe: 


a  coa  X  -^  a* 


1—2  a  cos  X  +  a 


^   =  a  cos  x  +  ö*  cos  2  X  +  ö*  cos  S  a;  +  .  .  .  ♦) 


Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  —  —  und  integrirt 

denselben  nach  a,  so  wird,  weil  die  linke  Seite  gleich 

d.  log  (1—2  a  60S  X  +  a*) 
*  d^ 

und  iiir  a  =  o  auch  log  A  =^  o  ist: 

log  ^  i—2  a  cos  x+o*  =rlog/l  =  — [acosx+|a'cos2x-f'-j'a'cos8  x+...]  (18) 

Ebenso   erhält   man,    wenn   man   die  beiden  Gleichun- 
gen hat: 

i4  sin  JB  =  a  sin  x 

il  cos  JB  =  1  +  a  cos  X 

indem  man  in  (12)  und  (13)  180  —  j?  statt  a  setzt: 

B=^a  sinx  — ia*sin2x  +|a'8in3x-'  ....    (14) 
log  ^l+2ax  +  a'=logi4  =  acosx— ^a' cos2x+|a'cos  8x—  ....    (15) 

Hat  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

tang  y  =  n  tang  x 


bringen.     Es  ist  nämlich: 

tang  y  -  tang  x 
Ung(y-x)=  i^^^gy^^g^- 


(fi— l)sinxcosx         _ 
^    cos  x'+ nsinx' 


(n  — 1)  sin  2  X       _ 
""  (fi+l)-(n— l)cos2x 


die  Form  tang  y  => 

a  sm  X 

1— a  cos  X 

(n— l)  tang  x 

""      l  +  n  tang  x  * 

(fi— 1)  sin  X  cos  X 

""     i  +  |cos2x  +  -  - 

2 

—  cos  2  X 
2 

»-1       •      n 

Sin  2  X 

n+1 

1  —  cos  2  X 

n+l 


*)  Man  sieht  sogleich  wieder,  dass  der  Coefficient  von  a  gleich 
cos  X  ist  und  dass  der  Coefficient  Ton  a"  gefanden  wird  durch  die 
Gleichong: 

i4n    =   2  i4n  — 1  cos  X  —  iln-« 
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Ist  alao  die  Gleichung   taug  t/s^n  taug  x  gegeben ,   so 
erhält  man: 

(16)  y  =  a:  +  ^^^sin  2a:  +  |  (  ^H- )  »  sin  4  ar +4'(  — -  V  «»*  ^*+  •• 

Setzt  man  hierin  zuerst 

n  =  cos  ex, 

80  ist 

fi— 1  .      - 

=  —  ung  *  a" 

n+1  ^  ' 

Die  Gleichung 

taug  y  =  cos  a  tang  x 
giebt  also: 

(17)  y  =  X  —tang  |ta*sin2a:-|-  Jtang Ja^8in4x  — |t«ng4a*«n6z  +  ... 

Ist 

n  =  sec  ttt 
SO  ist 

n-l  ,      , 

j^  =  tangta, 

und  man  erhält  also,  wenn: 

taug  ff  =  sec  a  tang  x  oder  tang  x  =  cos  a  tang  y 

(18)  y  =  ar  +  tang  ^a'sin  2  x-f^tang  ^  a^  sin  4  x-f  |  tangia*sin6x-f... 

Da 


und 


cos  a  —  cos  3 

; ^  =  tang  J  (0-  a)  tang  1  (ß  -f  a) 

cos  a  +  cos  /3  e>  2  vr        /  -— »  i  vr        / 


sin  a  —  sin  ß 

%  =  tang  J  (a  -  ß)   co^ang  4  («  +  P) 

cosa  +  cosß  o  ^  V        1-^  »  '».        !->' 


SO  erhält  man  auch,  wenn: 

cos  a 

y  =  X  —  tang  |  (oe-*ß)  tang  ^^  (a-f  ß)  sin  2  x 
•f  4  tang  |(a-ß)*tang  4  (a-f  ß)*  sin  4  x  +... 

und  wenn: 

sin  a 

y  =  ar  +  tiing  J  (« — ß)  cotang  \(pL  +  ß)  sin  2  x    •. 
+  J  tangj(a-ß)'  cotangJ(a  +  ß)*sin  4  x  +  .  .  . 
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Venmttebt  der  beiden  letztea  Formeln  kann  man  die 
NeperBchen  Analogien  in  Reihen  entwickeln.  Aub  der  Glei- 
chung: 


tang 

2   • 

= 

BIO 

2 

tang 

c 

sin 

A+B 
2 

2 

erhält 

man 

nämlich: 

a-6 

c 

B 

A 

J 

B* 

^               A 
— -  =  -  —  tang  -  cotang  -  siu  c+  J  tang  —  cotang  -~-  sin  2  c 

oder 

c       «— Ä  B  A  B*  A* 

-  =  — T— +tang  — cotang---»in(a— *)+itang  — cotang  — sin2(a— 6)  +  ... 

£  £  £  £  £  jt 

und  ebenso  aus  der  Gleichung: 

A-B 

cos 

a  +  b  2  c 

tang   -^  =  __  tang 

cos 

2 

die  folgenden  Reihen: 

ci+6       c  A^       B   .        .   .  ^        ^*  B*   . 

=  —  4- tang  -  tang  —  Bin  c  +  |  tang  —  tang  -^  sin  2  c  +  . . . 

2  2  2  2  2  2 

c       a+ft  A  B  .    ^       ,^      ^  A*  B*  ,      , 

--—^ tang-  tang  -sm  (a  +  ft)  +  i  tangy  tang  y  sin  2  (a +  *)-... 

Cranz  ähnliche  Reihen  erhält  man  aus  den  beiden  andern 

Analogien: 

.    a^b 

Bin 


A'-B       2  180-C 

Bin 


**^-^  =  — TTi*^ 


a-b 
A+B  2     ,        180-C 

cos 

2 

Häufig  kommt  auch  der  Fall  vor,  dafs  man  eine  Grüfse 
y,  die  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

cos  y  =  C08  z  +  b 


1 
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gegeben  ist,  in  eine  nach  Potenzen  von  b  fortschreitende 
Reihe  Terwandehi  soll.  Zu  dem  Ende  entwickelt  man  die 
Gleichung: 

y  =  arc  cog  [cos  x  +  6] 
nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze.     Setzt  man  nämlich 

cori  1  =  2  und  y  z=i  f(z  •¥  h) 
so  hat  man: 

oder  da 

dt  dx  1 


/(0  =  *. 


dz        d .  cos  X  sin  x 


d*f       d . : dx       _         cos  X 

-r—^  =  Sin  X  .    ,  —   —  — : i    • 

dz         d .  cos  X  Sin  X 

d  X 

d^f       d.  -  -^^^  dx       _       1  [1  +  8  cotang  x^ 

-— 5  =  sm  X    . —  —  —  . 3 

dz'        d.cosx  6  sin  x' 

d  X 

h  h^         1  a' 

sin  X  sin  X         o  sin  x 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  der  Gleichung: 

sin  y  =  sin  X  +  & 

«'  =  *+55r7  +  **'°^'^+itl+3fng^*]^.  + •••      (20) 

Anm.  Ueber  die  Reihenentwickelungen  vergleiche:  Encke,  einige 
Reihenentwickelungen  aus  der  sphärischen  Astronomie.  Astronomische 
Nachrichten  Nr.  562. 


B.    Die  Interpolationsrechnung. 

12.  In  der  Astronomie  bedient  man  sich  fortwährend 
der  Tafeln,  in  denen  die  numerischen  Werthe  ge^nfser  Func- 
tionen fiir  einzelne  numerische  Werthe  der  Variabein  ange«^ 
gcLen  sind.     Da  man  nun  in  der  Anwendung  die  Werthe 
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der  Function  auch  für  solche  Werthe  der  Variabein  braucht, 
die  grade  nicht  in  den  Tafeln  angegeben  sind,  so  mufs  man 
Mittel  haben,  um  aus  gegebenen  numerischen  Werthen  einer 
Function  dieselben  für  jeden  beliebigen  Werth  der  Variabein 
oder  des  Arguments  der  Function  berechnen  zu  können. 
Hierzu  dient  die  Interpolationsrechnung.  Sie  hat  den  Zweck, 
an  die  Stelle  einer  Function,  deren  analytischer  Ausdruck 
entweder  ganz  unbekannt,  oder  doch  zur  numerischen 
Berechnung  unbequem  ist,  eine  andre  einfachere,  aus  gege- 
benen numerischen  Werthen  gebildete  zu  setzen,  die  sich 
innerhalb  der  Grenzen  der  Anwendung  mit  jener  vertau- 
schen läfst. 

Nach  dem  Tajiorschen  Lehrsatze  kann  man  jede  Function 
in  eine  Reihe,  die  nach  den  ganzen  Potenzen  der  Variabein 
fortschreitet,  entwickeln;  nur  in  dem  Falle,  daTs  für  einen 
bestimmten  Werth  der  Variabein  einer  der  Düferentialquo- 
tienten  un^idlich  grofs  wird,  dafs  aber  die  Function  in  der 
Nähe  dieses  Werthes  keinen  stetigen  Gang  hat,  erleidet  dieser 
Satz  eine  Ausnahme.  Indem  sich  die  Interpolationsrecfanung 
auf  diese  Entwickelung  der  Functionen  in  Beihen,  die  nach 
ganzen  Potenzen  der  Variabein  fortschreiten,  gründet,  setzt 
sie  also  voraus,  dafs  die  Function  innerhalb  der  betrachteten 
Grenzen  stetig  ist,  und  ist  nur  unter  dieser  Voraussetzung 
anwendbar. 

Nennt  man  to  das  Intervall  oder  die  Differenz  zweier  auf 
einander  folgenden  Argumente  (welches  hier  immer  als  con- 
stant  betrachtet  wird),  so  kann  man  jedes  beliebige  Argument 
durch  a  +  nw  bezeichnen,  wo  n  die  variable  Gröfse  ist,  und 
die  zu  diesem  Argumente  gehörige  Function  durch  f{a  +  nw). 
Die  Differenz  zweier  auf  einander  folgenden  Functionenwerthe 
f{a  +  nw)  und  /(a  +  (n+1)  w)  soll  durch  /  (a  +  n  +  ^)  be- 
zeichnet werden,  indem  man,  um  anzugeben,  zu  welchen 
Functionenwerthen  die  Differenz  gehört,  unter  das  Functionen- 
zeichen  das  arithmetische  Mittel  beider  Argumente  setzt  und 


26 

dabei  den  Factor  w  wegläfst.  *)  So  drückt  /  (a  +  i)  die 
Differenz  von  /(a)  und  /(a  +  ic),  /'(a+4^)  ^»«  Differenz 
von/(a  +  to)  nnd/(a  +  2.to)  aus.  Dafselbe  gilt  auch  von 
den  höheren  Differenzen,  deren  Ordnung  durdi  den  Accent 
angedeutet  wird.  So  ist  z.  B.  /'  {a  +  i)  die  Differenz  der 
beiden  ersten  Differenzen  /  (a  +  ^)  und  /'  (a  +  ,). 

Das  Schema   der  Argumente   und  der  dazu  gehörigen 
Fnnctionenwerthe  und  deren  Differenzen»  ist  also  das  folgende: 

Argument    Function      I.  Di£      II.  Diff.     III.  DIE   IV.  Diff.  V.  Diff. 


a  +  2  »/(a  +  2  «^)  }^  (^  +  I) /' <«  + «) 

Alle  Differenzen»  welche  dieselbe  Gröfse  unter  dem  Func- 
tionenzeichen  haben,  stehen  hier  auf  derselben  horizontalen 
Linie.  Die  Differenzen  der  ungeraden  Ordnungen  haben 
alle  als  Gröfsen  unter  dem  Functionenzeicben  a  +  einem 
Bmche  mit. dem  Nenner  2. 

13.  Da  man  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  eine  jede 
Ftmction  in  eine  nach  ganzen  Potenzen  der  Variabein  fort- 
schreitende Keihe  entwickeln  kann»  so  kann  man  setzen: 

/(«  +  nw)  =  a  +  p.nto  +  yn*io*  +  fin'io*  +  . . ..     (a) 

Wäre  der  analytische  Ausdruck  der  Function  /(a+nto) 
bekannt»  so  könnte  man  die  Gröfsen  a,  ß,  y,  6  etc.  berech- 
nen» indem 

«=/(„).  ß  =  l:|(^  etc. 

aa 
ist.     Es  wird  aber  angenommen»  dafs  dieser  analytische  Aus- 
druck nicht  gegeben  ist  oder  wenigstens»  wenn  derselbe  auch 
bekannt  ist»  nicht  angewendet  werden  soll»  und  dafs  man  nur 
fiir  bestimmte  Werthe  des  Arguments  a  +  nw  die  numerischen 


*)  Es  ist  dies  die  sehr  bequeme,  von  Enke  in  seinem  Aufsatze :  Ueber 
mechanische  Quadratur  im  Jahrbuche  für  1837  eingeführte Bezeichnungsari. 
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Werthe  der  Function /(a  +  n«7)  kennt.  Setzt  man  aber  in 
die  obige  Gleichong  nach  einander  die  Terachiedenen  Werthe 
der  Variablen  n,  so  erhält  man  so  viele  Gleichungen  als 
man  Werthe  der  Function  kennt  und  kann  aus  diesen  ebenso 
Tiele  der  Coefficienten  t^t^  ß^  y,  ö  etc.  bestimmen. 

Es  seien  nun  vier  numerische  Werthe  der  Function/(a-Hito) 
gegeben ,  nämlich  /(a),  /(a  +  «?),  /{a  +  2  u?)  und  f{a  +  8w); 
dann  hat  man  die  vier  Gleichungen: 

f(a)  =  a 
f(a  +  to)     =  a  +  ßw  +  y  w'   +  Öiü' 
/(a  +  2  to)  =  a  +  2  ßio  +  4  yto*  +  8  5»' 
/(a  +  8  tr)  =  a  +  3  ßw  +  9  yw*  +  27  Äw' 

Da  aber: 

/(a  +  «7)      =/(a)+/(a+|) 
/(a  +  2  fü)  =  /(a)  +/(«  +  I)  +/(«  +  I) 

=  /(«)  +  2/(a+J)+/'(a+l) 
/(a  +  8  tD)  =  /(a  +  2  w)  +/(a  +  |) 

SO  erhalt  man: 

/(«)  =  a 

2/(a  +  I)  +/'(a  +  1)  =  2  ßw  +  4  y  w*  +  8  «w* 

8/(a  +  i)  +  o/\a  +  1)  +  /"(n  +  |)  =  8  ßw  +  9  yw*  +  27  «w* 

und  daraus: 

/(a  +  i)  -  i/'(a)  +  |/"(a  +  |)  =  ßw 

alsOy  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (a)  ftir/(a+Mto) 
•ubetituirt  und  dieselben  nach  den  Differenzen  ordnet: 

/(a  +  nw)  =  /(<»)  +  »/(a+i)    +    — j-/'(a  +  1) 

n*— Sn*+Jn    „,^        ,^ 
+    g /(«  +  !) 

oder: 

/(a  +  nw)  =  /(«)  +  «/(«+«    +    !J-^^/'(a  +  1) 

n(n-1)(n-8)^„  (1) 
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Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  Newtonschen 
Interpolationsformel  bekannt     Der  CoefScient   der  Differenz 

von   der  Ordnung  n  ist  der  Coefficient  von  x      in  der  Ent- 

Wickelung  von  (1  +  a?  ).  Den  hier  nur  für  vier  Werthe  ge- 
gebenen Beweis  kann  man  leicht  auf  beliebig  viele  Werthe 
ausdehnen. 

Beispiel.  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  für  1850  hat 
man  ilir  den  mittleren  Mittag  die  folgenden  heliocentrischen 
Längen  des  Mercur: 

I.  Diff.  n.  Diff.        m.  Diff. 

Jan.  0  808-25'     l"- ^  ^  «.  ^^^  50".  0  ^      ,      „ 

2  310   6  51.5   ^   0  88.0'*'''''%2U4".4 

*3^^   ^^^-^   7  22  10.4   ''''•'   264.5  +  ^^  •> 
6  324  29  89.9   ^  ^^3^  3   24  26.9   ^  ^^  ^    4.7 

8  882  16  17.2   ^  ^^   3^   27  26.1 
10  840  80  20  .  6 

Sucht  man  daraus  die  Länge  des  Mercur  für  den  mitt- 
leren Mittag  von  Jan.  1,  so  hat  man 

/(a)  =  808*  25'  l'^  5  und  n  =  } 
femer 

/(a  +  l>)     =  +  6®  41'  50".  0     n  =  i  Product:       +  8*  20'  55".  0 

n(n  — 1)  ,   -, 

/'(a  +  1)    =        +   18    48  .  0    "YTT"^  =  -  i  -^221.0 

/"(a  +  l)  =        +      2    44.4    <^l^K^^,    "  +   10   .8 

Man  hat  demnach  zu  /(a)  hinzuzufügen 

+  3*  18'  48".  9 

und  erhält  für  die  Länge  des  Merkur  Jan  1  . 0 

806*  48'  45".  4 

Die  Newtonsche  Formel   läfst  sich  noch  bequemer  auf 
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folgende  Weise  schreiben,    die  den  Vorthdl  gewährt,   dafs 
man  immer  nur  mit  kleinen  Brüchen  zu  multipliciren  hat: 

(1«)       /(«  +  nw)  =  na)  +  n  [/(«  +  ,t)  +  !izi  [/'(a+1)  +  "-^ 
Ist  n  wieder  |,  so  ist— -— =  --|,  also  —--  /'*^'(a+  2)  = 

4  4 

—  6".  4.     Dies  zuy'"(a  +  f)   hinzugelegt  und  die  Summe  mit 
=  —  imultiplicirt  giebt  —  1'  19".  0.     Legt  man  dies  wieder 
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fi— '  1 
zu /"(a+1)  und  multiplicirt  die  Summe  mit  -— -   =  — ^,    so 

erhält  man  —  4'  2^\  2  und  wenn  man  dies  endlich  zu  /^(a+^) 
addirt  und  mit  »&=  |  multiplicirt,  so  hat  man  3®  18'  43''  9  zu 
/(a)  hinzuzulegen  und  erhält  also  denselben  Werth  wie  vorher 
306«  43'  45".  4. 

14.  Bequemere  Formeln  fiir  die  Interpolation  erhält 
man  9  wenn  man  die  Newtonsche  Interpolationsformel  so  um- 
formt, dafs  darin  blos  Differenzen  vorkommen,  die  auf 
einer  horizontalen  Linie  stehen,  so  dafs  man,  wenn  man 
von  dem  Werthe  /(a)  ausgeht,  die  Differenzen  /(a  +  -5-), 
/"(a)  und  /'"(a+1)  etc.  anzuwenden  hat.  Die  beiden  er- 
sten Glieder  der  Newtonschen  Formel  können  dann  beibehal- 
ten werden. 

Es  ist  aber: 

/'(«+!)    =/'(a)+/"(a+« 
/"(«  +  D    =  /"(«  +  J)  +  Z'^X«  +  0 

=  /"(«+!)  +/^^(ö)  +/^(«+» 
/iv(a  +  2)  =  /iv(a  +  1)  +  /V(a  +  «) 

=  /iV(a)  +  2/^(«  +  |)  +/vi(a+i) 
/^(«  +  ^)   =/^(ö  +  |)  +/^'^(a  +  2) 

=  /^(ö  +  «  +/^(a  +  1)  +  /vi(a  +  2) 
etc. 

Man  erhält  also  als  CoefKicienten  von  f"(a): 

n  (n  --  1) 
*  1.  2 
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als  CoefHenfcn  von/"(aH-|): 

n(n-l)        n(n~l)(n~2)  _  (n+1)n(n~1) 
nr.  2  ~T  .  2  .  S  ~  I  .  2  ."S 

als  Coefficienten  von  /'^(a): 

n(n— l)(n-2)        n(n~ l)(n~ 2) (fi— 8)  _  (w+ 1)n(n-~l)(n-2) 
1.2.3  1.2.3.4  ""  1.2.  3T  4 

endlich  als  Coefficienten  vony^'(^  +  i)« 

n(n-l)(n~2)      ^     n(n-l)(»--2)(n~3)      n(n-lXn--2Xf>-3Xn~4) 
1.2.3  '  1.2.3.4  1.2.3.4.5 

_  (n  +  2)(w+l)fi(fi-l)(ft-2) 
"*  1.2.8.4.6 

WO  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  ist    Die  vollständige 
Formel  ist  daher: 

./(a  +  nu,)  =/(«)+«/(a  +  |)  +^^V'(-)  +  ^^^^^^^ /"(aH) 

(n-fl)n(n--lXn-2)  ^,^,^  ^  ,  («+2)(n+l)n(n-lXn-2)  ^^.,    ,  ^,  ,      (2) 
+    1.2.3.4         ^^^^+ 1.2.3.4.5 /^(''+5)+- 

Führt  man  statt  der  Differenzen»  welche  a  +  |  unter 
dem  Functionenzeichen  haben ,  diejenigen  ein,  welche  a— ^ 
enthalten,  so  hat  man: 

/V(a+i)    =P(a-i)   +/v''(«) 

Es  bleiben  also  dann  die  Coeffiicienten  der  Differenzen 
von  einer  ungeraden  Ordnung  dieselben,  dagegen  ist  der 
Coefficient  von/"(a): 

^    n(n-l)         n(n+l) 
1.2  1.2 

und  der  von  f^{a): 

(n+l)n(n--\)  ^  (n+ 1)  n(n~l)(n--2)  ^  (n- 1)  fi(n+l)(fi  +  2) 
1.2.8  1.2.3.4  1.2.3.4 

Man  erhält  daher: 
/(«+««)  =/(„)+n/(a-i)+  ^>/'(a)+  ^""/^^^f  V>-i) 

WO  das  Gesetz  der  Fortschreitung  wieder  klar  ist. 


81 

l^mt  man  nun  an,  daTs  man  einen  Werth  intcrpoliren 
soll  9  dessen  Argument  zwischen  a  und  a— tu  Hegt,  ss  ist  n  ne- 
gativ. Soll  aber  n  immer  eine  positive  ZaM  bezeichnen,  so 
mufs  man  —  n  statt  n  in  der  Formel  abwenden  imd  die  letztere 
wird  daher  für  diesen  Fall: 

(3)         fia^nw)  =  /(a)  -  «/(a-i)  +  ^i^5llL>/'(«) 

_  (n-l)n(n4-0  fn^       y.   .    (n  +  l)n(n--l)(n-2) 

1.2.8        •'^       *^  12.8.4         '^^^^ 

_  (n  +  2)(n+l)n(fi--l)(n^2) 

1.2.8.4.5  •'^       *''        '" 

Diese  Formel  hat  man  also  anzuwenden^  wenn  man  rück- 
wärts interpolirt  Schreibt  man  die  beiden  Formeln  (2)  und 
(3)  wieder  so  um,  wie  es  vorher  mit  der  Newtonschen  For- 
mel geschehen  ist,  so  erhält  man: 

/(a+«fO  =  /(a)  +  ni/(a  +  i)  +  ""^  [/'(a)  +  ^ 

l/"(a+l)  +^I/^^(a)  +...  (2«) 

/(a-nic)  =  /(a)  -  n  [/(a-J)  -  ^  |/'(a)  -  ^ 

[/"(a-t)  -  "^  W(fl)  -  ...  (8«) 

Denkt  man  sich  durch  das  Schema  der  Functionen  und 
Differenzen  in  der  Gegend,  wo  der  zu  interpolirende  Func- 
tionenwerth  ungefähr  liegt,  eine  horizontale  Linie  gezogen, 
so  hat  man,  indem  man  die  erstere  Formel  anwendet,  wenn 
a  +  nw  näher  an  a  als  an  a  +  U7,  die  andre,  wenn  a^nw 
näher  an  a  als  an  a*.-t^  liegt,  immer  diejenigen  Differenzen 
zu  benutzen,  die  zu  beiden  Seiten  der  horizontalen  Linie 
zunächst  derselben  liegen.  Auf  das  Zeichen  der  Differenzen 
hat  man  weiter  gar  nicht  zu  achten,  sondern  jede  Differenz 
so  zu  verbessern,  dafs  sich  dieselbe  der  auf  der  andern 
Seite  der  horizontalen  Linie  stehenden  nähert.  Wendet  man 
z.  B.  die  erstere  Formel  an,  liegt  also  das  Argument  zwi- 
schen a  und  a  +  ito,    so  würde  der  horizontale  Strich  zwi- 
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sehen /'(a)  und  /"(a-f  1)  fallen.  Man  hat  dann  zu/"(a) 
hinzuzuthun: 

0 

Ist  also /"(a)  f^'^i"^'''^  al8/'(a+l),    so   wird   da«  ver- 

befserte  f'{d)    \f^,  ^^\  werden,    also  sich  immer /"(a  +  1) 

nähern. 

Man  erlangt  übrigens  noch  eine  etwas  gröfsere  Ge- 
nauigkeit, wenn  man  als  letzte  Difierenz,  wo  man  abschliefst, 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  zunächst  der  Horizontalen 
stehenden  Differenzen  nimmt.  Das  arithmetische  Mittel 
zweier  Differenzen  soll  bezeichnet  werden  durch  das  Zeichen 
der  Differenzfunction  und  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
Argumente,  die  darunter  stehen,  sodafs: 

ist«  Dann  kommen  grade  umgekehrt  wie  früher  bei  den 
Differenzzeichen  der  geraden  Ordnungen  Brüche  vor,  bei 
den  ungeraden  dagegen  ganze  Zahlen,  sodafs  keine  Zweideu- 
tigkeit entstehen  kann.  Schliefst  man  nun  z.  B.  mit  der 
zweiten  Differenz  ab,  so  nehme  man  beim  Vorwärtsinterpoliren 
das  arithmetische  Mittel  von  /'(a)undy"(a-f  l)d.  h.  /"(«  + J). 
Dann  benutzt  man  statt  des  Gliedes 

1.2     ^    ^  ^ 

jetzt  das  Glied 

Während  man  also,  wenn  man  blo8/"(a)  nähme,  um 
das  ganze  dritte  Glied  fehlte,  so  fehlt  man  jetzt  nur  noch  um: 

V — rm —  TTny  ("^^^  =    1.2.3    ^  <"+*> 

Für  n  BS  ^  würde  also  der  Fehler,  soweit  derselbe  von 
den  dritten  Differenzen  abhängt,  völlig  NuU. 
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Für  diesen  Fall,  dafs  n  gleich  %  ist,  dafs  man  also  in  die 
Mitte  inteipoliren  will,  ist  es  gleichgültig ,  welcher  der  beiden 
Formeln  (2)  oder  (3)  man  sich  bedient,  da  man  entweder  von 
dem  Argumente  a  ausgehen  und  vorwärts  interpoliren  oder 
▼on  dem  Argumente  a  -^w  ausgehen  und  rückwärts  inter- 
poliren kann.  Die  fiir  diesen  Fall  bequemste  Formel  erhält 
man  aber  aus  der  Verbindun  g  beider.  Für  n  es  ^  geht  die 
Formel  (2)  über  in: 

Aa  +  ifc)  =  An)  +  J/(a+  D  +   ^-j^  /'(a)  +  ili^*/>  +  D 

1.2.8.4      -^      ^  "^ 

Die  Formel  (3)  wird  dagegen»  wenn  man  von  dem  Ar- 
gumente a  -^  w  ausgeht: 

Kimmt  man  aus  beiden  Formeln  das  arithmetische  Mit-* 
tely  so  fallen  alle  Glieder,  in  denen  Differenzen  einer  unge- 
raden Ordnung  vorkommen,  weg  und  man  erhält  dann  fiir 
die  Interpolation  in  die  Mitte  die  folgende  sehr  bequeme 
Formel,  in  der  nur  arithmetische  Mittel  von  geraden  Diffe- 
renzen vorkommen: 

oder: 

/(o+W  =  /(«+«-  ^l/'(«+ D  -  :^l/'^(«+l)-^r/^K«+l)+...  (4a) 

wo  das  Gesetz  der  Fortschreitung  deutlich  ist. 

Beispiel.  Man  suche  die  Länge  des  Mercur  fiir  Jan. 
4  12^,  dann  hat  man  die  Formel  (2a)  anzuwenden.  Die  hier 
zu  benutzenden  -Differenzen  wären  die  folgenden: 

I.  Diff.  n.  Diff.         m.  Diff.   IV.Diff. 

7^  O'  88".  0  +           2'  44".  3  + 
Jan  4   S17®  7'  29".  5jf 21^82".  4  + 10^1 

7^22  10  .4  2  Ö4  .5 


6   824  29  89  .9  24  26  .  9  4.7 

3 


> 
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Hier  ist  nun  n  =  ^,  also 

""i  8  '       8      ""12'        4      "16 

wenn  man   auf  die  Zeichen  weiter  keine  Rücksicht  nimmt, 

und  man  erhält: 

Arithmetiflch«  Mittel  der  4ten  DiflTerenzen   X  -r^  =  »".  2 

Verbessert©  dritte  Differenz  2'  öl".  8    X  ^^j  =        i'  ii".  4 

Verbesserte  zweite  Differenz  22'  48".  8   X  ^     =        8'  8l".  4 

Verbesserte  erste  Differenz     7^8'  89".  0   X  J     =  1**48'  24".  7 

also  die  Länge  für 

Jan  4.5  =  818*55'  54".  2 

Sucht  man  die  Länge  fiir  Jan  5.5,  so  hat  man  die  For- 
mel (3a)  anzuwenden  und  die  Differenzen  zu  nehmen,  die 
auf  beiden  Seiten  des  unteren  horizontalen  Striches  stehen. 
Man  findet  dann  die  Länge  fiir 

Jan  5.5  =  822*86'  56".  7 

Um  die  Formel  (4a)  anzuwenden,  suche  man  die  Länge 
für  Jan  5.0.     Man  erhält  dann: 

Axitbmetisclies  Mittel  der  4ten  Differenzen  x  —  r«    =  —  l".  4 

Verbessert,  arith.  Mittel  der  2ten  Differenzen  x  —   ^      =       —  2'  52".  8 
Arithmetisches  Mittel  der  Functionen  -  320**  48'  84".  7 

mithin  die  Länge  fiir 

Jan  5  .  0  =  820**  45'  42".  4 

Bildet  man  jetzt  die  Differenzen  der  intcrpolirten  Werthe, 
so  erhält  man: 

I.  Diff  n.  Diff         ni.Diff. 

Jan  4.0     817»  7'29".5  ^  jo^g/g^'^  ^ 

4.5  818   5554.2         ,   ,,  ,3  ]  ^  +   l' 28".  5     ^    ^„^ 
Ö.O     820   4542.4         ^    ^^  ^^     ^  1    26  .  l     ^    ^,,^ 

5.6  822    3656.7         ^   ^^  ^^  ^         1    28.9 
6.0     824   29  89  .9 

Der  regelmäfsige  Grang  der  Differenzen  zeigt  die  Rich- 
tigkeit der  Interpolation.  Dieser  Prüfung  durch  die  Differen- 
zen bedient  man  sich  übrigens  bei  allen  Rechnungen,  wo 
man  fiir  gewisse ,   in  gleichen  Intervallen  fortschreitende  Ar- 
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gnmente  eine  Reihe  von  Functionenwerthen  berechnet  hat. 
Ist  nämlich  bei  einem  Werthe  z.  B.  /(a)  ein  Fehler  a  vor- 
gekommen, 80  wird  das  Schema  der  Differenzen  jetzt  das 
folgende: 

/<-)  ;::t.  ;<;->::  rtt*:- ^^;:\:" 

Ein  Fehler  in  dem  Werthe  einer  Function  wird  sich 
also  in  den  Differenzen  sehr  vergröfsert  zeigen  und  zwar 
werden  die  stärksten  Sprünge  in  der  horizontalen  Linie  vor* 
kommen,  in  welcher  der  fehlerhafte  Werth  der  Function 
steht. 

15.  Häufig  kommt  der  Fall  vor,  dafs  man  die  numerischen 
Werthe  der  Düferentialquotienten  einer  Function  braucht,  deren 
analytischen  Ausdruck  man  nicht  kennt,*  sondern  von  der  nur 
eine  Reihe  von  numerischen  Werthen,  die  in  gleichen  Inter- 
vallen auf  einander  folgen,  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  mufs 
man  sich  zur  Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  Dif- 
ferenzialquotienten  der  Interpolationsformeln  bedienen. 

Substituirt  manjn  die  ursprüngliche  Formel  a  für  f{a'\-nw) 
in  Nr.  13.  die  fiir  «,  j3,  y,  6  gefundenen  Werthe  oder,  was 
dasselbe  ist,  entwickelt  man  die  Newtonsche  Interpolationsfor 
mel  nach  Potenzen  von  n,  so  ist: 

/(a+nir)  =/(a)  +  «[/(ö+i)  -  J/'(«+l)  +  |/"(«  +  |)+-.. 


-3 


Da  nun  aber  auch  nach  dem  Tay  lorachen  Lehrsatze: 


w» 


3* 
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80  erhält  man  durch  die  \'ei^IeichuQg  beider  Reihen: 

^    =     -(/(«  +  »    -    */'(«+!)   +    ^/"(«  +  4)-..   ] 
da  V) 

^>  =  -i,i/'(«+i)-r(«+o  +  ••i 

da*  to 

Bequemere  Werthe  fiir  die  Differentialquotienten  findet 
man  aus  der  Formel  2  in  Nr.  14.  Führt  man  in  diese  For- 
mel die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen  ein, 
indem  man  setzt: 

etc. 
80  erhält  man: 

/(«  +  ««,)  =  /(«)  +  n/(a)  +  ^/'(a)  +  ^2^/"  (a) 

1.2.3.4       "^      ^  ^ 

eine  Formel,  welche  die  geraden  Differenzen ,  welche  mit 
f{a)  auf  einer  Horizontalen  stehen,  enthält,  dagegen  die  arith- 
metischen Mittel  der  ungeraden  Differenzen,  die  zu  beiden 
Seiten  der  Horizontalen  liegen.  Entwickelt  man  dieselbe 
nach  Potenzen  von  n,  so  hat  man: 


1.2.S 


n» 


und  daraus: 

etc. 


(5) 
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Hat  man  die  Differentialquotienten  fiir  eine  Function  zu 
suchen,  die  nicht  unter  den  gegebenen  vorkommt  z.  B,  für 
/(a-l-ntt;),  so  hat  man  in  diesen  Formebi  a-|-n  statt  a  zu 
setzen,  sodaCs: 

^*~-  =  ^ !/(''+»)  -  t/"'(a+»)  +  ^.r  («+«) + . .  •] 

etc. 

Die  jetzt  anzuwendenden  Differenzen  kommen  in  dem 
Schema  derselben  nicht  vor,  sondern  müssen  erst  berechnet 
werden«  Für  die  geraden  Differenzen  z.  B.  f'(a^n)  ist  dies 
leicht,  da  dieselben  durch  die  gewöhnlichen  Interpolations- 
formeln erhalten  werden,  indem  man  jetzt /"(a),  f"{<i^n)  etc. 
als  die  Functionen,  die  dritten  Differenzen  als  deren  erste  etc. 
betrachtet.  Die  ungeraden  Differenzen  sind  aber  arithme- 
tische Mittel  und  man  mufs  also  zuerst  noch  eine  Formel 
fiir  die  Interpolation  arithmetischer  Mittel  entwickeln.  Es 
ist  aber: 

und  nach  der  Interpolationsformel  2  in  Nr.  14: 

/(a+J  +  »)  =/(a  +  J)  +  n/'(«)  +  '±±Sl /"  (a-k-k) 


*  <!^^^/.v(e.)  +  . . . 


also  erhält  man,  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  aus  bei- 
den Formeln  nimmt,  die  Formel  fiir  die  Interpolation  eines 
arithmetischen  Mittels: 

(n.H)n(n-l) 

1.2.8         -^     ^  ^ 
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Die  beiden  Glieder 


«* 


1.2" 

sind  aus  dem  arithiuetischeii  Mittel  der  Glieder 


und 


^^V'(«-t) 


entstanden,  welches 

^ebt.     Verbindet  man  die  beiden  Glieder,  welche /^^(a)  ent- 
halten, so  kann  man  die  obige  Formel  auch  so  schreiben: 

(7)  f(a^n)  =/ia)  +  »/'(a)  +-Y-/"(a)  +  ^~^/'^(«)+". 

Vermittelst  der  Formeln  5,  6  und  7  kann  man  also  die 
numerischen  Werthe  der  Differentialquotienten  einer  Function 
för  jedes  beliebige  Argument  aus  den  geraden  Differenzen 
und  den  arithmetischen  Mitteln  der  ungeraden  Differenzen 
berechnen,  wenn  eine  Reihe  von  numerischen,  in  gleichen 
Intervallen  auf  einander  folgenden  Werthen  der  Function  ge- 
geben ist. 

Man  kann  nun  aber  auch  noch  andere  Formeln  fiir  die 
Differentialquotienten  entwickeln,  in  denen  die  einfiM^hen 
ungeraden  Differenzen  dagegen  die  arithmetischen  Mittel  der 
geraden  vorkommen. 

'  Führt  man  nämlich  in  die  Interpolationsformel  (3)  die 
arithmetischen  Mittel  der  geraden  Differenzen  ein,  indem 
man  setzt: 

etc. 


8d 

80  eriiält  man,   da: 

(w-f  l)«(n-l)  ^       n(n-l)  _  n(ra-l)  (n-^) 
1.2.3  ^       1.2      ^  1.2.8 

etc. 
fia+nw)  =/ia  +  i)  +  („-i)/(a  +  |)  +  !i^:^/'(«  +  |) 

1.2 

Schreibt  man  hier  n+4  statt  n,  so  wird  das  Gesetz  der 
Coefifidenten  einfacher,  indem  man  erhält: 

^  (:HL|Müz»/"(a+j)  +  &Lti)(:i±i)(2=i)^Lzl>/tv(a+t)+... 

1.2.V  1.2.S.4 

Entwickelt  man  diese  Formel  nach  Potenzen  von  n,  so 
erhält  man,  weil  die  von  n  unabhängigen  Glieder: 

sind 

+  „!/(„+.)  _±/"(a+i)  +-i/v(„+ö_...] 

Vergleicht  man  dann  diese  Formel  mit  der  Entwickelung 
von  f{a  +  ♦  tr  +  nto)  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze,  so  fin- 
det man: 

etc. 
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Dieser  Formeln  wird  man  sich  am  bequemsten  dann  be- 
dienen, wenn  man  die  Differentialquotienten  einer  Function 
fiir  ein  Argument  zu  berechnen  hat,  welches  das  arithmeti- 
sche Mittel  zweier  auf  einander  folgenden  Argumente  ist. 
Für  andere  Argimiente  z.  B.a -h(n-f  |)t^,   hat  man  wieder: 

^ -/(«  +  $  +  «)  -  ^/  («+  i  +  ») 

etc. 

und  hier  wird  man  wieder  die  Differenz  /\a+i+n)  sowie 
überhaupt  alle  ungeraden  Differenzen  durch  die  gewöhnlichen 
Interpolationsformeln  berechnen.  Da  aber  die  geraden  Diffe- 
renzen arithmetische  Mittel  sind,  so  erhalt  man  die  för  diese 
anzuwendende  Formel  aus  der  Formel  (7)  für  die  Interpola- 
tion eines  arithmetischen  Mittels  aus  ungeraden  Differenzen, 
wenn  man  a  -f  i  statt  a  setzt  und,  um/"(a+4+n)  zu  fin- 
den, alle  Accente  um  eins  vermehrt  etc.,  sodafs  z.  B.; 


n« 


2n'  +  n 


12 


/^'(«+i)  +  ... 


Beispiel.  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  fiir  1848  hat 
man  die  folgenden  Rectascensionen  des  Mondes: 

I.  Diff.      n.  Diff.    in.  Diff.  IV.  Diff. 

+  26'  8''.  99 
I2h     39  80.32  +28".  75 

,-   ^h  25  27  .  74         -^  l".  89 

18  0^     17   4  58.06  22.86        -  O".  86 

25  50  .  10  2  .24 

12h     80  48.16  20  .12  0  .  79 

.  26  10 .  22  8  .08 

14  0^     56  58.88  17  .09  0  .  67 

26  27  .  81  8  .  70 
12h  18  28  25.69               13  .89 

,      «V     -  26  40  .  70 

15  Oh     50  6.89 

Sucht  man  hieraus  die  ersten  Differentialquotienten  für 
Juli  13  lO*",  11^  und  12h  und  wendet  dazu  die  Formel  (9) 
an,   so  mufs  man  zuerst  die  ersten  und  dritten  Differenzen 
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fiir  diese  Zeiten  berechnen.  Die  dritte  der  ersten  Differenzen 
entspricht  dem  Argumente  Juli  13  6^  und  ist/'(a+i)»  ^^o 
ist  für  10^  11%  12  n  respeotive  ^,  /j  und  J.  Wenn  man 
also  auf  die  gewöhnliche  Weise  interpolirt ,  so  erhält  man : 

10*>  +  25'  57".  11  -  2".  51 

IIb  25    58  .  81  2  .  58 

12*^  26      0  .  49  1   .  64 

Daraus  erhalt  man  also  die  Differentialquotienten 

für  1  Oh  +  25'  57".  21 

11»>  25   58  .  92 

12h  26      0  .  60 

bei  denen  das  Intervall  to  ^12  Stunden  zum  Grunde  liegt. 
Will  man  dieselben  für  eine  Stunde  haben ,  so  mufs  man  also 
durch  12  dividiren  und  erhält  dann  die  folgenden  Werthe: 


10»» 

+   2'     9".  77 

11»» 

9  .  91 

12h 

10  .  05 

die  die  stündlichen  Geschwindigkeiten  des  Mondes  in  Kectas* 
cension  fiir  diese  Zeiten  ausdrücken» 

Hätte  man  Formel  6  anwenden  wollen,  wo  arithmetische 
Mittel  der  ungeraden  Differenzen  Torkommen,  so  hätte  man, 
wenn  man  as=  Juli  13  12''  nimmt,  fiir  10**  z.  B.,  wo  n^^^ 
ist,  nach  Formel  (7)  erhalten: 

/(a-.|)  =  +  25'  56".  77  und  /"(a-J)  =  -  2". 51 

und  daraus  nach   Formel  (6)  fiir  den  Differentialquotienten 

+  2'  9".  77. 

Die  zweiten  Differenzen  sind: 

für  10>»  +  20".  55 

11^  20  .  34 

12b  20  .  12 
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Legt  man  dazu  —  -^  der  4ten  Differenzen  und  dividirt 
durch  144,  so  erhalt  man  die  zweiten  Differentialquotienten 
für  die  Einheit  der  Stunde: 

für  10*»  +  O".  1482 

11h  0  .  1417 

12^  0  .  1402 


Anm.  Vergl.  über  Interpolationsrechnang  den  hierüber  handelnden 
Aofsatz  von  Encke  im  Jahrbuche  für  1880  und  den  vorher  angeführten 
Aufsatz  über  mechanische  Quadratur  im  Jahrbuche  für  1887. 


SPHAKISHE  ASTRONOMIE. 


Erster  Abschnitt. 

Die  scheinbare  üimmelskugel  und  deren  tägliche 

Bewegung. 

In  der  sphärischen  Astronomie  betrachtet  man  die  Oerter 
der  Gestirne  an  der  scheinbaren  Himmekkugel,  indem  man 
dieselben  mittelst  sphärischer  Coordinaten  auf  gewisse  an  der 
Himmelskagel  e*rdachte  gröfste  Kreise  bezieht.  Die  sphärische 
Astronomie  giebt  dann  die  Mittel  an  die  Hand,  sowohl  den 
Ort  der  Himmelskörper  in  Bezug  auf  diese  gröfsten  Kreise, 
ab  auch  die  Lage  dieser  letzteren  gegen  einander  zu  bestim- 
men. Man  mufs  daher  zuerst  diese  gröfsten  Kreise ,  deren 
Ebenen  die  Grrundebenen  der  verschiedenen  Coordinaten- 
sjsteme  sind,  kennen  lernen  und  zugleich  die  Mittel,  die  man 
anzuwenden  hat,  um  den  Ort  eines  Himmelskörpers,  der  ftir 
eine  dieser  Ghrundebenen  gegeben  ist,  auf  ein  anderes  Coor- 
dinatensjstem  zu  reduciren. 

Einige  dieser  Coordinaten  sind  unabhängig  von  der  täg- 
lichen Bewegung  der  EBmmelskugel,  andere  sind  dagegen 
auf  Ebenen  bezogen,  welche  an  der  täglichen  Bewegung  nicht 
Theil  nehmen.  Die  Gkstime  werden  daher,  wenn  sie  atif 
letztere  Ebenen  bezogen  werden,  ihren  Ort  beständig  ändern 
uns  es  wird  von  Wichtigkeit  sein,  diese  Veiünderungen  und 
die  dadurch  hervorgebrachten  Erscheinungen  kennen  zu  ler- 
nen. Da  die  Gestirne  aufser  dieser  allen  gemeinschaftlichen 
Bewegung  noch  andre,    wenn  auch  viel  langsamere  zeigen, 
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vermöge  welcher  dieselben  ihren  Ort  auch  in  Bezug  auf  die 
von  der  täglichen  Bewegung  unabhängigen  Coordinatensyste- 
me  verändern,  so  wird  es  nie  genügen,  den  Ort  eines  Him- 
melskörpers allein  zu  bestimmen,  sondern  man  bedarf  noch 
immer  der  Angabe  der  Zeit,  für  welche  dieser  Ort  gilt.  Es 
ist  daher  nothwendig;  kennen  zu  lernen,  auf  welche  Weise 
man  sich  der  täglichen  Bewegung  der  Himmelskugel  theils 
allein,  theils  in  Verbindung  mit  der  Bewegung  der  Sonne  an 
derselben  als  Mafs  der  Zeit  bedient. 


1.     Die  verschiedenen  Systeme  von  Ebenen  und  Kreisen 
an  der  scheinbaren  HimmelskugeL 

1.  Der  Himmel  erscheint  uns  als  eine  hohle  Kugelfläche, 
auf  welcher  wir  die  Gestirne  projicirt  sehen  und  in  deren 
Mittelpuncte  wir  uns  befinden.  Um  den  Ort  der  Gestirne 
an  dieser  scheinbaren  Himmelskugel  zu  bestimmen,  hat  man 
an  derselben  verschiedene  Systeme  von  sphärischen  Coordi- 
naten  erdacht.  Das  erste  dieser  Systeme  ist  das  der  Azimute 
und  Höhen.  Die  Grundebene  desselben  bildet  die  Ebene 
des  Horizonts,  welche  durch  die  Oberfläche  einer  ruhig  ste- 
henden Flüssigkeit  gegeben  ist,  in  so  fem  man  sich  dieselbe 
unendlich  verlängert  denkt.  Diese  Ebene  schneidet  die 
scheinbare  Himmelskugel  in  einem  gröfsten  Elreise,  welcher 
der  Horizont  heifst.  Man  kann  die  Ebene  des  Horizonts 
auch  definiren  als  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  Loth- 
linie  d.  h.  der  Richtung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der 
Erde  steht.  Die  Lothlinie  selbst  trifft  die  scheinbare  Himmels- 
kugel in  zwei  Puncten,  welche  die  Pole  des  Horizonts  sind 
und  von  denen  man  den  über  dem  Horizonte  liegenden  das 
Zenith,  den  gegenüberstehenden  das  Nadir  nennt. 

Vermittelst  des  Zenithpuncts  und  des  Horizonts  kann 
man  nun  die  Lage  eines  Gestirns  an  der  Himmelskugel  be- 
stimmen.    Man  legt  nämlich  durch  das  Zenith  und  das  Gestirn, 
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desaen  Ort  man  angeben  yrUly  einen  gröfaten  Kreis»  der  dann 
anf  dem  Horizonte  senkrecht  steht.  Bestimmt  man  nun  den 
Durchschnittspanct  dieses  Kreises  mit  dem  Horizonte^  zählt 
dann  von  hier  aus  in  dem  gröfsten  Kreise  aufwärts  die  An- 
zahl von  Graden  zwischen  dem  Horizonte  und  dem  Gestirne, 
und  ebenso  im  Horizonte  die  Anzahl  der  Grade  bis  zu  einem 
gewissen  Anfangspuncte,  so  hat  man  zwei  sphärische  Coordi- 
naten,  durch  welche  der  Ort  des  Gestirns  bestimmt  ist.  Den 
durch  das  Zenith  und  das  Gestirn  gehenden  gröfsten  Kreis 
nennt  man  einen  Yertical kreis,  der  Bogen  dieses  Kreises 
zwischen  dem  Horizonte  und  Gestirne  heifst  die  Höhe  des 
Gestirns,  dagegen  der  Bogen  zwischen  dem  Gestirne  und 
dem  Zenith  die  Zenithdistanz  desselben.  Höhe  und  Ze- 
nithdistanz  ergänzen  also  einander  immer  zu  90  Graden* 
Der  Bogen  des  Horizonts  zwischen  dem  Verticalkreise  des 
Gestirns  und  einem  beliebig  gewählten  Anfangspiuicte  heifst 
das  Azimut  des  Gestirns.  Dieser  Anfangspunct  ist  willkühr- 
lich,  der  Einfachheit  wegen  nimmt  man  denselben  aber  so 
an,  dafs  er  mit  dem  Anfangspuncte  des  zweiten,  sogleich  zu 
betrachtenden  Coordinatensystems  zusammenfällt.  Die  Rich- 
tung, in  welcher  man  die  Azimute  zählt,  ist  ebenfalls  gleich- 
gültig; man  nimmt  dafür,  wie  bei  dem  zweiten  Goordinaten- 
system,  die  Richtung  der  täglichen  Bewegung,  indem  man 
dieselben  von  links  nach  rechts  herum  von  0  bis  360^  zählt. 
Kleine  Kreise,  welche  dem  Horizonte  parallel  sind,  nennt 
man  noch  Horizontalkreise  oder  Almucantarats. 

Statt  durch  diese  sphärischen  Coordinaten  kann  man  den 
Ort  eines  Gestirns  auch  durch  rechtwinklige  Coordinaten 
angeben,  bezogen  auf  ein  Axensystem,  von  denen  die  Axe  der 
z  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  steht,  während  die  Axen 
der  X  und  y  in  der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs 
die  Axe  der  a  nach  dem  Anfangspuncte  der  Azimute  die  positive 
Axe  der  y  nach  dem  Azimute  90®  gerichtet  ist.  Bezeichnet  man 
dann  das  Azimut  durch  Ay  die  Höhe  durch  A,  so  hat  man: 
X  =  cos  h  cos  A,  y  ^  cos  h  nn  Af  z  =  da  h. 

Anm.     Um    diese  Coordinaten  beobachten  zu  können,    hat  man 
ein  diesem   Ooordinatensjsteme  vollständig    entsprechendes    Instrument, 
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den  Höhen*  und  Azimutalkreis.  Dieser  besteht  im  Wesentlichen  tau 
einem  horizontalen,  getheilten  Kreise,  welcher  auf  drei  FolMchrauben 
steht  und  mittelst  einer  Wasserwage  horizontal  gestellt  werden  kann. 
Dieser  Kreis  stellt  die  Ebene  des  Horizonts  vor.  Im  Mittelpuncte  des- 
selben steht  eine  lothrechte,  also  nach  dem  Zenith  gerichtete  Saale, 
die  einen  zweiten  Kreis,  parallel  mit  der  Säule  also  senkrecht  auf  dem 
Horizonte  stehend,  trilgt  Um  den  Mittelpunct  dieses  senkrechten  Krei- 
ses bewegt  sich  ein  Diopterlineal  oder  Femrohr,  welches  mit  einem  In- 
dex verbunden  ist,  vermittelst  dessen  man  auf  dem  Kreise  die  Richtung 
des  Femrohrs  angeben  kann.  Die  yerticale  Säule  trägt  ebenso  einen 
auf  ihr  senkrechten  Index,  welcher  auf  dem  horizontalen  Kreise  die 
Azimute  angiebt.  Weifs  man  nun,  welche  Puncte  auf  den  Kreisen  dem 
Anfangspuncte  der  Azimute  und  dem  Zenithpuncte  entsprechen,  so  kann 
man  durch  ein  solches  Instrument,  wenn  man  das  Fernrohr  auf  einem 
Stem  richtet,  das  Azimut  und  die  Hohe  oder  2^nithdistanz  desselben 
finden. 

Auiserdem  hat  man  noch  andere  Instrumente,  mit  denen  man  nur 
Höhen  beobachten  kann.  Sie  heifsen  Höheninstrumente  und  sind  ent- 
weder Quadranten,  Sextanten  oder  ganze  Kreise.  Instrumente,  mit  de- 
nen man  nur  Azimute  beobachtet,  heilsen  Theodolithen. 

2.  Die  Gestirne  verändern  ihren  Ort  an  der  scheinbi^ 
ren  Himmelskugel  und  zwar  beschreibt  ein  jedes  Grestim  ver- 
möge der  täglichen  Bewegung  der  Erde  in  einer  Zeit,  die 
man  Stemtag  nennt,  einen  Kreis  am  Himmel,  welcher  in  der 
Regel  ein  kleiner  Kreis  ist.  Da  die  Ebenen  aller  dieser  Kreise 
einander  parallel  sind,  so  heifsen  dieselben  Parallelkreise. 
Die  Axe,  um  welche  die  tägliche  Bewegung  geschieht,  heifst 
die  Weltaxe.  Sie  schneidet  die  scheinbare  Himmelskugel 
in  zwei  Puncten,  von  welchen  der  auf  der  nördlichen  Halb* 
kugel  der  Erde  sichtbare  der  Nordpol,  dsr  andre  der 
Südpol  heifst.  Den  gröfsten  Kreis,  dessen  Pole  diesen  bei- 
den Weltpole  sind,  nennt  man  den  Aequator.  Die  Lage 
der  Weltaxe  kann  man  durch  das  erste  Coordinatensjstem 
bestimmen,  indem  man  das  Azimut  des  Pols  und  die  Höhe 
desselben  über  dem  Horizonte  angiebt.  Letztere  nennt  man 
die  Polhöhe  des  Beobaahtungsortes;  sie  ist  gleich  dem  Win- 
kel zwischen  dem  Aequator  und  dem  Zenith  des  Ortes  oder 
gleich  der  geographischen  Breite.    Das  Complement  der  Pol- 
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höhe  zu  90*  ist  die  Höhe  des  Aequatora  über  dem  Horizonte 
oder  die  Aequatorhöhe  des  Beobachtungsortes. 

Die  tägliche  Bewegung  der  Grestime  dient  nun  zur  An- 
nahme eines  zweiten  Coordinatensystems.  Gröfste  Kreise, 
welche  durch  die  Gestirne  und  die  Weltpole  gelegt  sind«  also 
auf  dem  Aequator  senkrecht  stehen,  heifsen  Declinations.-, 
Abweichungs-  oder  Stundenkreise.  Der  Bogen  eines 
solchen  gröfsten  Kreises,  der  zwischen  dem  Aequator  und 
dem  Gestirne  enthalten  ist,  heifst  des  Gestirnes  Abweichung 
oder  Declination,  dagegen  der  Bogen  zwischen  dem  Nord- 
pole und  dem  Gestirn  die  Polardistanz  desselben.  Die 
Declination  nennt  man  positiv,  wenn  das  Gestirn  in  dem 
Theile  des  Declinationskreises  liegt,  der  zwischen  dem  Aequa- 
tor und  dem  Nordpole  enthalten  ist,  negativ,  wenn  das  Ge- 
stirn sich  in  dem  Theile  zwischen  dem  Aequator  und  dem 
Südpole  befindet. 

Declination  und  Polardistanz  ergänzen  einander  immer 
zu  9C  und  entsprechen  der  Höhe  und  Zenithdistanz  im  ersten 
Coordinatensystem.  Analog  dem  Azimute  hat  man  den  Stun- 
denwinkel d.  h.  den  Winkel,  welcher  von  dem  durch  das 
Grestim  gehenden  Stundenkreise  und  einem  bestimmten,  den 
man  als  Anfang  nimmt,  gebildet  und  im  Sinne  der  täglichen 
Bewegung  von  0®  bis  360^  herum  gezählt  wird.  Für  den 
ersten  Stundenkreis  hat  man  denjenigen  angenommen,  welcher 
durch  das  Zenith  geht  imd  Meridian  genannt  wird;  Der- 
selbe schneidet  den  Horizont  in  zwei  Puncten,  von  welchen 
der  auf  der  Seite  des  Pols  liegende  der  Nordpunct,  der  andre 
der  Südpunct  heifst.  Letzterer  ist  der  Anfangspunct,  von 
welchem  aus  die  Azimute  gezählt  werden.  Neunzig  Grade 
vom  Süd-  und  Nordpnncte  liegen  der  West-  und  Ostpunct 
welche  zugleich  die  Durchschnittspuncte  des  Horizonts  und 
Aequators  sind. 

Statt  durch  die  beiden  sphärischen  Coordinaten,  Dedina- 
nation  und  Stundenwinkel,  kann  man  den  Ort  der  Gestirne 
auch  durch  rechtwinklige  Coordinaten  angeben,  indem  man 
denselben  auf  drei  Coordinatenaxen  bezieht,  von  denen  die 
positive  Axe    der  z  auf  dem  Aequator  senkrecht  und  nach 
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dem  Nordpole  gerichtet  ist«  während  die  Axen  der  x  und  y 
in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die 
positive  Ato  der  a  nach  dem  Nullpuncte,  die  positive  Axe 
der  y  dagegen  nach  denf  neunzigsten  Grade  der  Stundenwin* 
kel  gerichtet  ist-  Bezeichnet  man  dann  die  Declination  mit 
^9  die  Stundenwinkel  mit  ty  so  hat  man: 

a!  =  cos  6  cos  t,  t/  ^  cos  ö  sin  f,  z'  =  sin  d 

Anm.  Diesem  zweiten  Coordinatensysteme  der  Declinationen  und 
Stundenwinkel  entsprechend,  hat  man  eine  zweite  Gattung  von  Instru- 
menten, die  man  parallactische  Instrumente  oder  Aequatoreale  nennt. 
Bei  diesen  steht  der  Kreis,  welcher  bei  der  ersten  Gattung  von  Instru- 
menten dem  Horizonte  parallel  liegt,  dem  Aequator  parallel,  sodafs  die 
darauf  senkrechte  Säule  sich  in  der  Richtung  der  Weltaxe  befindet. 
Dann  ist  der  Kreis,  welcher  dieser  Säule  parallel  ist,  ein  Stundenkreis 
und  die  Winkel,  welche  auf  dem  ersten,  dem  Aequator  parallelen  Kreise 
abgelesen  werden,  sind  Stundenwinkel.  Kennt  man  also  diejenigen 
Puncte  der  Kreise,  welche  dem  Anfangspuncte  der  Stundenwinkel  und 
dem  Pole  entsprechen,  so  kann  man  durch  ein  solches  Instrument  die 
Declinationen  und  Stundenwinkel  der  Gestirne  finden. 

3.  In  diesem  zweiten  Systeme  ist  die  eine  der  sphäri- 
schen Coordinaten,  nämlich  die  Declination,  constant,  der 
Stundenwinkel  ändert  sich  dagegen  in  jedem  Augenblicke, 
weil  man  denselben  von  einem  Puncte  des  Himmels  zu  zäh- 
len anfangt,  der  die  tägliche  Bewegung  desselben  nicht  theilt. 
Um  nun  auch  die  zweite  Coordinate  constant  zu  haben,  wählt 
man  als  Anfangspunct  einen  bestimmten  Punct  des  Aequators 
und  zwar  denjenigen,  in  welchem  der  Aequator  von  der  Grund- 
ebene des  folgenden  Cpordinatensystems,  der  Ecliptic,  ge- 
schnitten wird.  Vermöge  der  jährlichen  Bewegung  der  Erde 
um  die  Sonne  beschreibt  nämlich  scheinbar  der  Mittelpunct 
der  Sonne  im  Laufe  eines  Jahres  einen  gröfsten  Kreis  am 
Himmel,  welcher  die  Ecliptic  oder  Sonnenbahn  genannt 
wird.  Dieser  gröfste  Kreis  ist  gegen  den  Aequator  unter 
einem  Winkel  von  nahe  23i^,  welcher  die  Schiefe  der 
Ecliptic  genannt  wird,  geneigt.  Die  Durchschnittspuncte 
der  Ecliptic  mit  dem  Aequator  heifsen  der  Frühlings-  und 
der  Herbst -Tag-  und  Nachtgleichenpunct,  weil  auf 
der  ganzen  Erde  Tag  und  Nacht  gleich  sind,  wenn  die  Sonne 
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am  21.  M&n  und  23.  September  jeden  Jahres  in 
Pnneten  steht*)  Die  Puncte  der  Eksliptic,  welche  90^  von 
den  Tag-  und  Nachtgleicbenpuncten  abstehen ,  heifaen  die 
Sonnenwendepuncte. 

Die  neu  eingeführte  Coordinate  wird  also  im  Aequator 
▼ora  Frühlings -Tag-  und  Nachtgleichenpuncte  an  gezählt  und 
heifst  die  gerade  Aufsteigung  oder  die  Bectascension  des  Gre- 
stims.  Man  zählt  dieselbe  von  Westen  nach  Osten  von  0^ 
bis  360^  herum,  also  entgegengesetzt  der  Richtung  der  täg- 
lichen Bewegung.  Statt  der  sphärischen  Coordinaten  der 
Bectascension  und  Dedination  kann  man  wieder  ebenso  wie 
früher  rechtwinklige  Coordinaten  einfuhren ,  indem  man  den 
Ort  der  Sterne  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen  be- 
zieht, von  denen  die  positive  Axe  der  z  senkrecht  auf  dem 
Aequater  und  nach  dem  Nordpole  gerichtet  ist,  während  die 
Axe  der  x  und*y  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und 
zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x  nach  dem  Anfangspuncte, 
die  positive  Axe  der  y  nach  dem  90***  Grade  der  Rectascen- 
sionen  gerichtetet  ist.  Bezeichnet  man  dann  die  Bectascension 
mit  a,  so  hat  man: 

o/'  =  cos  5  CO0  a,  y''  =  cos  b  sin  a,  J*  =  sin  6 

Die  Coordinaten  a  und  6  sind  also  fiir  jeden  Stern  con- 
stant,  um  aber  daraus  den  Ort  eines  Gestirns  an  der  schein- 
baren Himmelskugel  fiir  einen  bestimmten  Augenblick  zu  er- 
halten, mufs  man  noch  die  Lage  des  Frühlingspunctes  am 
Himmel  fiir  diesen  Augenblick  kennen.  Den  Ort  dieses  Früh- 
lingspunctes bestimmt  die  Sternzeit,  welche  gleich  dem 
Stundenwinkel  desselben  ist  und  von  welcher  24  Stunden 
auf  einen  Stemtag  gehen.  Es  ist  O''  Stemzeit,  wenn  der 
Stundenwinkel  des  Frühlingspunctes  gleich  Null,  also  der  Früh- 
lingspunct  im  Meridiam  ist,  1**  Stemzeit,  wenn  der  Stunden- 
winkel    des  Frühlingspunctes  den  24*^   Theil   vom  Umfange 


*)  Da  nXmlich  die  Sonne  dann  im  Aequator  steht,  Aeqnator  and 
Horizont  aber  aU  gröftte  Kreise  einander  balbiren,  fo  Tenreilt  die 
Sonne  an  diesen  Tagen  ebenso  lange  über  als  unter  dem  Horizonte. 

4 
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oder  15*^  beträgt  etc.  Die«  iat  der  Grand,  wefBhiilb  der 
Aequator  äufser  in  360*  auch  noch  in  24  Stunden  getheilt 
wird.     Bezeichnet  man  die  Stemzeit  mit  e ,  so  ist  immer: 

alao         <  =  e  —  a 

Ist  also  z.  B.  die  Bectascension  s=  190®  SO',  die  Stem- 
zeit e  c=  4b,  80  ist  e  s=  229"^  40^. 

Aus  der  Gleichung  für  t  folgt,  dafs  für  ^  s=  0  0  &=  a  ist. 
Jedes  Gestirn  kommt  also  in  den  Meridian  oder  culminirt  zu 
einer  Stemzeit,  welche  gleich  seiner  Rectascension  in  Zeit 
ausgedrückt  ist.  *)  Kennt  man  daher  die  gerade  Aufsteigung 
eines  Sterns,  welcher  in  einem  bestimmten  Augenblicke  im 
Meridian  ist,  so  hat  man  dadurch  auch  die  Stemzeit  dieses 
Augenblicks. 

Anm.  Die  Coordinaten  de«  dritten  Systems  kann  man  durch  In- 
•trumente  der  Eweiten  Gattung  finden,    wenn  man  die  Stemzeit  kennt 


*)  Die  Verwandlung  von  Bogen  in  Zeit  und  omgekekrt,  muft  maa 
sehr  hSufig  machen.  Hat  man  Bogen  in  Zeit  zu  verwandeln,  so  muls 
man  mit  15  dividven;  hat  man  also: 

16o  +&  Grade,  15c  +  d  Minuten,  15 e  -I-/Secunden 

so  ist  dies  in  Zeit: 

a  Standen,  4b  +  c  Minuten,  4d  -f  e  und  ^  Secuaden 

1 5 

z.  B.  239®  IS'  46^  75  =  15)>,  14X4  +  1  Blinnten,  8X4+3  Secunden 

und  0".  117 
=   15h   57'   15''.  117 

Hat  man  umgekehrt  Zeit  in  Bogen  zu  Terwandeln,  so  muls  man 
mit  15  moltipHciren  und  nachher  die  Minuten  und  Secunden  mit  60  di- 
▼idiren.     Hat  man  also: 

a  Stunden,  46  +  c  Minuten,  4d+  «  Secunden 
in  Bogen  zu  verwandeln,  so  ist  dies  gleich: 

15a  +&  Graden,  15c  +  c2  Minuten  und  15  s  Secunden. 
abo  151»  57'  15^117  =  225+14  Graden,  15  +  3  Minuten  and  4tf.75Sec. 

=  23»*  18' 46".  75 


In  einem  bestinimten  Ftlle  lasten  sieh  die  Coordinaten  auch  doreh  In* 
stromente  der  ^nten  Gattung  finden,  nämlich  beim  Durchgange  der 
Sterne  durch  den  Meridian,  da  man  die  Rectascensionen  durch  die  Be- 
obachtung der  Durchgangflzeiten,  die  Declinationen  durch  die  Beobach- 
tnng  der  Hohen  der  Sterne  im  Meridian  erhält,  wenn  die  Aequator- 
oder  Polhöhe  des  Beobachtuigaortea  bekannt  ist  Zn  diesen  Beobachtun- 
gen dient  der  Meridiankreis,  ein  Höhenkreis,  welcher  in  der  Ebene  des 
Meridians  attfgestellt  ist.  Soll  das  Instrument  nicht  zum  Höhenmessen, 
sondern  blos  zur  Beobachtung  der  Durchgangszeiten  der  Sterne  durch 
den  Meridian  dienen,  ist  dasselbe  also  ein  reines  Azimutalinstrument, 
welches  in  der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist,  so  heilst  es  Passagen- 
instrument. Beobachtet  man  an  einem  solchen  Instrumente  nach  einer 
guten  Uhr  die  Durchgangszeiten  der  Sterne  durch  den  Meridian,  so 
findet  man  ihre  Rectascensionsuntefschiede.  Dafs  der  Anfangspnnct  der 
Rectascensionen  nicht  unmittelbar  zu  beobachten  ist,  macht  es  etwas 
schwieriger  die  absoluten  Rectascensionen  zu  finden. 

4.  Das  yierte  CoordinatensjBteni  ist  nun  dasjenige,  des- 
sen Ghmndebene  die  Ecliptic  ist.  Gröfste  Kreise,  welche 
durch  die  Pole  der  Ecliptic  gehen,  also  senkrecht  auf  dersel- 
ben stehen,  heifsen  Breitenkreise  und  der  Bogen  eines 
suchen  Breitenkreises,  welcher  zwischen  der  Ecliptic  und  dem 
Gestirne  enthalten  ist,  heifst  die  Breite  des  Oestirns.  Dieselbe 
ist  positiv,  wenn  das  Grestim  in  der  nördlichen  der  beiden 
▼on  der  Ecliptic  gebildeten  Halbkugeln  liegt,  negativ,  wenn 
das  Gestirn  auf  der  südlichen  Halbkugel  liegt.  Die  andre 
Coordinate,  die  Länge,  wird  in  der  Ecliptic  gezählt  und  ist 
der  Bogen  zwischen  dem  Breitenkreise  des  Gestirns  und  dem 
Frühlingspuncte.  Sie  wird  von  0  bis  860"  herum  in  demsel- 
ben Sinne  wie  die  Rectaacension  gezählt,  also  der  täglichen 
Bewegung  des  Himmels  entgegengesetzt.  *)  Der  Breitenkreis, 
dessen  Länge  Null  ist,  heifst  der  Colur  der  Nachtgleichen, 
derjenige  dagegen,  dessen  Länge  90*  ist,  der  Colur  der  Son- 
nenwenden.    Der  Bogen  dieses  Colurs,  welcher  zwischen  dem 


Die  Längen  der  Gestirne   werden   oft   auch  in  Zeichen  angegeben, 
deren  jedes   SO  Grade   enthält.      So  ist   S   Zeichen    15  Grade  =195* 


Länge. 


4 
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Aequator  und  der  Ediptic  enthalten  ist,  ist  gleich  der  Schiefe 
der  Ediptic;  dieselbe  ist  auch  gleich  dem  Bogen  des  gröfs* 
ten  Kreises  zwischen  dem  Pole  des  Aequators  und  der 
Ediptic. 

Die  Länge  wird  im  Folgenden  immer  durch  A,  die  Breite 
durch  ß,  die  Schiefe  der  Ediptic  durch  e  bezeichnet. 

Druckt  man  die  sphärischen  Coordinaten  ß  und  A  durch  recht- 
winklige auSy  bezogen  auf  drei  aufeinander  senkrechte  Azen, 
von  denen  die  positive  Axe  der  z  auf  der  Ediptic  senkrecht 
und  nach  dem  Nordpole  derselben  gerichtet  ist»  während  die 
Axen  der  k  und  y  in  der  Ebene  der  Ediptic  liegen  und  zwar  so, 
dafs  die  positive  Axe  der  a^  nach  dem  NuUpuncte,  die  positive 
Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grrade  der  Längen  gerich- 
tet ist,  80  hat  man: 

af"  =  C08  ß  cos  X,  y*"  =  co§  ß  sin  X,  «'"  =  sin  ß 

Anm.  In  früherer  Zeit  hatte  man  Instrumente,  an  denen  man  die 
tpUuiachen  Coordinaten  der  yerschiedenen  Systeme,  also  aadi  die  Lungen 
tind  Breiten  beobachten  konnte.  Jest  sind  dieselben  nicht  mehr  in 
Grebraodi.  Die  Coordinaten  der  Lunge  und  Breite  werden  nie  doreh 
directe  Beobachtungen,  sondern  immer  nur  durch  Rechnung  aus  den 
Coordinaten  der  andern  Systeme  gefunden. 


II.    Die  Verwandlung  der  verschiedenen  Systeme  von 

Coordinaten  in  einander, 

&•  Um  den  Ort  eines  Gestirns ,  der  auf  das  Coordina^ 
tensystem  der  Azimute  und  Höhen  bezogen  ist  auf  das  Coor» 
dinatensystem  der  Stundenwinkel  und  Dedinationen  zu  redn- 
cireuy  hat  man  nur  die  Axe  der  z  im  ersten  Systeme  in  der 
Ebene  der  x  und  z  nach  der  Richtung  von  der  positiven 
Axe  der  x  nach  der  positiven  Axe  der  z  zu  um  den  Winkel 
90  —  9  (wo  9  die  Polhöhe  bezeichnet)  zu  drehen »  da  die 
Axen  der  y  in  beiden  Systemen  zusammenfallen ,  und  erhält 
dann  nach  der  Formel  (la)  fiir  die  Transformation  der  Coor- 
dinaten oder  auch  nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigo- 


58 

nometrie,  wenn  hmii  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem 
Pole  und  dem  Sterne  betrachtet  *): 

sin  d  =  sin  €p  flin  A  —  cos  9  cos  A  cos  A 
cos  d  sin  <  =  CO«  h  f  in  A 
cos  6  cos  t  =  m  h  coe  <p  +  cos  h  sin  9  cos  A 

Will  man  die  Formeln  in  einer  zur  logarithmischen  Be- 
rechnung bequemeren  Form  haben,  so  setze  man: 

sin  A  s  m  €08  Jl/ 
cos  k  cos  A  ^  m  sin  M  ^ 

wodurch  man  erhält: 

sin  £  s  m  sin  (9— Af) 
cos  A  sin  I  =  cos  A  sin  ^ 
cos  6  cos  f  s:  m  cos  (9  —  30 

Diese  Formeln  geben  die  gesuchten  Grösfen  ohne  alle 
Zweideutigkeit.  Denn  da  alle  Stücke  durch  den  Sinus  und 
Cosinus  gefunden  werden,  so  hat  man  nur  auf  die  Zeichen 
gehörig  zu  achten,  um  fiir  die  gesuchten  Stücke  immer  die 
rechten  Quadranten  zu  nehmen.  Die  Hülfswinkel,  welche 
man  zur  Umformung  solcher  Formeln  einfuhrt,  haben  immer 
eine  geometrische  Bedeutung,  die  sich  in  jedem  Falle  leicht 
finden  läfst.  Oeometrisch  betrachtet  beruht  nämlich  die  Ein- 
führung der  Hülfswinkel  darauf,  dafs  man  das  schiefwinklige 
sphärische  Dreieck  entweder  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke 
theilt  oder  aus  zwei  rechtwinkligen  zusammensetzt.  Im  p:c- 
genwärtigen  Falle  muTs  man  sich  von  dem  Stern  auf  die  ge- 
genüberliegende Seite  90  —  9  oder  deren  Verlängerung  ein 
Perpendikel  gefällt  denken  und  da: 

tang  h  =  COB  A  cotaag  M 

so  ist  nach  der  dritten  der  Formeln  (10)  in  Nr.  8  der  Einlei- 
tung M  der  Bogen  zwischen  dem  Zenith  und  dem  Fufspuncte 


^  Die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks  sind  respectire: 

eO-Ä,  90-6  und  90-9 
und  die  denselben  gegenüberstehenden  IVinkel: 

t,  180—^  und  der  Winkel  am  Stern. 
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des  Perpendikels;  ferner  ist  nach  der  ersten  der  Fonaeln  (10) 
m  der  Cosinus  des  Perpendikek  selbst,  da: 

sin  A  =  cos  P  cos  AT 

wenn  man  das  Perpendikel  durch  P  bezeichnet: 

Es  sei  für  die  Polhöhe  (pt=  52<'  30"  IC^'.O  gegeben: 

h  =  16«  ll'  44".  0     ^  =  20«*  4'  15".5 

Dann  ist  die  Rechnung  die  folgende: 

cos  A  9.96694Sln         m  sin  Af  9.9498620n 
cos  h  9.9824189  m  cos  Jf  9.4454744 

sin  Ä  9.5749045n  3f  =  -  72®Sö'64".6l 

sin  M  9. 9796542 fi 
cp-Af  =   125*6' 10".61 

sin((p— Jf)  9.912817  1  «»s  6  sin  <  9.5578l84n  sin 6  9.8825249 
m  9.9697078  cos^cos^  9.7284114n  cos  £  9.8104999 

COSC9-A0  9. 7597036»  t  =  228  56  2.22  £=  +49  48  46.00 

cos  t  9.9189115n 

%•  Bei  weitem  häufiger  wird  der  umgekehrte  Fall  an- 
gewandt» wo  man  einen  Ort,  der  auf  das  Coordinatensjstem 
der  Stundenwinkel  und  Dedinationen  bezogen  ist,  auf  das 
Coordinaiensjstem  der  Azimute  und  Höhen  reduciren  wilL 
Man  hat  dann  wieder  nach  Formel  (1)  fiir  die  Transformation 
der  Coordinaten  folgende  Gleichungen: 

sin  A  =  sin  cp  sin  6  4*  cos  cp  hos  8  cos  t 
cos  A  sin  ^  =  cos  A  sin  < 
cos  h  cos  i4  =  —  cos  (p  sin  d  +  sin  q>  cos  6  cos  / 

denen  man  wieder  leicht  durch  Einfuhrung  von  Hülfswinkeln 
eine  bequemere  Form  geben  kann.     Setzt  man  niimlich: 

cos  6  cos  f  =  m  cos  M 
sin  6        =  m  sin  M 


80  ist: 


sin  A  =  m  cos  (q)^AO 
cos  A  sin  A  =  cos  6  sin  t 
cos  A  cos  i4  =  m  sin  (9— Af) 
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oder  andi: 

C08  M  tanff  / 

tang  A  =  ~r-7 z^ 

sin  (q>— Äf) 

-               coa  ^ 
tang  h  = —  ♦) 

*  tang(9~ilO   ' 

Sucht  man  die  Zenithdistanz  allein^  so  sind  die  folgenden 
Formeln  bequem.      Aus   der  ersten  Formel  für  sin  h  erhält 


cos  z  =  cos  (9  —  6)  —  2  cos  9  CO«  Ä  sin  J/* 
oder: 

sin  4«'  =  sin  i(<p— 4)*  4-  cos  9  cos  6  sin  |<' 

Setzt  man  nun: 

n  =  sin   1(9  —  6) 

m  ,=  y  cos  9  cos  Ä 

so  ist: 

«»• 
sin   J2'  =  fi*fl  -|-~2sin  J /*] 


oder 9  wenn  man  setzt: 


—  sm  i  f  =  lang  /, 

.     ,  n 

sin  f  z  = 


cos  X 


Ist  sin  A  gröfser  als   cos  A.  so  ist  es  vortheilhafter   die 
Formel: 

sm  iz  =  -: — r  stn  kt 
sm  A 

zu  berechnen.  Man  mufs  hier  übrigens,  wie  man  später  se- 
hen wird»  für  Sterne,  welche  südlich  vom  Zenith  culminiren 
9—6,  für  Sterne  dagegen,  die  nördlich  vom  Zenith  culmini- 
ren £—9  in  der  Formel  zur  Berechnung  von  n  brauchen. 


*)  Da  das  Asimni  immw  auf  derselben  Seite  des  Meridians  liegt 
wie  der  Stondenwinkel ,  so  kann  man  auch  bei  Anwendtmg  dieser  leide- 
ren Formeln  niemalfl  über  den  Quadranten  im  Zweifel  sein,  in  welchem 
man  dasselbe  su  nehmen  hat. 
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Wendet  man  auf  daa  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem 
Pole  und  dem  Sterne  die  Gaufsischen  Formeln  an,  so  erhält 
man,  wenn  man  den  Winkel  am  Sterne  mit  p  bezeichnet: 

cos  ^z  .  sin  ÜA—p)  =  ain  J<  .  sin  iCsp-hS) 
CO«  i«  .  cos  |(-4— />)  =  cos  4< .  cos  J(9— 6) 
sin  ^z  •  sin  ^  {A+p)  =  sin  ^t,  cos  4(9  +  ^) 
sin  ^2  .  cos  i(^+j»)  =  cos  if .  sin  i(9~"^ 

Rechnet  man  das  Azimut  vom  Nordpuncte  aus,  wie  man 
es  für  den  Polarstem  wohl  thut,  so  hat  man  180  —  A  statt 
A  in  diese  Formeln  einzuführen  und  erhält : 

cos  J«  .  sin  i(p  +  A)  =  C08  it .  cos  k(ß—<p) 
cos  ^z  .  cos  Üp+A)  =  sin  j^^  .  sin  i(S+cp) 
sin  ^2  .  sin  Üp—A)  =  cos  4< .  sin  |(Ä— <p) 
sin  Jz  .  cos  i(p—A)  =  sin  J/  .  cos  ^(Ä  +  9) 

Häufig  kommt  der  Fall  vor,  dafs  man  für  eino  bestimmte 
Polhöhe  eine  grofse  Menge  solcher  Verwandlungen  zu  machen 
hat*),  fiir  welche  man  der  bequemeren  Rechnung  wegen  im 
voraus  Tafeln  berechnen  will.  Für  diesen  Fall  ist  die  zweite 
Transformation  y  welche  in  Nr.  6  der  Einleitung  für  die  drei 
Grundgleichungen  gegeben  ist,  besonders  bequem.  Man  er- 
hält die  fiir  den  jetzigen  Fall  geltenden  Formeln  leicht,  wenn 
man  in  den  dort  gegebenen  Gleichungen  beziehlich 

90— Ä,  90—5,  90  —  9,   180— .4  und  t 

Statt 

a,  b,  e,  B      und  A 

setzt.     Der  Deutlichkeit  wegen  soll  indefs  diese  Transforma- 
tion mit  den  jetzigen  Gleichungen  wiederholt  werden.    Es  war: 

(o)  sin  A  =r  sin  9  sin  6  +  cos  q)  cos  6  cos  t 

(b)  cos  h  tili  A  =  cos  6  sin  t 

(c)  cos  h  coB  A  =  —  cos  <p  sin  6  +  sin  <p  cos  6  cos  t 


*)  Wenn  man  s.  B.  Sterne,  deren  Ort  durch  BectMcensioD  and 
DecUnation  gegeben  ist,  mn  einem  Instrumente  einstellen  will,  an  dem 
man  nor  Höhen  und  Azimute  ablesen  kann.  Man  muls  dann  vorher 
aof  der  Rectascension  und  Stemzeit  den  Slundenwinkel  berechnen. 
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Bezeichnet  man  mit  A^  und  6^  diejenigen  Werthe  von 
Ä  nnd  d»  die  wenn  man  sie  in  die  vorstehenden  Gleichungen 
setz,  A  =  0  geben,  so  hat  man: 

(d)  0  =  sin  9  sin  6g  +  cos  9  cos  6^  co«  t 

(e)  sin  ^0  =  cos  6^  sin  t 

(/)       cos  Ag  ^  ^  cos  9  sin  ^0  +  sin  9  cos  8^  cos  t 

Multiplicirt  man  (/)  mit  cos  9  und  subtrahirt  davon  die 
Gleichung  (cQ,  nachdem  man  dieselbe  mit  sin  9  multiplicirt 
hat,  multiplicirt  man  femer  die  Gleichung  (/)  mit  sin  9  und 
addirt  dazu  die  Gleichung  (d),  nach^m  man  dieselbe  mit 
cos  9  multiplicirt  hat,  so  erhält  man: 

cos  A^  cos  9  —  —  sin  Ä^ 
cos  Af,  sin  9  =  cos  ^0  cos  /  (i4) 

sin  Ag  =  cos  Sg  sin  t 

Setzt  man  dann: 

sin  9  =  sin  ^  cos  B 
cos  9  cos  /  =  sin  y  sin  B  (B) 

cos  9  sin  /  =  cos  y 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  {d): 

0  =  sin^  sin  (6^  +  B) 


oder: 


und  aus  (a): 


«0  =-  Ä 


sin  A  =  sin  y  sin  (6  +  ^) 

Femer  erhält  man,  wenn  man  vom  Producte  der  Glei- 
diungen  (6)  und  {f)  das  Product  der  Gleichungen  (e)  und 
{e)  abzieht: 

cos  A  sin  (A—A^)  =  cos  9  nn  t  sin  (S~^6^)  =  cos  ^  sin  (6  +  iB) 

und  ebenso,  wenn  man  zum  Producte  der  Gleichungen  {c) 
und  (/)  das  Product  der  Glrichungen  (b)  und  (e)  und  das 
der  Gleichungen  (a)  und  (d)  addirt: 

cos  k  cos(i4^i4^)  =  cos  S  cos  j^  sin  £*  4*  sin^  sin  6^   +  cos  S  cos  6^  cos<* 

=  cos  (Ä— 4^)  =  cos  (6+B) 
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Das  System  der  Formobi  ist  also  voUstäadig: 

sin  €p  =  sin  y  co«  B  \ 
C08  <p  coa  C  =  sin  y  sin  B\        (1) 

cos  q>  sin  <  =  cos  y  i 

sin  B  =  cos  A^  cos  «p  j 
cos  B  cos  r  =  cos  A^  sin  9/         (2) 
cos  jB  sin  f  =  sin  A^  / 

sin  A  =  sin  ^  sin  (d-l-  J3)  V 
cos  h  cos  {A—A^)  =  cos  (Ö  +  Ä)  (       ($) 

cosÄ  sin  (i4  — -^^j)  =  cos  ^  sin(d+B)T 

Setzt  man  D  ^  An  yy  C  rss  00s  y^  A^  A^  ^  u^  %o  ge- 
hen diese  Formeln  in  die  folgenden  über: 

tang  B  =  cotg  9  cos  t 
tang  i^   =  sin  9  tang  t 
sin  A  =  Z>sin(jB-|'^ 
tangti  =  Ctang(B-f^ 
i4  =  ^  +ff 

und  D  und  (7  sind  dann  der  Sinus  und  Cosinus  eines  Win- 
kels y^  der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

coUuig  y  =  sin  B  tang  t  =  cotang  9  «in  ^^  *) 

Dies  sind  die  von  Gaufs  in  ,,  Schumachers  Hiilfstafeln, 
neu  herausgegeben  von  WarnstorflP  pag.  135  ff.*'  mitgetheil- 
ten  Formeln.  Bringt  man  nun  die  Gröfsen  D^  C,  B  und  A^ 
in  Tafeln,  deren  Argument  t  ist,  so  ist  also  die  Berechnung 
der  Höhe  und  des  Azimuts  aus  dem  Stundenwinkel  und  der 
Declination  auf  die  Berechnung  der  vorigen  Formeln: 

sm  A  =  Z>sin  (^  +  6) 
tang  ti  =  C  tang  (B+  6) 
-4  =  i4^j  +  ti 

zurtickgefährt.  In  Wamstorffs  Hülfstafehi  findet  man  eine  sol- 
che Tafel  für  die  Polhöhe  der  Altonaer  Sternwarte  be- 
rechnet.     Man  hat  übrigens  nur  nöchig,    diese   Tafeln  von 


*)  Es  iBt  nämlich: 

cotang  9  sin  ^  =  ~  sin  6«  tang  f  =  sin  B  tang  t 
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t  c=:  O  bis  t  =  6h  zu  berechnen.  Denn  aus  der  Gleichung 
taag  A^  SS  sin  9  tang  t  folgt,  cUTs  A^  und  ^inuner  in  demsel- 
ben Quadranten  liegen ,  dafs  num  also  ftir  einen  Stundenwinkel 
=s  12>>  —  t  nur  180  —  A  zu  nehmen  hat.  Femer  folgt  aus 
den  Gleichungen  fiir  B^  dafs  dieser  Winkel  negativ  wird, 
wenn  ^  ^  6^  oder  ^  90®  ist  und  dafs  man  fiir  einen  Stun- 
denwinkel 12^1  —  t  den  Werth  —  B  anzuwenden  hat.  Die 
Ghrölsen 

C  =  CO8  (p  sin  t  and  Z>*  =  sin  cp*  +  cos  cp*  cos  t* 

werden  dagegen  gar  nicht  geändert,  wenn  man  180— t  statt  t 
in  diese  Ausdrücke  setzt.  Liegt  t  zwischen  12^  und  24*^,  so 
hat  man  nur  die  Rechnung  mit  dem  Complement  von  t  zu 
24i>  durchzufuhren  und  nacher  ftir  das  gefundene  A  sein 
Complement  zu  360®  zu  nehmen. 

Es  ist  nun  leicht,  die  geometrisciie  Bedeutung  der  Hül&» 
Winkel  zu  finden.  Da  do  derjen^e  Weith  von  6  ist»  der  in 
die  erste  der  ursprünglichen  Gleichungen  gesetzt,  A  c=  0  macht» 
so  ist  £0  die  Declination  desjenigen  Punctes»  in  welchem  der 
durch  den  Stern  gelegte  Stundenkreis  den  Horizont  schneidet 
und  ebenso  ist  A^  das  Azimut  dieses  Punctes.  Da  femer 
jB  =  —  ^0  >  80  ist  i?  +  ö  der  Bogen  SF  Fig.  1.  *)  des  bis  zum 
Horizonte  verlängerten  Stundenkreises.  Betrachtet  man  dann 
das  rechtwinklige  Dreieck  FOKy  welches  vom  Horizonte, 
dem  Aequator  und  der  Seite  FK  =  B  gebildet  wird,  so  hat 
man  nach  der  sechsten  der  Formeln  (10)  der  Einleitung,  weil 
der  Winkel  an  O  gleich  90— cp  ist:   • 

sin  <p  =  cos  B  sin  OPK 

Da  aber  auch  sin  9  es  2>  cos  ^  ist,  so  ist  D  der  Sinus, 
mithin  C  der  Cosinus  des  Winkels  OFK.  Ekidlich  ist,  wie 
leicht  zu  sehen,  der  Bogen  FH^  A^  und  der  Bogen  FG^u* 


*)  In  dieser  Figur  ist  P  der  Pol,  z  dM  Zenith,  OH  der  Bonsont. 
OA  der  Aeqnstor  und  S  der  Stern« 
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Man  findet  also  die  vorher  gegebenen  Formeln  durch 
die  Betrachtang  der  drei  rechtwinkligen  Dreiecke  PFH^  OPK 
und  SFir,     Das  erste  Dreieck  giebt : 


taog  A^  =  tang  t  sin  (p 


das  zweite: 


tang  B  =  cotang  <p  cos  t 
cotang  y  =  sin  B  tang  t  =  cotg  ^  sin  A^ 

und  endlich  das  dritte: 

sin  h  =  sin  y.sin  (B+d) 
tang  u  =  cos  ^.tang  (iJ+6) 

Derselben  Hülfsgröfsen  kann  man  sich  nun  auch  itir  die 
Auflösung  der  umgekehrten  in  Nr.  5  betrachteten  Aufgabe 
bedienen,  aus  der  Höhe  und  dem  Azimute  eines  Sterns  sei- 
nen Stundenwinkel  und  seine  Declination  zu  berechnen.  Man 
hat  nämlich  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  STjK^  wenn  man 
LO  mit  By  LK  mit  v,  AL  mit  A^  und  den  Cosinus  des  Win- 
kels SLK  mit  Cf  den  Sinus  mit  D  bezeichnet: 

C  tang  (h—ß)  =  tang  u 

D  sin  {h-B)  =  sin  6 

und     ^  =  A^  —  u 

WO  jetzt: 

tang  B  =  cotang  9  cos  A 
tang  A^  =  sin  9  tang  A 

und  D  und  C  die  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels  y  sind, 
der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

cotang  ^  =  sin  B  tang  A 

Man  hat  also  für  die  Berechnung  der  Hülfsgröfsen  die- 
selben Formeln  wie  früher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs 
überall  A  statt  t  vorkommt,    und   man  kann  sich  daher  der- 
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B«H>eD  Hülfttafeln  wie  vorher  bedienen ,  wenn  man  nur  jetst 
als  Argument  das  in  Zeit  verwandelte  Azimut  nimmt. 

7.  Die  Tangente  dea  Winkels  0,  welche  GrauPs  mit  E 
beseidinet,  kann  dazu  dienen ,  den  Winkel  am  Stern  in  dem 
Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und  Stern  zu  berechnen.  Die- 
ser von  dem  Vertical-  und  dem  Declinationskreise  gebildete 
Winkel,  welche  der  parallactische  Winkel  heifst,  wird 
sehr  häufig  gebraucht.  Hat  man  die  vorher  erwähnten  Hülfa- 
tafeln»  in  denen  auch  die  Gröfse  E  aufgeführt  iat,  so  erhält 
man  diesen  Winkel,  der  mit  p  bezeichnet  werden  soll,  durch 
die  bequeme  Formel: 

'^'^  ^  "  CO«  (Ä+6) 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  auf  das  rechtwinklige 
Dreieck  SGF  Fig.  1  die  fünfte  der  Formehi  (10)  in  Nr.  8 
der  Einleitung  anwendet.  Hat  man  dagegen  die  Tafeln  nicht, 
so  erhält  man  durch  die  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie aus  dem  Dreiecke  SPZ: 

cos  h  mnp  =  cos  <p  sin  t 

cos  h  cos  p  =  cos  6  sin  9  —  sin  S  cos  <p  cos  t 

oder,  wenn  man  setzt: 

cos  9  cos  t  —  n  sin  iNT 
sin  <p  =  neos  N 

fbr  logarithmische  Rechnung  bequemer: 

cos  A  sin  ji  =  cos  (p  sin  t 
cos  h  coap  =  n  cos  (A+i^O 

Der  parallactische  Winkel  wird  unter  anderm  gebraucht, 
wenn  man  den  Einflufs  berechnen  will,  den  eine  kleine  Aen- 
derung  in  dem  Azimut  und  der  Höhe  auf  den  Stundenwin- 
kel und  die  Declination  hat.  Man  erhält  nämlich,  wenn  man 
auf  das  Dreieck  zwischen  Pol,  Zenith  und  Sterne  die  erste 
und  dritte  der  Formeln  (11)  in  Nr.  9  der  Einleitung  an- 
wendet: 

d6  =  eoBpdh  -f  Q09  tdtp  4*  eo»  k  »inp.dA 
cos  6dt  =  —  mpdk  +  sin  <  sin  6,d<p  -f  cos  A  eogp.dA 


und  ebenso: 

dh  =  coa pdS  —  cos  Ad^p  ^  cos  6  %\np,dt 
cos  hdA  =  sin  pd6  —  sin  A  sin  hd^p  +  cos  6  co» pdi 

8.  Um  die  Coordinaten  der  Kectaeceneion  und  Declina- 
tion  in  Coordinaten  der  Länge  und  Breite  zu  verwandeln» 
-hat  man  nur  die  Axe  der  af**)  in  der  £bene  der  y" /'  nach 
der  Richtung  von  der  positiven  Axe  der  t/'  nach  der  positi- 
ven Axe  der  /'  um  den  Winkel  £,  der  gleich  der  Schiefe 
der  Ediptic  ist,  zu  drehen.  Dann  erhält  man  nach  den  For- 
meln (la)  in  Nr.  1  der  Einleitung,  da  die  Axen  der  a/'  und 
af"  in  beiden  Systemen  zusammenfallen: 

cos  ß  cos  X  =  C06  d  cos  a 
cos  ß  sin  A,  =  cos  S  sin  u  cos  £  +  sin  A  sin  i 
sin  ß  =  —  cos  S  sin  a  sin  c  -f-  sin  Ö  cos  e 

Diese  Formeln  kann  man  auch  wieder  ableiten,  indem 
man  das  Dreieck  zwischen  dem  Pole  des  Aequators,  dem 
Pole  der  Ecliptic  und  dem  Sterne  betrachtet,  in  welchem  die 
drei  Seiten  90» A,  90-/3  und  e,  die  denselben  g^enüber- 
stehenden  Winkel  respective  90  — A,  90  +  '^  und  der  Winkel 
am  Stern  sind. 

Um  die  obigen  Formeln  fiir  logarithmische  Kechnung 
bequem  einzurichten,  fiihre  man  die  Hülfsgrofsen  ein: 

ilf  sin  iV  =  sin  6 

Af  co§N  =  cos  £  sin  o 

wodurch  die  drei  Gleichungen  in  die  folgenden  übergehen: 

cos  ß  cos  k  =  cos  6  cos  a 
cos  ß  nn  X  =  M  cos  (N—e) 
sin  j3  s  ilf  sin  (iV— e) 


*)  S.  Nr.  S  dieses  Abschnitts. 
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oder,  wenn  man  alle  Grofsen  durch  Tangenten  sucht  und  fiir 
M  seinen  Wcrth 

cos  6  sin  (x 

C08  N 

substituirty  in  die  folgenden: 

tangj 


UfigiV^  = 


nna 


tang  X  =  — ^-—-^  .  taug  a    i  ^  ^ 

tang  ß  =  tang  (N—b)  tin  X 

Die  ursprünglichen  Formeln  geben  u  und  A  ohne  alle 
Zweideutigkeit;  braucht  man  aber  die  Formeln  (b)  zur  Rech- 
nung, so  kann  es  zweifelhaft  sein,  in  welchem  Quadranten 
man  den  Winkel  X  zu  nehmen  hat.     Aus  der  Gleichung 

cos  /3  cos  A  =  cos  £  cos  a 


folgt  aber»  dafa  man  den  Winkel  X  immer  in  denjenigen  Qua- 
dranten XU  nehmen  hat»  der  dmmal  dem  Zeichen  von  tang  X 
Gknäge  leistet  und  dann  die  Bedingung  erfiillt,  dafa  ooa  u 
und  cos  X  dasselbe  Zeichen  haben. 

Als  ControUe   der  Rechnung   kann    man  noch  die  Glei- 
chung anwenden: 


cos  (N—t)    ^  cosß  siiiA. 
cos  N        ~  cosdsina 


(c) 


die  durch  Division  der  Gleichungen: 

cos  /3  sin  X  =  M  cos  (JV—  t) 

und: 

cos  ^  sin  a  =  ^  cos  iV 
entoteht. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfsgrofsen  lafst  sich 
leicht  finden.  N  ist  der  Winkel,  welchen  der  den  Frühlings* 
punct  mit  dem  Sterne  yerbindende  gröfste  Ejreis  mit  dem 
Aequator  bildet  und  N  der  Sinus  dieses  Bogens  des  gröfaten 
Kreises. 
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Beispiel.     £«  sei: 

a  =   6*  8S'  29".  80      6  =  -  16*  22'  85".  45 
«  =  22"  27'  3l".  72 

dann  giebt  die  Berechnung  der  Formeln  (b)  und  (c): 
cos  d     9.9820181  lang  a  9.0605604 

tMMkgö    9.468l562n  ^  ,,   ^    9.0292017» 

•ina    9.0577098  A  =  859®17'48".91 


N=-  68*^45' 41". 88 
«  =  -I-  28    27  81  .72 


Ung(N-£)   1.4114658 
sinA,     8. 0897298  n 


ß  =  -   17*85'87".58 
cosß=  9.9791948 


N-€  =-92   18  13  .60 
eo»(N—e)        8. 5882086  n 
C08  JV     9.5590069 

cos  ß  sin  A  =  8.0689241» 
cos  6 sina  =  9.0897224 

9.0292017» 

Wendet  man  auf  das  Dreieck  zwischen  dem  Sterne^  dem 
Pole  des  Äquators  und  dem  Pole  der  Ediptic  die  Gaufsisdien 
Formeln  an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  Winkel  am  Stern 
mit  90—^  bezeichnet:*) 

sin  (45-4/3)  sin  KJS:-^)  =  co8(45  +  ia)  sin  [45-i(f +*)] 

sin  (45-4p)cosK^->t)  =  sin  (45  + Ja)  cos [45-1(^-^)1 

cos  (46-4/3)  sin  K^+^)  =  sin  (45  + Ja)  sin  [45- K«-^] 

cos(45-J/3)cO0  J(£:+A)  =  C08(45  +  Ja)c08[45-Hf  +  ^] 

Formeln,  die  besonders  hequem  sind,  wenn  man  zugleich  mit 
den  Grofsen  X  und  ß  auch  die  Kenntnifs  des  Winkels  90  — 
E  verlangt. 

Anm.  Encke  hat  im  Jahrbuche  für  1881  noch  Tafeln  gegeben, 
die  für  eine  genlOierte  Berechnung  der  Liüdge  nnd  Breite  ans  der  Rec- 
Uscension  und  Declination  äulserst  bequem  sind.  Sie  beruhen  auf  der 
sweiten  der  in  Nr.  6  der  Einleitung  gegebenen  Transformationen  der 
drei  Gmndgleichungen,  iümlich  wie  die  in  Nr.  6  dieses  Abschnitts  er- 
wXhnten  Tafeln. 


*)  6 aufs  Theoria  motus  pag.  64. 
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9«  Ftir  den  umgekehrten  Fall,  wenn  man  die  Coordina^ 
ten  eines  Sternes  in  Bezug  auf  die  Ecliptic  in  Coordinaten 
in  Bezug  auf  den  Aequator  verwandeln  will,  werden  die  For- 
meln ganz  ähnlich.  Man  erhält  dann  durch  die  Formeln  (1) 
fiir  die  Transformation  der  Coordinaten  oder  auch  aus  dem 
vorher  betrachteten  sphärischen  Dreiecke: 

cos  6  cos  a  =  cos  ß  cos  k 
cos  6  sin  a  =  cos  ß  amX  cos  s  ^  sin  ß  sin  e 
sin  8  =  cos  ß  sin  A.  sin  c  ^  sin  ß  cos  £ 

Dieselben  Gleichungen  erhält  man  auch,  wenn  man  in 
den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  in  Nr.  8  ß  und  A.  mit  S 
und  u  vertauscht  und  den  Winkel  £  negativ  nimmt.  Auf  die- 
selbe Weise  findet  man  dann  auch  aus  den  Formeln  (h): 

sm  A 

täna  (X  = -—  t4ing  X 

**  CO«  A^  ^ 

tang  6*  =  tang  (A^+f)  n\n  u 

und  aus  (r)  die  Prüfimgsgleichung: 

cos  (N+f)        co^S  sin  u 
cos  A'  co8  ß  sin  /, 

wo  jetzt  N  den  Winkel  bedeutet,  welchen  der  den  Stern  mit 
dem  Frühlingspunete  verbindende  gröfste  Kreis  mit  der  Eclip- 
tic macht. 

Die   Graufsischen   Gleichungen  geben  endlich  fiir  diesen 
Fall : 

sin  (45-16)  sin  H^  +  «)  =  "«  (45  + JA)  sin  [45-Kc  +  f^)J 
sin  (45- |6)  COH  ^(£+(x)  =  cos(45  +  |t>^)  C08[45-K«-ß)] 
cos(46-i6)  sin^(£-tt)  =  cos(45+ JA,)  sin  [45-Kf-p)] 
C08(45-46)  coä  HE-a)  =  sin  (45  + JA)  C08[45- J(£+|3)] 

Ein  Bebpiel  fiir  diesen  Fall  anzuführen  ist  nicht  weiter 
nöthigy  da  die  Formeln  den  früheren  ganz  ähnlich  sind. 

Anni.  Für  die  Sonne,  welche  sich  immer  in  der  Ebene  der  Eclip- 
tik  bewegt,  werden  diese  Ausdrücke  einfacher.     Bezeichnet  man  nämlich 
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die  Länge  der  Sonne  durch  L,  ihre  Rectascension  und  Deelinatiofi  dorch 
A  und  />,  80  erhält  man: 

tang  A  =  tang  L  cos  e 
sin  /)  =  sin  X  sin  c 

oder  auch: 

tang  D  =  tang  c  sin  A 

10.  Den  Winkel  am  Sterne  in  dem  Dreiecke  zwischen 
dem  Pole  des  Aequators,  dem  Pole  der  Ecliptic  und  dem 
Sterne,  welcher  von  dem  Declinations-  und  Breitenkreise  ge- 
bildet wird,  findet  man  zugleich  mit  X  und  ^  oder  u  und  6, 
wenn  man  die  Gaufsischen  Formeln  zur  Berechnung  dieser 
Grröfsen  anwendet,  indem,  wenn  man  diesen  Winkel  mit  rj 
bezeichnet,  r\^20  ^  E  ist.  Braucht  man  aber  diesen  Win- 
kel, ohne  die  Gaufsischen  Formeln  berechnet  zu  haben,  so 
findet  man  denselben  durch  die  Gleichungen; 

cos  ß  sin  1]  =  cos  u  sin  e 

cos  ß  cos  r\  =  cos  s  cos6  +  sin  i  sin  6  sin  a 

oder: 

cos  6  sin  T]  =  cos  X  sin  t 

cos  6  cos  T,  =  cos  (  cos  |3  —  sin  i  sin  p  sin  A 

oder,  wenn  man  setzt: 


cos  £  =  m  cos  M 
»iu  £  sin  u  =  m  sin  M 


oder: 


cos  t  —  n  cos  A' 
sin  £  sin  Ä  —  n  sin  A' 


durch  die  Gleichungen: 

cos  ^  sin  7)  =  cos  a  sin  t 
cos  j3  cos  Tj  =  m  cos  (^M^6) 

oder: 

cos  6  sin  f)  =  cos  X  sin  s 
coi  6  cos  72  =  n  cos   (iV+ 13) 
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Man  braucht  diesen  Winkel  wieder,  wenn  man  den  Ein- 
fluFs  untersuchen  will,  den  kleine  Aenderungon  in  den  Gröfsen 
A,  li  und  £  auf  u  und  ö  und  umgekehrt  haben.  Man  erhält 
nämlich  wenn  man  auf  das  betrachtete  Dreieck  die  erste  und 
dritte  der  Formeln  (11)  in  Nr.  9  der  Einleitung  anwendet: 

dß  =  coütidÖ  —  cos ö  sin  ri. du  —  ainXds 
coaßdX  =  Binridö  +  cos6  cost^.rioc  +  cosA  sin /3rff 

und  umgekehrt: 

dö  =     cos  ridß  +  cosß  sin  r^  dX  +  sin  OLds 
coaödu  =— sin  ridß  +  coaß  cos ri.dX  —  cosasinA.de 

11«  Der  Vollständigkeit  wegen  sollen  jetzt  noch  die 
Formeln  für  die  Transformation  des  ersten  Coordinatensystems 
in  das  vierte  gegeben  werden,  wiewohl  dieselbe  nie  ange- 
wandt wird. 

Man  hat  zuerst  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  Horizonts: 

X  zz.  cos  A  cos  h 
y  =  sin  A  cos  h 
z  =  sink 

Dreht  man  die  Axe  der  a  in  der  Ebene  der  xz  nach 
der  positiven  Seite  der  Axe  der  z  zu  um  den  Winkel  90— cp, 
so  erhält  man  die  neuen  Coordinaten: 


3/ 

:^ 

X 

sin 

*P 

+ 

2 

ros 

9 

../ 

=r 

y 

/ 

2 

= 

2 

sin 

9 

— 

X 

cos 
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Dreht  man  dann  die  Axe  der  .r  in  der  Ebene  der  a:\ 
/,  die  die  Ebene  des  Aequators  ist,  um  den  Winkel  6),  so- 
dafs  die  Axe  der  si'  jetzt  mit  dem  Frühlingspuncte  zusam- 
menfallt, so  erhält  man,  wenn  man  bedenkt,  dafs  die  positive 
Axe  der  y"  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Rectascensionen 
gerichtet  sein  mufs  und  dafs  Stundenwinkel  und  Rectascen- 
sionen in  entgegengesetztem  Sinne  gezählt  werden: 

a"  =  x'  cos  0  +  y'  sin  0 

—  t/'  =   y'  cos  0  —  x'  sin  0 
Jf  ^    ^ 
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Dreht  man  endlich  die  Axe  der  xf'  in  der  JBbene  der 
y  z'  nach  der  positiven  Axe  der  2"  zu  um  den  Winkel  f, 
so  erhält  man: 

w  n 

X       =    X 

tf*    =   y"  COS  t  +  Z     Sin  fc 

«'"   =r-    y"j.inf +  2"c08f 

und  da  man  auPsordem  hat: 

x'*  =  cos  p  cos  A. 

y"  vz  cos  j3  sin  A 
^'"   -^  sin  p 

SO  kann  nmn  durch  Elimination  von  .r',  y\  J  und  x",  i/",  z 
dann  ^^  und  ji  unmittelbar  durch  A^  A,  q),  C-)  und  r  ausdrücken. 


III.     Besondere  Erscheinungen  der  täglichen  Bewegung. 

12«     In  Nr.  6  war  die  Gleichung  gefunden: 

sin  A  =  sin  q)  sin  6  +  cos  q)  cos  6  cos  / 

Befindet  sich  das  Gestirn  im  Horizonte ,  ist  also  h  =  0, 
so  erhält  man  hieraus: 

0  =  sin  q)  sin  £  +  cos  q)  cos  6  cos  t^ 

oder: 

cos  /^  =  —  tang  9  tang  6  (a) 

Vermittelst  dieser  Formel  findet  man  also  fiir  eine  be- 
stimmte Polhöhe  9  den  Stundenwinkel  eines  auf-  oder  unter- 
gehenden Gestirns,  dessen  Declination  £  ist.  Den  Werth 
dieses  Stundenwinkels  absolut  genommen,  nennt  man  den  hal- 
ben Tagbogen  des  Sterns.  Kennt  man  die  Stemzeit,  zu 
welcher  der  Stern  durch'  den  Meridian  geht  oder  seine  Sec- 
taseension,  so  kann  man  also  die  Stemzeit  des  Auf-  oder 
Untergangs  berechnen,  je  nachdem  man  den  absoluten  Werth 
von  t^  von  der  Rectascension  a  abzieht  oder  zu  derselben 
hinzufügt.      Daraus  folgt  übrigens  zugleich,    dafs  nur  unter 
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dem  Aequator,  wo  cpaO  also  der  halbe  Tagbogen  aller 
Sterne  gleich  90*  ist,  diejenigen  Sterne,  welche  zu  gleicher 
Zeit  aufgehen,  auch  zu  gleicher  Zeit  untergehen. 

Beispiel.  Man  soll  berechnen,  um  welche  Zeit  der 
Stern  Arcturus  für  Berlin  auf-  und  untergeht.  Für  den  An- 
fang des  Jahres  1848  ist 

u  =   14"  8'.7,   6  =   +    19<»Ö8'.6, 

ferner  ist: 

<p  =   52"  30'  16". 

Man  hat  daher: 

tang  6  9.56048  .  Arcturiu  geht  aho  auf 

tang  y  0.lt509  um  6»»  15'.6  Stemzeit 

^  =    118*  16'.  8  und  unter  um 

=         7h5S'7"  22h   i'.s 

Ist  6  positiv,  steht  also  der  Stern  nördlich  vom  Aequa- 
tor,  so  wird  fiir  Orte  unter  nördlicher  Breite  cos  t^  negativ; 
dann  ist  also  ^  gröfser  als  90^  und  der  Stern  verweilt  daher 
längere  Zeit  über  dem  Horizonte  als  unter  demselben.  Für 
Sterne  mit  südlicher  Declination  wird  dagegen  t^  kleiner  als 
90®,  diese  verweilen  also  für  Orte  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel des  Erde  kürzere  Zeit  über  dem  Horizonte  als  unter 
demselben.  Auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde,  wo  tp 
negative  Werthe  hat,  verhält  es  sich  umgekehrt,  indem  dort 
der  Tagbogen  der  südlichen  Sterne  gröfser  als  12  Stunden 
ist.  Ist  9=0,  so  wird  t^  für  jeden  Werth  von  ö  gleich  90*: 
unter  dem  Aequator  verweilen  also  alle  Sterne  gleich  lange 
Zeit  über  dem  Horizonte  wie  unter  demselben.  Ist  £  =  0, 
so  wird  ebenfalls  fiir  jeden  Werth  von  9  ^g  =  90*.  Für  Aequa- 
torsteme  ist  also  die  Zeit,  während  wclclier  sie  über  dem 
Horizonte  sind,  für  alle  Orte  der  Erde  gleich  der  Zeit,  wäh- 
rend welcher  sie  unter  demselben  sind. 

Steht  also  die  Sonne  nördlich  vom  Aequator,  so  sind 
auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  die  Tage  länger  als 
die  Nächte,  und  umgekehrt,  wenn  sie  südlich  steht.  Ist  aber 
die  Sonne  im  Aequator,    so  ist  fiir  alle  Orte  der  Erde  Tag 
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und  Nacht  gleich.     Unter  dem  Aequator  selbst  ist  dies  immer 
der  FaU. 

Der  Werth  von  ^  wird  übrigens  nur  so  lange  möglich 
sein,  als  tang  9  tang  6  <[  1  ist.  Soll  also  ein  Gestirn  für 
einen  Ort,  dessen  Polhöhe  9  ist,  noch  untergehen,  so  mufs 
tang  ö  <  cotang  9  oder  ö  <  90  —  9  sein.  Ist  Ä  =  90  —  qj, 
so  wird  t  =3 180®  und  das  Gestirn  berührt  dann  nur  in  der 
untern  Culmination  den  Horizont.  Ist  d  ^  90  — 9,  so  geht 
das  Gestirn  nie  unter,  ist  dagegen  die  südliche  Declination 
gröfser  als  90  — 9,  so  kommt  das  Gestirn  gar  nicht  mehr 
über  den  Horizont. 

Da  die  Declination  der  Sonne  immer  zwischen  den  Gren- 
zen —  F.  und  H-  €  liegt,  so  haben  diejenigen  Orte  der  Erde, 
für  welche  die  Sonne  auch  nur  einen  Tag  im  Jahre  nicht 
auf-  oder  untergeht,  eine  nördliche  oder  südliche  Polhöhe 
gleich  90  —  e  oder  66^^.  Diese  Orte  liegen  in  den  beiden 
Polarkreisen.  Die  den  Polen  der  Erde  noch  näher  liegenden 
Orte  haben  die  Sonne  im  Sommer  desto  längere  Zeit  unun* 
terbrochen  über  dem  Horizonte  und  im  Winter  unter  dem- 
selben, je  näher  sie  selbst  den  Polen  liegen. 

Anm.  Die  Gleichung  für  den  Stundenwinkei  des  Auf-  und  Un- 
tergangs labt  sich  noch  in  eine  andre  Form  bringen.  Zieht  man  niün- 
lich  die  Gleichung  (o)  von  eins  ab  und  addirt  sie  anch  dazu,  so  ergiebt 
die  Division  der  beiden  neuen  Gleichungen. 

,        cos  (q>— 6) 
cos  (<p  +  0) 

Auch  diese  Gleichung  zeigt,  dafs  t^  nur  möglich  ist,  so- 
lange cos  (<p  —  6)  und  cos  (q)  +  6)  positiv  sind,  dafs  also  nur 
diejenigen  Gestirne,  deren  südliche  oder  nördliche  Declination 
kleiner  als  90  — qi  ist,  fiir  diesen  Ort  auf-  oder  untergehen 
können. 

13.  Um  den  Punct  des  Horizonts  zu  finden,  wo  ein 
Stern  auf-  und  untergeht,  hat  man  nur  in  der  in  Nr.  5  ge- 
fundenen Gleichung: 

>in  6  —   ein  (p  sin  h  —  co5  qi  cos  h  coj«  A 
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h  SS  0  zu  setzen 9  wodurch  man  erhält: 

sin  ö 

cos  A„   -    ~  •  -~  (b) 

cos  9 

Der  negative  Werth  von  Ao  ist  das  Azimut  des  Sterns 
bei  seinem  Aufgange,  der  positive  Werth  das  Azimut  bei 
seinem  Untergange.  Die  Entfernung  des  Sterns  vom  wahren 
Ost-  oder  Westpuncte  nennt  man  die  Morgen-  oder  Abend* 
weite  des  Sterns.     Bezeichnet  man  diese  durch  A^f  so  ist: 

^^  =  90   +   A,. 
also: 

sin  A,   ~  (c) 

cosip 

WO  A,  positiv  ist,  wenn  der  Punct  des  Auf-  oder  Untergangs 
vom  Ost-  oder  Westpuncte  nach  Norden  liegt,  negativ,  wezm 
derselbe  nach  Süden  liegt. 

Der  Formel   (c)  ftir  die  Morgen-  und  Abendweite  kann 
man  auch  wieder  eine  andre  Gestalt  geben,  wenn  man  schreibt: 

1  +  sin  A,  _  sin  t}^  +  sin  6 
1  —  sin  Af        sin  tj;  —  sin  6 

WO  t|^  =  90  —  (p  ist.     Daraus  erhält  man  dann: 


tang        ^ 
tang 


tang      ~ 

Für  Arcturus  erhält  man  danach  mit  den  vorher  gege- 
benen Werthen  von  6  und  9 

A,  =   84*  8'.  S 

14.     Setzt  man  in  der  (jleichung: 

sin  A  =  sin  qi  sin  6  +  cos  (p  co8  ö  cos  t 

1—2  sin  I  t'  fiir  cos  t^  so  erhält  man: 

«in  A  =  cos  {%p^&)  —  *2  cos  cp  cos  (5  sin  \t* 

Daraus  sieht  man  zuerst ,  dafs  zu  gleichen  Werthen  von 
t  zu  beiden  Seiten  des  Meridians  auch  gleiche  Höhen  gehö- 
ren.    Femer  wird,   weil  das  zweite  Glied  immer  negativ  ist, 


^ 
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h  für  t=^0  ein  Maximum  und  dies  Maximum  seibat,  oder 
die  Höhe  des  Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination,  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung: 

sin  h  =  coß  (<p— 6)  00 

Für  die  untere  Cidmination  oder  iiir  t  =  18(>)  wird  da- 
gegen h  ein  Minimum ,  wie  man  am  leichtesten  sieht,  wenn 
man  180  +  <'  för  t  einfiihrt,  wo  also  l!  von  dem  nördlichen 
Theile  des  Meridians  ab  gerechnet  ist.     Dann  wird  nämlich: 

sin  A  =  sin  9  sin  8  —  cos  q)  cos  6  cos  t^ 

oder,  wenn  man  wieder  1—2  sin  i  t'"  für  cos  ll  setzt: 

sin  A  =  cos  (180— q)— Ä)  +  2  cos  9  cos  6  sin  |/'* 

Da  nun  beide  Glieder  der  rechten  Seite  positiv  sind,  so 
muTs  sin  h  also  auch  h  fiir  ^  » 0  d.  h.  in  der  untern  Gul- 
mination  der  Sterne  ein  Minimum  sein  und  zwar: 

sin  A  =  cos  (180— 9— 6)  (e) 

Aus  der  Gleichung  (d)  folgt,  dafs  90  —  /*  oder  die  Ze- 
nithdistanz  des  Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination  entwe-^ 
der  9  —  6  oder  6  ^  q>  ist.  Da  nun  aber  die  Zenithdistanz 
immer  positiv  sein  muls,  so  mufs  man,  solange  der  Stern  auf 
der  Südseite  des  Zeniths  culminirt ,  solange  also  ^  <C  9  1^^ 
für  die  Zenithdistanz  q>—  6  nehmen.  Culminirt  der  Stern  aber 
auf  der  Nordseite  des  Zeniths,  wo  also  d'  ^  9  sein  mufs,  so 
hat  man  £»9  fiir  die  Zenithdistanz  zu  nehmen.  Für  die  Zenith- 
distanz bei  der  untemCulmination  erhält  man  aus  Gleichung  {e) 

z  =  I8O-9— 6. 

Um  alle  drei  Fälle  unter  eine  algebraische  Form  zu 
bringen,  nimmt  man  als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Ze- 
nenithdistanz  der  Sterne  bei  ihrem  Durchgange  durch  den 
Meridian. 

z  =  5-9  (J) 

Man  mufs  dann  südliche  Zenithdistanzen  negativ  und  in 
der  untern  Gulmination  180  —  6  statt  6  nehmen  oder  man 
mufs  im  leztem  Falle  6  von  dem  Puncte  des  Aequators  zu 
zählen  anfangen,  welcher  den  Meridian  sichtbar  durch- 
schneidet. 
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Die  Declination  von  rxLyrae  ist  SS^  31^ ,  also  ist  fiir  die 
Polhöhe  von  Berlin  6  —  9  =  —  13*51.  Der  Stern  u  Lyme 
geht  also  bei  seiner  oberen  Culmiuation  iiir  Berlin  südlich 
vom  Zenith  in  einer  Entfernung  von  13^  51'  durch  den  Me- 
ridian. Femer  ist  180  ~  9  —  6  oder  die  Zenithdistanz  bei 
der  untern  Culmination  gleich  88^  31'. 

15.  Die  gröfste  Höhe  eines  Gestirns  findet  nur  dann 
im  Meridian  statt ,  wenn  die  Declination  desselben  während 
der  Zeit  seines  Verwcilens  über  dem  Horizonte  sich  nicht 
ändert.  Ist  die  Declination  dagegen  veränderlich,  so  erreicht 
das  Gestirn  auTserhalb  des  Meridians  seine  gröfste  Höhe. 
Differenzirt  man  die  Formel: 

cos  z  =  sin  9  sin  6  +  cos  9  cos  6  cos  t 

indem  man  xr,  ö  und  t  als  veränderlich  ansieht,  so  erhält 
man: 

—  sin  zdz  =■  [sin  9  cos  Ö  —  cos  9  sin  6  cos  t]  dd  -^  cos  9  cos  6  sin  i  dt 

und  hieraus  fiir  den  Fall,  dafs  z  ein  Maximum  oder  dz  =^i) 
ist: 

sin  t  =  —  [tang9  —  tangd  cos  t\ 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  den  Stundenwinkel  des 

Gestirns  zur  Zeit  seiner  gröfsten  Höhe.     -    ist  das  Verhält- 

dt 

nifs  der  Aenderung  der  Declination  zur  Aenderung  des  Stun- 
denwinkels, sodafs,  wenn  z.  B.  dt  eine  Bogensecunde  bedeu- 

dS 

tet,   —  die  Aenderung  der  Declination  in  -^  ^iner  Zeitse- 

cunde  ist.  Da  dies  Verhältnifs  bei  allen  Gestirnen  klein  ist, 
so  wird  man  sin  t  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  cos  t  gleich 
eins  setzen  können  und  erhält  dann  fiir  den  Stundenwinkel 
der  gröfsten  Höhe: 

dö^  ^,  206265 

/A 

wo  —  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecundc 
ist  und  t  in  Zeitsecunden  gefunden   wird.      Diesen  Stunden- 
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Winkel  t  hat  man  dann  immer  zu  der  Zeit  der  Culmination 
algebraisch  zu  addiren,  um  die  Zeit  der  gröfsten  Höhe  zu 
erhalten. 

Culminirt    das  Gestirn  südlich   vom  Zenith  und  nähert 

sich  das  Gestirn  dem  Kordpole  ist  also  -r-  positiv,  so  findet, 

wenn  9  positiv  ist,  die  gröfste  Höhe  nach  der  Culmination 
statt,  nimmt  dagegen  die  Declination  ab,  so  tritt  die  gröfste 
Höhe  vor  der  Culmination  ein.  Das  Umgekehrte  findet  statt, 
wenn    das  Gestirn  zwischen  dem  Pole  und  Zenith  culminirt. 

16.     Differenzirt  man  die  Formel: 

sin  A  =  sin  9  sin  Ö  +  cos  9  cos  ö  cos  i 

nach  h  und  ^,  so  erhält  man  fiir  die  Höhenänderung  eines 
Sterns : 


cos  A    -      =    —    cos  CD  cos  0  BUi  t 

dt  ^ 


oder 


=  —   cos  ö  sinp  (Ä) 

dt 


da  cos  ?i  sin  p  &=  cos  9  sin  £  nach  Nr.  7  dieses  Abschnitts  ist. 
Häufig  braucht  man  auch  noch  den  zweiten  DifferenziaU 
quotienten.     Es  ist  aber : 

d*h  ^  dp 

,- ,  =  —  cos  0  cos  »  -T- 

di^  ^  dt 

Dii'l'erenzirt  man  nun  die  Gleichung: 

sin  9  =  sin  A  sin  6  +  cos  h  cos  6  cos  p 
indem  man  h  und  p  als  veränderlich  betrachtet,  so  erhält  man: 

0  —  fcos  ^  sin  d  —  sin  A  cos  8  cos  p]  -^  —  cos  h  cos  6  sin  p  -7- 
^  '^^   dt  ^    dt 

oder 

dp  cos  9  cos  A         dh 

d  t  cos  ö  cos  A  sin  jp  '  dt 

cos  9  cos  A 

=  +   —- 

cos  h 
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Substituirt    man    diesen   Ausdruck    von  -^  in    die  Glei- 

dt 

d*h 

chung  -r-s9  80  erhält  man: 

d*A  cos  ö  cos  ^  ,.- 

-_  =  —  ; cos  A  cos  p  (i) 

dr  sin  2 

£benso  hat  man: 

--  =  +  cos  0  sin  p 

a'2  COSO  cos  CD 

-;-i=    + ; COS.-ICOSp 

dt  sm  z 

17«     Da  cos  ö  sin/)  =  cos  9  sin  A^  so  hat  man  auch: 

-  =  —  cos  cp  sin  A 
dt  ^ 

Es  wird  also     -  =  0,  also  h  ein  Maximum  oder  Minimum 

d  t 

sein,  wenn  ^4  c=t  0,  also  der  Stern  im  Meridian  ist  und  zwar 

zeigt  der  zweite  Differentialquotient,    dafs    h  ein   Maximum 

wenn  ^  =  0  und  ein  Minimum  für  A  =3  180  ist. 

Femer  wird     -  ein  Maximum  sein,    wenn  sin  ^  =  ±  l, 

dt 

also  ^  =  900  oder  270»  ist.  Die  Höhe  eines  Stenis  ändert 
sich  also  am  schnellsten  in  dem  Augenblicke,  wo  derselbe 
durch  den  Verticalkreis  geht,  dessen  Azimut  9(V*  oder  270^ 
ist.    Diesen  Verticalkreis  nennt  man  den  ersten  Vertical. 

Um  die  Zeit  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  diesen 
ersten  Vertical,  sowie  ihre  Höhe  in  demselben  zu  finden,  hat 
man  nur  in  den  Formeln  in  Nr.  6  dieses  Abschnitts  A  =  90^ 
zu  setzen  oder  das  jetzt  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  Stern» 
Zenith  und  Pol  zu  betrachten  und  erhält: 

tanff  6 

cos  t  =   = — 

sm  0 

sm  A  =  —, — 

smq) 

Ist  ^  ^  cp*  60  wird  cos  ^  unmöglich,  also  kommt  dann 
der  Stern   gar   nicht   mehr    in    den   ersten   Vertical,    sondern 
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culminirt  zwischen  Zenith  und  Pol.  Lst  ö  negativ ,  so  wird 
cos  t  negativ  9  da  aber  unter  nördlichen  Polhöhen  die  Stun- 
denwinkel der  südlichen  Sterne  immer  kleiner  als  90^  sind, 
solange  sich  dieselben  über  dem  Horizonte  befinden,  so  kom- 
men dieselben  auch  nicht  in  den  sichtbaren  Theil  des  ersten 
Verticals.  *) 

Für  Arctiuns  und  die  Polhöhe  von  Berlin  erhält  man: 

t  =  78"  48'. 5  =  4h  65'  14" 

und 

h  =  25"  80'. 2 

Arcturus  kommt  also  für  Berlin  in  den  ersten  Vertical 
vor  der  Culmination  um  9*^  13' .  5  und  nach  derselben  um 
19^  3'.  9  Sterifteit.  Ist  der  Stundenwinkel  nahe  bei  0,  so 
findet  man  t  durch  den  Cosinus  und  ?i  durch  den  Sinus  sehr 
ungenau.  Man  erhält  aber  dann  aus  der  Formel  für  cos  t 
auf  dieselbe  Weise  wie  früher: 

8in  (9+0) 

und  nimmt  dann  für  die  Berechnung  der  Höhe  die  folgende 
Formel: 

cotang  h  =  tang  i  cos  9 


IV.     Die  tägliche  Bewegung  als  Maafs  der  Zeit. 

Sternzeity  Sonnenzelt,  mittlere  Zeit. 

18.  Da  die  tägliche  Umdrehung  der  Himmelakugel  oder 
eigentlich  die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe  vollkommen 
gleichförmig  vor  sich  geht,    so   dient  uns  dieselbe  als  Mafs 


*)    Wie   man   auch   aus   der  Gleichung    für  am  h  ^ieht,    die  für  h 
dann  einen  negativen  Werth  giebt. 
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der  Zeit  9  die  wir  ja  in  einem  ebenfalls  gleichförmigen  Fort- 
gange begriffen  ansehen.  Die  Zeit,  welche  die  Erde  zu  einer 
einmaligen  Umdrehung  um  ihre  Axe  braucht ,  also  die  Zeit, 
welche  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Culminationen 
desselben  Fixsterns  verfliefst,  nennt  man  einen  Stern  tag. 
Man  fängt  denselben  zu  zählen  an,  oder  man  sagt,  dafs  es 
(y*  Sternzeit  ist  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Frühlings  Tag- 
und  Nachtgleichenpunct  durch  den  Meridian  geht.  Ebenso 
sagt  man,  dafs  es  1^,  2^,  3^  etc.  nach  Stemzeit  ist,  wenn 
der  Stundenwinkel  des  Frühlingspunctes  1\  2\  3*'  etc.  beträgt^ 
d.  h.  also,  wenn  derjenige  Punct  des  Aequators  culminirt, 
dessen  Rectascension  1^  2**,  3^  etc.  oder  15<^,  30^,  45^'  etc.  ist. 

Man  wird  in  der  Folge  sehen,  dafs  der  Frühlingspunct, 
überhaupt  die  Durchschnittspuncte  der  Ecliptic  und  des  Aequa- 
tors keine  festen  Puncte  sind,  sondern  dafs  sich  dieselben 
auf  dem  Aequator  rückwärts  bewegen.  Diese  Bewegung  ist 
aus  zweien  andern  zusammengesetzt,  von  denen  die  eine  der 
Zeit  proportional  ist,  also  sich  mit  der  täglichen  Bewegung 
der  Himmelskugel  verbindet,  die  andre  aber  eine  periodische 
ist.  Diese  letztere  Bewegung  bewirkt,  dafs  der  Stundenwinkel 
des  Frühlingspunctes  sich  nicht  vollkommen  gleichförmig 
ändert,  dafs  also  die  Sternzeit  kein  vollkommen  gleichförmiges 
Maafs  ist.  Indessen  ist  diese  Ungleichförmigkeit  äufserst 
gering,  da  die  Perlode  von  19  Jahren  nur  die  beiden  Maxi- 
ma  -  1"  und  -f  1"  enthält. 

19.  Wenn  die  Sonne  am  21.  März  im  Frühlings  Tag- 
und  Nachtgleichenpuncte  steht,  so  geht  sie  an  diesem  Tage 
nahe  um  0**  Stemzeit  durch  den  Meridian.  Die  Sonne  be- 
wegt sich  nun  aber  in  der  Ecliptic  vorwärts  und  da  sie  am 
23.  September  im  Herbst  Tag-  und  Nachtgleichenpuncte  steht, 
also  12^  Rectascension  hat,  so  culminirt  sie  an  diesem  Tage 
nahe  um  12^  Stemzeit.  Die  Zeit  der  Culmination  und  ebenso 
also  des  Auf-  und  Untergangs  der  Sonne  durchläuft  daher 
in  einem  Jahre  alle  Zeiten  des  Sterntages  imd  wegen  dieser 
Unbequemlichkeit  wird  die  Sternzeit  im  bürgerlichen  Leben 
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nicht  angewendet,  sondern  die  Sonne  selbst  als  Zeitmesser  ge- 
braucht. Man  nennt  den  jedesmaligen  Stundenwinkel  der  Sonne 
die  wahre  Sonnenzeit  und  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Culminationen  der  Sonne  verfliefst, 
einen  wahren  Sonnentag*  Es  ist  O''  wahre  Zeit  an  einem 
Orte»  wenn  die  Sonne  durch  den  Meridian  dieses  Ortes  geht. 

Diese  wahre  Zeit  hat  indessen  wieder  das  Unbequeme, 
dafs  sie  nicht  gleichförmig  fortgeht,  weil  die  Kectascension 
der  Sonne  sich  nicht  gleichförmig  ändert.  Einmal  nämlich 
bewegt  sich  die  ^onne  nicht  im  Aequator,  sondern  in  der 
Ecliptic  und  man  erhält  die  Kectascension  a  derselben  aus 
ihrer  Länge  A  nach  Nr.  9  Anm.  durch  die  Formel: 

tang  a  =  tang  X  cos  e 

oder,  wenn  man  hierauf  Formel  17  in  Nr.  11  der  Einleitung 
anwendet,  durch  die  Reihe: 

fx  =  X  —  tang  J  £*  sin  2  A  +  J  tang  |  f*  sin  4  A  —  .  .  etc. 

Daraus  sieht  man,  dafs  die  Kectascension  der  Sonne  un- 
gleichförmig wächst,  selbst  wenn  sich  die  Länge  derselben 
gleichförmig  änderte.  Die  Sonne  bewegt  sich  aber  aufscrdem 
auch  in  ihrer  Bahn  ungleichförmig  und  die  theorische  Astro- 
nomie lehrt,  dafs  die  Länge  derselben  zu  irgend  einer  Zeit  t 
dargestellt  wird  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

X  =  L  +  jLU  -h  4 

wo  4  eine  von  der  Länge  der  Sonne  abhängige  periodische 
Function  ist.  Aus  beiden  Ursachen  wächst  also  die  Kectas- 
cension der  Sonne,  und  somit  auch  der  Stundenwinkel  der- 
selben oder  die  wahre  Sonnenzeit  ungleichförmig.  Da  nun 
unsre  Uhren  eine  gleichförmige  Bewegung  haben,  also  die 
wahre  Sonnenzeit  nicht  angeben  können,  so  wird  dieselbe 
auch  nicht  im  bürgerlichen  Leben  angewandt,  sondern  man 
braucht  da  wieder  eine  gleichförmige  Zeit,  die  mittlere  Son- 
nenzeit. 

20.  Zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Durchgängen 
der  Sonne  durch   den  Friihlingspimct  verfliefsen  360 .  24222 
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Stemtage  d.  h.  irgend  ein  beetimniter  Stern  wird  in  dieser 
Zeit,  die  man  das  tropische  Jahr  nennt,  so  oft  seinen 
täglichen  Umlauf  an  der  Himmelskiigel  vollenden  oder  so  oft 
durch  den  Meridian  gehen.  Da  aber  die  Sonne  vermöge 
ihrer  eignen  Bewegung  in  der  EcUptic,  in  eben  dieser  Zeit 
die  24  Stunden  des  Aequators  durchlaufen  hat,  so  wird  sie 
während  eines  tropischen  Jahres  genau  einmal  weniger  durch 
den  Meridian  gegangen  sein,  als  ein  Fixstern  d.  h.  365.24222 
Mal.  Man  hat  nun  das  tropische  Jahr  in  ebenso  viele  gleiche 
Tage  getheilt,  die  man  mittlere  Tage  nennt  und  von  denen 
ein  jeder  wieder  24  gleiche  Stunden  enthält,  sodaTs  das  tro- 
pische Jahr  gleich 

365  Tagen  5  Stunden  48  Minuten  47.8091  Secunden 

in  mittlerer  Zeit  ist.  Nimmt  man  also  an,  dafs  eine  fingirte 
Sonne  sich  im  Aequator  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
bewegt,  dafs  also  die  Rectascension  rx  derselben  fiir  irgend 
eine  Zeit,  t  gegeben  ist  durch  den  Ausdruck: 

a  =  Z  +  jU/ 

wo  L  die  mittlere  I^änge  der  Sonne  zu  Anfang  der  Zeit 
t  lind 

360 


365.24222 

also  wenn  t  in  mittleren  Tagen  ausgedrückt  wird  =  59^8''.33 
ist,  so  wird  der  Stundenwinkel  dieser  mittleren  Sonne  die 
mittlere  Zeit  sein.  Der  mittlere  Tag  beginnt,  wenn  die 
Stemzeit  gleich  der  Länge  der  mittleren  Sonne  oder  wenn 
diese  fingirte  mittlere  Sonne  im  Meridian  ist.  Bei  astrono- 
mischen Angaben  werden  dann  die  Stunden  von  0'*  bis  24** 
fortgezählt. 

Die  mittlere  Sonne  wird  nun  vor  der  wahren  Sonne 
bald  voraus,  bald  hinter  derselben  zurück  sein,  je  nach 
dem  Zeichen  der  periodischen  Glieder  4  und  des  Gliedes 
—  tang  I  ^2  gin  2  A,  +  ...,  welches  die  Reduction  auf  die 
E  cl  i p  t  i  c  genannt  wird.    Diesen  Unterschied  zwischen  dermitt- 
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leren  lind  wahren  Sonnenzeit  nennt  man  die  Zeit  gleich  nng 
und  man  nimmt  das  algebraische  Zeichen  derselben  immer  so 
an,  dafs  man  dieselbe  zur  wahren  Zeit  algebraisch  addiren  mufs, 
um  die  mittlere  Zeit  zu  erhalten.  Die  Zeitgleichung  ist  vier 
Mal  im  Jahre  Null  oder  die  mittlere  Zeit  ist  gleich  der  wah- 
ren^  nämlich  am  14.  April,  am  14.  Juni,  am  31.  August  und 
am  23.  December  oder  an  den  darauf  folgenden  Tagen.  Zwi- 
schen dem  23.  December  und  dem  14.  April  erreicht  die  Zeit- 
gleichung um  die  Mitte  des  Februars  den  Maximumwcrth 
14'  34"  und  es  ist  in  diesem  Zeitraum  die  wahre  Zeit  hinter 
der  mittleren  zurück.  Zwischen  dem  14.  April  und  dem  14. 
Juni  trifft  in  der  Mitte  des  Mais  das  Maximum  3!  54''  ein 
und  zwar  ist  dann  die  wahre  Zeit  vor  der  mittleren  voraus. 
Zwischen  dem  14.  Juni  und  dem  31.  August  tritt  das  Maxi- 
mum 6'  11"  gegen  das  Ende  des  Juli  ein  und  in  dieser  Pe- 
riode ist  die  wahre  Zeit  wieder  hinter  der  mittleren  zurück. 
Endlich  ist  zwischen  dem  31.  August  und  23.  December  das 
Maximum  in  der  Mitte  des  Novembers  16'  17"  und  hier  ist 
die  wahre  Zeit  wieder  der  mittleren  Zeit  voraus.  Die  Zeit- 
gleichung wird  in  den  astronomischen  Ephemeridon  aufgefiihrt 
und  man  findet  dieselbe  z.  B.  in  Encke's  Jahrbuche  fiir  jeden 
wahren  Berliner  Mittag  angegeben.*)  Die  Dauer  eines  wah- 
ren Tages  beträgt  im  Maximum,  welches  Ende  December 
eintrifft  24*»  (/  30". 0.  Das  Minimum,  welches  Mitte  Septem- 
ber stattfindet,  beträgt  dagegen  23^  59'  39". 0. 

In  der  Astronomie  kommen  nun  die  drei  verschiedenen 
Zeiten  in  Anwendung  und  es  ist  daher  nöthig,  die  Regeln  ftir 
die  Verwandlung  dieser  drei  Zeiten  in  einander  kennen  zu 
lernen. 


*)  Die  Berechnung  der  Zeitgleichung  geschieht  aus  den  Sonnen- 
tafeln,  aus  denen  man  die  mittlere  und  wahre  Länge  und  ebenso  die 
mittlere  und  wahre  Rectascension  der  Sonne  für  jede  gegebene  Zeit 
finden  kann.  Die  besten  Sonnentafeln  sind  die  von  Bessel  verbesser- 
ten Carlinischen  Tafeln  in  den  Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per 
l'anno  1844. 
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21.  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in  Stern- 
zeit und  umgekehrt.  Da  365.24222  mittlere  Tage  gleich 
3^6,24222  Stemtagen   sind,  so  ist: 

.      o.        X  365.24222       .    .  „, 

em  Sterntag  =  ^^^7^—  mittleren  lagen 

=  einem  mittleren  Tage  -  3' 55".  909  mittlere  Zeit 
und  ein  mittlerer  Tag 

366.24222    ^i. 

=  SirrüiH  sterntagen 

=3  einem  Stemtage  +  3'  56".  555  Stemzeit. 

Ist  also  0  die  Stemzeit,  M  die  mittlere  Zeit  und  0o  die 
Stemzeity  die  für  Jlf  s=  0  d.  h.  fiir  den  Anfang  des  mittleren 
Tages  oder  fiir  den  mittleren  Mittag  statt  findet,  so  ist: 

r^     ^  1   24^-3' 55".  909 

und 

241»+ 8' 56".  556 


©  =  0«  +  Af 


•    '   ""  24»» 

Um  also  Stemzeit  in  mittlere  Zeit  und  umgekehrt  zu 
verwandeln,  mufs  man  die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage 
d.  h.  also  die  Reetascension  der  mittleren  Sonne  zu  Anfang 
des  mittleren  Tages  kennen  und  da  dieselbe  täglich  um 
3'  56" .  555347  zunimmt,  so  brauchte  dieselbe  nur  fiir  eine 
bestinunte  Epoche  gegeben  zu  sein.  In  den  astronomischen 
Ephemeriden  wird  diese  Gröfse  aber  der  Bequemlichkeit 
wegen  fiir  jeden  mittleren  Mittag  aufgefiihrt. 

Zur  weiteren  Erleichterung  der  Rechnung  hat  man  dann 
noch  Tafeln,  welche  die  Werthe  von 

24h-S'55".'909 
.-^ ..   i 

24h 

und 

24>»+8^56".555 
a4h 

für  die  einzelnen  Werthe  der  Zeit  i  geben.  Solche  Tafeln 
findet  man  ebenfalls  in  den  astronomischen  Ephemeriden  und 
in  allen  Sammlungen  astronomischer  Tafein. 
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Beispiel.  1849  Juni  9  14>>  16' 3^.85  StemzeU  fiir 
Berlin  in  mittlere  Zeit  zu  verwandeln. 

Die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  beträgt  nach  Encke^s 
Jahrbuche  fiir  diesen  Tag: 

öh  lO'  48".  30 

also  sind  vom  mittleren  Mittage  bis  zur  gegebenen  Zeit 
9^  5'  48" .  05  Stemzeit  verflossen  und  diese  sind  nach  den 
Hülfstafeln  oder  wenn  man  die  Multiplication  mit 

24''--3'55".909 
24»» 

macht,  9^  4!  18".  63  mittlere  Zeit.  Wäre  die  mittlere  Zeit 
gegeben,  so  würde  man  diesdbe  nach  den  Hülfstafeln  in  Stem- 
zeit verwandeln  und  diese  zu  der  Stemzeit  im  mittleren  Mit- 
tage addiren,  um  die  zu  der  gegebenen  mittleren  Zeit  gehö- 
rige Stemzeit  zu  finden. 

22.  Verwandlung  der  wahren  Zeit  in  mittlere 
Zeit  und  umgekehrt.  Um  wahre  Zeit  in  mittlere  Zeit  zu 
verwandeln,  hat  man  einfach  fiir  die  gegebene  wahre  Zeit 
die  Zeitgleichung  aus  den  Ephemeriden  zu  nehmen  und  diese 
zu  der  gegebenen  Zeit  algebraisch  hinzuzulegen.  Nach  dem 
Berliner  Jahrbuche  hat  man  die  Zeitgleichung  im  wahren 
Mittage: 


L  Diff.         II.  Diff. 


1849  Juni  8     -  l'  20".  73 


// 


+  ir.  36 


9  1      9   .  37  +   0".27 

It  .  63 
10  0    67   . 74 

Ist  also  die  wahre  Zeit  9^  5'  23".  60  für  den  9.  Juni  ge- 
geben, 80  findet  man  daftir  die  Zeitgleichung  —  1^4".  98, 
also  die  mittlere  Zeit  9^  4'  18" .  62. 

Um  mittlere  Zeit  in  wahre  zu  verwandeln  dient  dieselbe 
Zeitgleichung.  Da  diese  aber  in  den  Ephemeriden  ftir  wahre 
Zeit  gegeben  ist,  so  müfste  man  eigentlich  schon  die  wahre 
Zeit  kennen,  um  die  Zeitgleichung  interpoliren  zu  können. 
Bei  der  geringen  täglichen  Aenderung  derselben  wird  es  aber 
hinreichend  sein,    wenn  man  die  gegebene  mittlere  Zeit  da- 
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durch  in  wahre  verwandelt ,  daTs  man  eine  Zeitgleichung  an 
die  gegebene  Zeit  anbringt»  welche  nur  ungefähr  der  gege- 
nen  Zeit  entspricht  Mit  dieser  genäherten  wahren  Zeit  inter- 
polirt  man  dann  die  Zeitgleichung.  Ist  z.  B.  die  mittlere 
Zeit  9^  4t  18".  62  gegeben,  so  nehme  man  als  Zeitgleichung 
-  1'.  Mit  der  wahren  Zeit  9^  5'  18" .  6  findet  man  dann  die 
Zeitgleichung  -  V  4".  98,    also  die  wahre  Zeit  9»»  5'  23".  60. 

23.  Verwandlung  der  wahren  Zeit  in  Sternzeit 
und  umgekehrt.  Da  die  wahre  Zeit  nichts  anderes  als 
der  Stundenwinkel  der  Sonne  ist,  so  braucht  man  nur  noch 
die  Bectascension  A  der  Sonne  zu  kennen,  um  die  Stem- 
zeit  aus  der  Gleichung: 

0  =  W^  +  ^ 

zu  erhalten,  wo   W  die  wahre  Zeit  bezeichnet. 

Nach  dem  Enckeschen  Jahrbuche  hat  man  die  folgen- 
den Rectaseensionen  der  Sonne  ftir  die  wahren  Mittage  in 
Berlin: 

I.  Diir. 

1849   Juni   8        5h  5'  80".  79      .      .     ,,   _^ 

+    4    7   .  "o  I, 

»  »    '^«•"  4   8.2S     •*•'•" 

10  18    46  .  98 

Soll  man  nun  9»»  5'  23" .  60  wahre  Zeit  für  den  9.  Juni 
in  Stemzeit  verwandeln,  so  hat  man  für  diese  Zeit  die  Rec- 
tascension  der  Sonne  gleich  5»»  11'  12".  75,  also  die  Stemzeit 
gleich  14h  16'  36".  35. 

Um  Stemzeit  in  wahre  Zeit  zu  verwandeln,  bedarf  man 
einer  genäherten  Kenntnifs  der  wahren  Zeit  ftir  dib  Interpola- 
tion der  geraden  Aufsteigung  der  Sonne.  Zieht  man  aber  von 
der  gegebenen  Stemzeit  die  Rectascension  der  Sonne  ab, 
welche  iiir  den  Anfang  des  Tages  gilt,  so  erhält  man  die 
Anzahl  der  Sternstunden,  welche  seitdem  verflossen  sind. 
Diese  Stemstunden  mttfste  man  in  wahre  Zeit  verwandeln. 
Es  reicht  aber  hin,  dieselben  in  mittlere  Zeit  zu  verwandeln 
und  fUr  diese  ^nittlere  Zeit  die  Rectascension  der  Sonne  zn 

6» 
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interpoliren.     Zieht  man  diese  dann  von  der  g^ebenen  Stein- 
zeit ab,  80  erhfüt  man  die  wahre  Zeit. 

Juni  9  ist  die  Rectascension  der  Sonne  zu  Anfang  des  Tages 
gleich  5h  9'  38".  75,  also  sind  bis  zur  Stemzeit  U^  16'  36".35 
verHossen  9^  &  57".  60  Stemzeit  oder  9»»  5'  28".  00  mittlere 
Zeit.  Interpolirt  man  für  diese  Zeit  die  Rectascension  der 
Sonne,  so  erhält  man  wieder  5^  11'  12f' .  75,  also  die  wahre 
Zeit  9»»  5' 23'.  60. 

Man  kann  diese  Verwandlung  übrigens  auch  ebenso  be- 
quem vornehmen,  wenn  man  aus  der  Stemzeit  die  mittlere 
Zeit  sucht  und  aus  dieser  vermittelst  der  Zeitgleichung  die 
wahre  Zeit. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 

Correctionen  der  Beobachtungen ,  welche  durch  den 
Standpunct  des  Beobachters  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  und  durch  die  Eigenschaften  des  Lichts  bedingt 

werden. 

Die  astronomischen  Tafeln  und  Ephemeriden  geben  immer 
die  Oerter  der  Grestime,  wie  sie  vom  Mittelpuncte  der  Erde 
aus  erscheinen.  Für  unendlich  weit  entfernte  Gestirne  ist 
dieser  Ort  gleich  dem,  welchen  man  von  beliebigen  Puncten 
der  Oberflache  der  Erde  beobachtet.  Hat  aber  die  Entfer- 
nung des  Gestirns  ein  angebbares  Verhältnifs  zum  Halbmes- 
ser der  Erde,  so  wird  der  Ort  des  Gestirns,  vom  Mittelpuncte 
der  Erde  gesehen,  verschieden  sein  von  dem  Orte,  welchen 
man  von  irgend  einem  Puncto  der  Oberfläche  der  Erde  aus 
beobachtet.  Will  man  daher  den  beobachteten  Ort  eines  sol- 
chen Gestirns  mit  den  Tafeln  vergleichen,  so  mufs  man  Mit- 
tel haben,  durch  welche  man  den  vom  Mittelpuncte  der  Erde 
gesehenen  Ort  aus  dem  beobachteten  berechnen  kann.  Will 
man  umgekehrt  aus  dem  beobachteten  Orte  eines  solchen 
Gestirns  gegen  den  Horizont  des  Beobachters  z.  B.  in  Ver- 
bindung mit  seiner  bekannten  Position  in  Bezug  auf  den 
Aequator  andre  Gröfsen  berechnen,  so  mufs  man  dazu  die 
scheinbare  Position,  wie  sie  vom  Beobachtungsorte  gesehen 
erscheint,  anwenden  imd  mufs  also  die  vom  Mittelpuncte  ge- 
sehene, welche  die  Ephemeriden  geben,  in  die  scheinbare 
verwandeln. 
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Der  Winkel  am  Gestirne,  welcher  durch  die  beiden  Ge- 
sichtslinien vom  Mittelpuncte.  der  Erde  und  von  dem  Orte 
auf  der  Oberfläche  nach  demselben  gebildet  wird,  heifst  die 
Parallaxe.  Man  mufs  also  Mittel  haben,  die  Parallaxen  der 
Gestirne  för  beliebige  Zeiten  und  beliebige  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  berechnen  zu  können. 

Unsre  Erde  ist  femer  von  einer  Atmosphäre  umgeben, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  das  Licht  zu  brechen.  Man 
sieht  daher  die  Gestirne  nicht  an  ihrem  wahren  Orte,  sondern 
in  der  Richtung,  welcher  der  in  der  Atmosphäre  gebrochene 
Lichtstrahl  in  dem  Augenblicke  hat,  wo  derselbe  das  Auge 
des  Beobachters  trifft.  Der  Unterschied  dieser  Gesichtslinie 
von  derjenigen,  in  welcher  man  den  Stern  sehen  würde,  wenn 
keine  Atmosphäre  vorhanden  wäre,  heifst  die  Refraction. 
Um  also  aus  den  Beobachtungen  der  Gestirne  ihre  wahren 
Oerter  kennen  zu  lernen,  muls  man  Mittel  besiteen,  um  die 
Refraction  für  jeden  Punct  des  Himmels  und  fiir  jeden  Zu- 
stand der  Atmosphäre  zu  bestimmen. 

Hätte  die  Erde  keine  eigne  Bewegung  oder  wäre  die 
Geschwindigkeit  des  Lichts  unendlich  mal  gröfser  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erde,  so  würde  diese  Bewegung  keinen 
Einflufs  auf  den  scheinbaren  Ort  der  Sterne  haben.  Da  aber 
die  Geschwindigkeit  des  Lichts  zu  der  Geschwindigkeit  der 
Erde  ein  angebbares  Verhältnifs  hat,  so  sieht  ein  Beobachter 
auf  der  Erde  alle  Sterne  um  einen  kleinen  Winkel,  welcher 
von  diesem  Verhältnifs  abhängig  ist,  nach  derjenigen  Rich- 
tung vorgerückt,  nach  welcher  sich  die  Erde  bewegt.  Diesen 
kleinen  Winkel,  um  welchen  man  die  Oerter  der  Sterne  ver- 
möge der  Bewegung  der  Erde  und  des  Lichts  geändert  sieht, 
heifst  die  Aberration.  Um  also  die  wahren  Oerter  der 
Sterne  aus  den  Beobachtungen  zu  erhalten,  mufs  man  Mittel 
haben,  um  die  beobachteten  scheinbaren  Oerter  von  dieser 
Aberration  zu  befreien. 
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L    Die  Parallaxe. 

1.  Unsre  Erde  ist  keine  vollkommene  Kugel,  sondern 
ein  abgeplattetes  Sphäroid  d.  h.  ein  solches ,  welches  durch 
Umdrehung  von  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstanden 
ist.  Bezeichnet  a  die  halbe  grofse,  b  die  halbe  kleine  Axe 
eines  solchen  Sphäroids  und  u  die  Abplattung  in  Theilen 
der  halben  grofsen  Axe,  so  ist: 

a  a 

Ist  ferner  e  die  Excentricität  der  Erzeugungsellipse,  d.  h. 
also  derjenigen  Ellipse,  in  welcher  eine  durch  die  halbe  kleine 
Axe  gelegte  Ebene  die  Oberfläche  des  Sphäroids  schneidet, 
so  ist,  wenn  man  dieselbe  ebenfalls  in  Theilen  der  halben 
grofsen  Axe  ausdrückt: 


also  auch 


f «  =  1  -  ^ 
a 


a 


-  =  Vl-f' 


femer 


und 


a  =  1  -  l  1 


e 


\ 


Das  Yerhältnifs  —  ist  nun  nach  Bessels  Untersuchumren 

a 

bei  der  Erde 

2d8. 1528 


299  .  1628 


oder  es  ist: 


a  = 


299.  1528 
und  in  Toisen  ausgedrückt  ist: 

a  =  3272077  .14     log  a  =:  6  .  5148235 
h   =:  3261189.33     log  h  =  6.5183693 
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In  der  Astronomie  braucht  man  aber  nicht  die  Toise, 
sondern  die  halbe  grofae  Axe  der  Erdbahn  als  Einheit.  Be- 
zeichnet man  mit  n  den  Winkel,  unter  welchem  der  Aequa- 
torealhalbmesser  der  Erde  oder  die  halbe  grofae  Axe  des 
Erdsphäroids  von  der  Sonne  aua  eracheint  und  iat  R  die  halbe 
grofae  Axe  der  Erdbahn  oder  die  mittlere  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne,  ao  iat: 

a  =  /?  sin  9C 
oder 

"  ~   2Ö6265 

Der  Winkel  n  oder  die  Aequatoreal  -  Horizontalparallaxe 
der  Sonne  ist  nach  Encke  gleich: 

8".  57116 

Es  ist  der  Winkel,  unter  welchem  der  Halbmesser  des 
Erdäquators  von  der  Sonne  aus  gesehen  wird,  wenn  die  Sonne 
fiir  die  Orte  des  Erdäquatora  im  Horizonte  steht. 

2.  Um  nun  die  Parallaxe  eines  Gestirns  für  jeden  Ort 
auf  der  Oberfläche  berechnen  zu  können,  mufs  man  jeden 
Punct  auf  der  sphäroidischen  Erde  durch  Coordinaten  auf 
den  Mittelpunct  beziehen  können.  Als  erate  Coordinate  nimmt 
man  nun  die  Stemzeit  d.  h.  den  Winkel,  welche  eine  durch 
den  Beobachtungaort  und  die  halbe  kleine  Axe  gelegte  Ebene*) 
mit  der  Ebene  durch  die  halbe  kleine  Axe  und  den  Frühlings 
Tag-  und  Nachtgleichenpunct  macht.  Ist  dann  O^C^Fig.  2. 
die  Ebene  durch  den  Beobachtungaort  A  und  durch  die  halbe 
kleine  Axe,  ao  mufa  man  um  die  Lage  dea  Ortes  A  anzugeben, 
noch  die  Entfernung  AO  ss  q  vom  Mittelpuncte  der  Erde  und 
den  Winkel  AOC,  den  man  die  verbesserte  Polhöhe 
nennt,  kennen. 

Diese  Gröisen  kann  man  aber  immer  aus  der  Polhöhe 
AN C  ("nämlich  dem  Winkel,    den   der  Horizont  von  A  mit 


*)  Da  diese  Ebene  durch  die  Weltpole   and  durch  das  Zenith  des. 
Beobachtungsortes  geht,  so  ist  sie  die  Ebene  des  Meridians. 
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der  Weltaxe  oder  den  die  Normale  AN  9n  der  Oberfläche 
in  A  mit  dem  Aequator  macht)  und  den  beiden  Axen  des 
Erdsphäroidfl  berechnen. 

Sind  nämlich  x  und  y  die  Coordinaten  des  Punctes  A 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  O,  wenn  man  OC  als  Aze  der 
Absscissen,  OB  als  Axe  der  Ordinaten  ansieht ,  so  hat  man 
weil  A  ein  Punct  einer  Ellipse  ist»  deren  halbe  grofse  und 
halbe  kleine  Axe  a  und  b  sind,  die  Gleichung: 

Da  nun,  wenn  man  die  verbesserte  Polhöhe  mit  cp'  be- 
zeichnet, 

taug  9'  = 

X 

ist,  da  man  femer: 

dx 
tang  cp  =  -  ~ 

haty  indem  die  Polhöhe  9  der  Winkel  ist,  welchen  die  Nor- 
male an  A  mit  der  Axe  der  Absscissen  macht,  so  erhält  man, 
weil  die  Differentialgleichung  der  Ellipse 

y^  _  _^dx 

X  a^  dy 

giebt,  zwischen  den  Gröfsen  9  und  9'  die  folgende  Qleichung: 

tang  9'  =  -,  tang  9  (o) 

Um  ^  zu  berechnen,  hat  man: 

1?  =  V^«*+y»  = 


cos  9 


Da  nun  aus  der  Gleichung  ftir  die  Ellipse 


a 


1/    1   +  p    tang  9"        yl  +  tang  9.  tang  9' 
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folgt,  80  eriiält  man: 


y  1  +  taug  9  tang  <p'  f     cos  9'  cos  (9'— 9) 


(6) 


Durch  diese  beid^  Formeln  kann  man  also  iiir  jeden 
Ort  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  dessen  Polhöhe  9  bekannt 
ist,  die  verbesserte  Polhöhe  9'  und  den  Radius  q  berechnen. 

Für  die  Coordinaten  a  und  t/  erhält  man  noch  die  fol- 
genden Formeln,  die  auch  in  der  Folge  gebraucht  werden: 

a  cos  9 


Vcofl9*  +  (l-i)'sm9* 
a  cos  9 


Vl~£*  sin  9* 


(c) 


und 


.  b  /  «v 

y  =  X  tang  9    =  a:  — 5  tang  9  =  r  (l— £  v  tang  9 

a 

a(l~c*)sin9 

=  ,: j— : 1  («) 

V  1— £    sin  9 

Aus  der  Formel  (a)  kann  man  9'  in  eine  Keihe  ent- 
wickeln, welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  9  fort- 
schreitet. Man  erhält  nämlich  nach  Formel  (16)  in  Nr.  11 
der  Einleitung: 

^   =^-;iNT*™^^"*"   H^^N^j     sin49-etc. 
oder,  wenn  man 

a-h 


(^) 


0  +  & 

setzt: 


=  n 


Berechnet  man  die  numerischen  Werthe  der  Coefficien- 
ten  för  die  oben  gegebene  Abplattung  und  multiplicirt  die- 
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selben  mit  206265,  um  sie  in  Secunden  zu  erhalten,  so  be- 
kommt man: 

9'  =  9  -  11'  80".  65  sin  2  9  +  l".  16  sin  4  9  -  ..  (C) 

woraus  man  z.  B.  für  die  Polhöhe  von  Berlin  52«  SOf  16".  0 
findet 

1 

■ 

9'  =  62®  19' 8".  3 

Wiewohl  Q  selbst  sich  nicht  in  eine  so  elegante  Reihe 
wie  9'  entwickeln  läfst,  so  kann  man  doch  für  log  9  eine 
solche  finden.  *)    Die  Formel  (b)  giebt  nämlioh: 

,       ^ 

«    = p 

cos  9"  [1  +   — ,  tang  <p*\ 
Setzt  man  hierin  iiir  cos  9'^  seinen  Werth 


a* 

a* 

+  b*  tang  9* 

so 

erhält 

man: 

q'  = 

cos 
cos 

9' 

9' 

+ 
+ 

6*  sin  9* 
b^  sin  9 

a* 

+ 

&* 

+ 

Ca*-b*)  cos  2 

9 

ö*  +  ft'  +  (a*  — Ä*)  cos  2  9 

(g'+O*  +  (q'-O*  +  g  (oVft^  (q'-ft*)  coi  2  9 

(a  +  Ä)*  +  (a  -  &)•  +  2  (a  +  6)  (a  -  *)  cos  2  9 


also: 


a^^b^^'^'K^     H-^-rppCos2  9]| 
[1  +   (— r-l)     +  2  — — TC0s2  9]i 


^         a  +  6 


Schreibt  man    die  Formel  logarithmisch  und   entwickelt 
die  Logarithmen   der  Quadratwurzeln  nach  Formel  (15)  in 


*)  Encke,  Jahrbach  fnr  1852  pag.  826,  wo  aach  Tafeln  gegeben 
sind,  aus  denen  man  fiir  jede  Polhöhe  9'  und  log  t;  findet. 
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Nr.  11  d«r  Einleitung  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinus  der 
Vielfachen  von  2  9  forschreiten,   so  erhält  man: 

a'  +  6*         lo*— 6*        a  —  b) 
U^kyp  «  =  log  kyp  ^   ---  +    |-y^,  _  __j   CO.  2  9 

—     etc. 
oder  ibr  Briggische  Logarithmen,  wenn  man  zugleich 


iß) 


a  +  b 

mit  fi  bezeichnet: 

log  (?  =  log  («  1^^-)  +  M   |(^^.  -  n)  cos  2  q> 

—    etc. 
wo  M  den  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen  bedeutet  und 

logAf  =  9.6877843 

ist      Berechnet    man   wieder    die    numerischen  Werthe   der 
Coefficienten,  so  erhält  man,  wenn  man  a  =  1  nimmt: 

log9  =  9.9992747   -f  0.0007271  cos  2  «p  -  0.0000018  cos  4  9     (F) 

und  daraus  z.  B.  für  die  Polhöhe  von  Berlin: 

log  ^  =  9.9990880 

Kennt  man  also  die  Polhöhe  eines  Orts,  so  kann  man 
durch  die  Reihen  (C)  und  (F)  die  verbesserte  Polhöhe  und* 
die  Entfernung  des  Orts  vom  Mittelpuncte  der  Erde  berech- 
nen und  durch  diese  Gröfsen  in  Verbindung  mit  der  Stem- 
zeit  die  Lage  des  Orts  gegen  den  Mittelpunct  der  Erde  in 
jedem  Augenblicke  angeben.  Denkt  man  sich  durch  den 
Mittelpunct   der  Erde    ein    rechtwinkliges  Coordinatensystem 
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gelegt,  dessen  Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Aequa- 
tors  steht,  während  die  Axen  der  üs  und  y  in  der  Ebene  des 
Aequators  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x 
nach  dem  Frühlingspuncte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem 
90.  Grade  der  Rectascensionen  gerichtet  ist,  so  kann  man  auch 
die  Lage  des  Ortes  auf  der  Oberfläche  gegen  den  Mittelpunct 
durch  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  ausdrücken: 

X   =    (}  cos  9'  CO8  0 

y  =  (^  cos  9'  sin  0  (Or) 

2  =  Q  sin  9' 

3.  Die  Ebene  y  in  welcher  die  Gesichtslinien  vom  Mit- 
telpuncte  der  Erde  und  vom  Beobachtungsorte  nach  dem  Ge* 
stime  liegen,  geht,  wenn  man  sich  die  Erde  als  sphärisch 
denkt  y  nothwendiger  Weise  durch  das  Zenith  des  Beobach- 
tungsortes und  schneidet  also  die  scheinbare  Himmelskugel 
in  einem  Verticalkreise.  Daraus  folgt,  dafs  die  Parallaxe  nur 
die  Höhe  der  Gestirne  ändert,  das  Azimut  dagegen  ungeän- 
dert  läTst.  Ist  nun  A  Fig.  2  der  Beobachtungsort,  Z  sein 
Zenith,  S  der  Stern  und  0  der  Mittelpunct  der  Erde,  so  ist 
ZOS  die  wahre  vom  Mittelpuncte  der  Erde  gesehene  Zenith- 
distanz  z,  dagegen  ZAS  die  scheinbare,  von  dem  Orte  A 
auf  der  Oberfläche  beobachtete  Zenithdistanz  z*.  Bezeichnet 
man  dann  die  Parallaxe  d.  h.  den  Winkel  an  S^  z'  ^  z  mit 
p\  so  ist: 

sin  o   =  - '  sin  2 
A 

wo  A  die  Entfernung  des  Gestirns  von  der  Erde  bedeutet, 
und  da  p'  aufser  beim  Monde  immer  nur  ein  sehr  kleiner 
Winkel  ist,  so  ist  es  erlaubt,  den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu 
tertauschen  und  zu  setzen: 

y  SS  ^  sin  /.  206265 

Die  Horizontalparallaxe  ist  also  dem  Sinus  der  scheinba- 
ren   Zenithdistanz    proportional.       Sie    ist    im    Zenith    Null, 
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erreicht  im  Horizonte  ihr  Maximum  und  bewirkt»  dafs  man 
die  Höhen  alier  Gestirne  zu  niedrig  sieht.  Der  Maximum- 
werth  für  z  ^  0 

p  =   ^  206265 

heifst  die  Horizontalparallaxe  und  der  Werth 

p  =  -    206265 

WO  a  der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist,  die  Horizontal- 
Aequatoralparallaxe. 

Bisher  ist  die  Erde  als  sphärisch  vorausgesetzt;  da  indes- 
sen die  Erde  ein  Sphäroid  ist,  so  geht  die  Ebene,  in  welcher 
die  Gesichtslinien  vom  Mittelpuncte  der  Erde  und  vom  Beob- 
achtungsorte nach  dem  Gestirne  liegen,  nicht  durch  das 
Zenith  des  Beobachtungsortes,  sondern  durch  den  Puncto  in 
welchem  die  Linie  vom  Mittelpuncte  der  Erde  nach  dem  Beob- 
achtungsorte die  scheinbare  Himmelskugel  trifft.  Es  wird 
daher  auch  das  Azimut  der  Gestirne  durch  die  Parallaxe  ge- 
ändert und  zugleich  wird  der  strenge  Ausdruck  für  die  Höhen- 
parallaxe ein  andrer  sein  als  der  eben  gegebene.  *) 

Denkt  man  sich  drei  auf  einander  senkrechte  Coordinaten- 
axen,  von  denen  die  postive  Axe  der  z  nach  dem  Zenith  des 
Beobachtungsortes  gerichtet  ist,  während  die  Axen  der  x  und 
y  in  der  Ebene  des  Horizonts  liegen  und  zwar  so,  dafs  die 
positive  Axe  der  a  nach  Süden,  die  positive  Axe  der  y  nach 
Westen  gerichtet  ist,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Gestirns 
in  Bezug  auf  diese  Axen: 

A'  sin  2'  cos  A\  A'  sin  sf  sin  A'  und  A'  cos  z' 

WO  A'  die  Entfernung  des  Gestirns  vom  Beobachtungsorte,  / 
und  A  vom  Beobachtungsorte  gesehene  Zenithdistanz  und 
Azimut  bezeichnen. 


^J  Der  Verf.  verdankt    die  folgende,    elegante  Entwickelung  der 
gütigen  Mittheilung  des  Herrn  Prof.  Encke. 
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Femer  sind  die  Coordinaten  des  Gestirns  in  Bezug  auf 
ein  Äzensystem^  welches  dem  vorigen  parallel  ist  aber  durch 
den  Mittelpunct  der  Erde  geht: 

^  sin  2  cos  A,  Asmz  sin  A  und  ^  cos  z 

wenn  man  mit  A  die  Entfernung  des  Gestirns  vom  Mittel- 
puncte  der  Erde  und  mit  z  und  A  die  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  gesehene  Zenithdistanz  und  das  Azimut  bezeichnet. 
Da  nun  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  der  Erde  in  Bezug 
auf  das  erstere  System  respective: 

—  Q  sin  (9—9')»  ^  ""^  ~  9  ^^  (9"~9') 
sind^  so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

6!  sin  sf  coaA'  =  A  sin  2  cos>4  —  q  sin  (9— <j/) 

£^'  sin  /  sin  A!  =  A  sin  2  sin  A 

A'  cos  2'  =  A  cos  «  —  (^  cos  (9—9') 

oder: 

A'  sin  2'  sin  (A'—A)  =  ^  sin  (9—9')  sin  A 

A'  sin  2'  cos  {A!-~A)  =  A  sin  2  —  (^  sin  (9—9')  cos  A  (a) 

6!  cos  z  =  A  cos  2  —  Q  cos  (9—9') 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin^(-4'  — A), 
die  zweite  mit  cos  \  (Ä -- A)  und  addirt  die  Producte,  so 
erhält  man: 

A  sm  2    =  A  sin  2  —  g  sin  (9—9)  ttd — 7; 

A'  CO«  2'  =  A  cos  2  —  (^  cos  (9—9') 
Setzt  man  dann: 

^°gy  =  cosK^--^)  ^^^"^^  ^^  . 

SO  wird: 

A'  sin  «'s  A  sin  2  -  (?  cos  (9-9')  ^^  7 

A'  cos  /  =  A  cos  2  —  1}  cos  (9  —9  ) 


oder: 


A'  sin  (J^z)  =  1?  cot  (9-9)      ^^y  i 

A'  cos(i/-2)  =  A  -  «  cos(9-9')  ^^^    ^ 


(c) 
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und  auch  noch,  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  ^^{J^z)^ 
die  zweite  mit  cos  \  (jl-^z)  mttldplicirt  und  die  Producte 
addirt : 

^'  =  ^  _  ß  C08  (9-yO  cos  [Kg +g)  -  y\ 

cos  y 

Dividirt  man  die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  durch  A, 
nimmt  man  femer  den  Halbmesser  des  Erdäquators  als  Ein- 
heit an 9  und  setzt: 


wo  p  also  die  Horizontal -Aequatorealparallaxe  bezeichnet,  so 
erhält  man  nach  der  Formel  (12)  und  (13)  in  Nr.  11  der 
Einleitung: 

^_A  JlJ^P^S^-'^  sin  ^  +   I  (^A^?$^(^)y  A^  2  ,,  +  ... 

Bin  2  \  8Ul  z  / 

y  =  C08  i4  (9—9')  —  sin  A  tang  \  (^'_^)  (9—9') 
,   sin  A  sin  Ä  cos  k^A'-^A)     .  ,.  ^         .. 

+  ^  co.H^'-^)''~~    (•P-'P^—   > 

COS  y  V        , , 

\  cos  y  /  ^      y^  -^ 

log  hup  A'  =  log  hyp  A  -  g""P<^Cy-y)  C08  (z^y) 

,    /osin/?  cos  (9— 9')\*  ^,         ^ 

j   I  v       ^         v^ — 21^  j     ^^g  2  (2— y)  etc. 

\  cosy  /  ^      ^^ 


*)  Es  ist  nKmlich: 

cos  i  (id'+i4)  ^       ,         ,.        ,  cos  i  {Af-^Ay  ^       ,         ;^3 
>'  =  ^:r^)  tang(9~9)  -  ^osuV^)'  Ung(9^)3+... 

Setxt  man  hier  für  tang  (9—9O  die  Reihe 

(9-9')  +  1(9-9')*  +  ... 
so  erhält  man  leicht  den  im  Texte  gegebenen  Ausdruck. 
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Hiemach  ist  genähert  bis  auf  Gröfsen  von  der  Ordnung 
ain  p  («p— cp')»  die  bei  der  Gröfse  y  nie  in  Betracht  kommen 
werden: 

y  =  (q)— q)')  cos  A 

und  man  erhält  fUr  die  Azimutalparallaxe: 

,              §jin/>  sin  (9-«p')    . 
A  —A  =  2 ± — . — ü — 1_  sin  A 

sin  s 

oder,  wenn  z  sehr  klein  sein  sollte,  strenge: 

o  sin^  sin  (<p— cp')    . 
2 .        — -^-^  sm  -4 

tang  (A  -  A)  =  ^    >    „    ■    .  /x 

^  _  g8inj>sin(y^(p)   ^^^  ^ 


sin  z 


Da  ferner: 

cos  (q)  — <p')        cos  ^  (^'+^)  sin  (9—9') 
COS  y  cos  ^  (^'— i4)  sin  y 

also  sehr  nahe  gleich  1  ist,    so  erhält  man  fiir  die  Parallaxe 
der  Zenithdistanz : 

z  —  z  —  9  sin  />  sin  \z  —  (cp  —  €p')  cos  A] 

oder  strenge: 

-—sin  (z'—z)  =  {f  Binp  sin  \z  —  (9—9')  cos  ^J 

—  cos  (2'-«)  =  1— osin/>co8[2— (9— 9')  cos  A] 
A 

Für  den  Meridian  ist  also  die  Parallaxe  im  Azimut  Null 
und  die  Parallaxe  der  Zenithdistanz: 

z  —z  =  Q  sin^  sin[z  —  (9—9')] 

4.  Aehnlich  erhält  man  die  Parallaxe  für  fiectascension 
imd  Declination.  Die  Coordinaten  eines  Gtostims  in  Bezug 
auf  die  Ebene  des  Aequators  und  den  Mittelpunct  der  Erde 
seien: 

A  cos  S  co8  a,  A  cos  6  sin  a  und  A  sin  S 

7 
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Die  scheinbaren  Coordinaten  in  Bezog  auf  dieselbe 
Ebene,  wie  sie  vom  Beobachtungsorte  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  erscheinen,  seien  dagegen: 

A'  cos  6^  cos  a' ,  A'  cos  8  sin  al  und  A'  sin  6' 
Dann  hat  man,  weil  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der 
Oberfläche  in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  der  Erde  und  Air 
die  Grundebene  des  Aequators: 

Q  cos  9'  cos  ©,  ^  cos  <p'  sin  0  and  9  sin  9' 
sind,  zur  Bestimmung  von  A',  (x  und  b'  die  drei  Gleichungen: 
A'  cos  S  cos  a'  =  A  cos  £  cos  a  —  Q  cos  9'  cos  0 
A'  cos  S  sin  (X   =  A  cos  6  sin  a  —  Q  cos  9'  sin  0  (a) 

A'  sin  d'  =  A  sin  5  —  Q  sin  9' 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  sin  a,  die  zweite 
mit  cos  (*.  und  zieht  beide  von  einander  ab>    so  erhält  man: 

A'  cos  6'  sin  (fit—a)  =  —  q  coe  9'  sin  (0— a) 

MultipHzirt  man  dagegen  die  erste  Gleichung  mit  cos  (f, 
die  zweite  mit  sin  u  und  addirt  beide,  so  findet  man: 

A'  cos  Ä'  cos  ((a—u)  =  A  cos  S  ^  Q  cos  9'  cos  (0— a) 

Es  ist  mithin: 

,  ,       .        0'  cos  9'^  sin  (a— 0) 

tang  (u—oi)  =  ^ ^ ^ T^ — -T 

A  cos  ö  —  Q  cos  9  cos  (a— 0) 

g  cos  9'    .     .       ^. 

=  7 ~    «in  (a--0) 

A  cos  o 


o  cos  ö'  7 

^    -    A  — ^  ^^  (a-0> 

A  cos  O 

oder,  wenn  man  hierauf  die  schon  oft  gebrauchte  Reihenent- 
wickelung anwendet: 

^A)         u'-a  =  ^^  »in  («-©)  +  i  (^^Y.m  2  (a-e) 

A  COS  o  \A  cos  0/ 

Für  alle  Fälle,  den  Mond  ausgenommen,  reicht  man  mit 
dem  ersten  Gliede  dieser  Reihe  aus  und  hat  dann  ganz  ein- 
fach, wenn  man  ftir  q  den  Halbmesser  des  Aequators  zur 
Einheit  nimmt  und  dann  im  Zähler  den  Factor  sin  x  (wo  n 
die  Horizontal -Aequatoralpareallaze  der  Sonne  ist)  hinzufUgt, 
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damit  im  Zähler  «ind  Nenner  dieselbe  Einheit,  nämlich  die 
halbe  grofse  Aze  der  Erdbahn  vorkommt: 

,  g  Bin  IC  CQg  q/      ain  (a~0) 

{ly)  a  —  a  = .  j — 

A  coe  0 

u^0  ist  der  östliche  Stundenwinkel  des  Gestirns.  Die  Par- 
allaxe vergrölsert  also  die  Bectascensionen  der  Sterne  auf 
der  Ostseite  des  Meridians  und  vermindert  dieselben  auf  der 
Westseite.  Steht  das  Qestim  im  Meridian,  so  ist  die  Parallaxe 
desselben  in  Bectasoension  gleich  Null. 

Um  nun  auch  eine  ähnliche  Formel  fi)r  6'— 6  zu  finden, 
setze  man  in  der  Formel  für 

A'  cos  6'  co8(a'— tt) 

jetzt 

1—2  sin  J  («-«)' 
Statt 

cos  (a  —  a), 
wodurch  man  erhält: 

A'  cos  Ä'  =  A  coi  6  —  (^  cos  9'  cos  (0~a)  +  2  A'  cos  tf  sin  ^  (a'— a)" 

Multiplicirt  und  dividirt  man  das  letzte  Glied  mit 
cos  i  (a'— //),  so  findet  man  hieraus,  wenn  man  zugleich  die 
Formel : 

A'  cos  Ö'  sin  («'— a)  =  —  ^  cos  9'  sin  (0— a) 

benutzt: 


A/        xf        A         X                   ;  cos  [0  -  4  (a  +«)J 
A  cos  a  =  A  cos  d  —  o  cos  <p — 7-^-7 r- 

'        ^         cos  t  (flf  — a) 
Führt  man  nun  die  Htilfsgröfsen  ein: 

|9  sin  ^  =  sin  q/ 

pCOSy  =: r---, r 

^  cos  I  (a  —  a) 

SO  erhält  man  aus  (6): 

A'  cos  A'  =  A  cos  8  —  f^ß  coB  y 

und  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (a): 

A'  sin  ^  r=  A  sin  6  —  qß  sin  y 


ih) 


W 
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Aus  beiden  Gleichungen  findet  man  aber  leicht: 

A'  sin  (^-Ä)  =  -  Qß  sin  (y-Ä) 
A'  cos  (S>S)  =  A  —  ß/3  cos  (y—Ä) 


oder: 


^  sin  (y-^Ö) 
tang  (Ä'-Ä)  =  -  -=- 


— -  cos  (y  —  Ä) 
A 


oder  auch  nach  der  Formel  (12)  in  Nr.  11  der  Einleitung: 


y-6  =  -  ^  sin  (y-ö)  -  i  8^  sin  2  (y-«)  -  etc.  (C) 

Führt  man  hier  für  3  seinen  Werth    .  ein   und    setzt 

sm  y 

wieder  q  sin  n  Atatt  {^,    um    im  Zähler  und  Nenner  dieselbe 

Einheit  zu  haben,    so  erhält  man,    wenn  man  nur  das  erste 

Glied  der  Reihe  mitnimmt: 

«,     ^  __        Q  sin  A  sin  9'      sin  (y—6) 

A  *        sin  y 

Setzt  man  noch  in  der  zweiten  der  Formeln  (c)  was 
immer  erlaubt  ist,  eins  statt  cos  |  (a  — kx)  und  a  statt  cos  ^  (<^'+oc) 
so  sind  also  die  vollständigen  Näherungsformeln  zur  Be- 
rechnung der  Parallaxe  in  Rectascension  und  Declination 
die  folgenden: 

,  ^Qcoscp'      sin  (©—a) 

A  cos  O 

°^  ^  "  cos(©-a) 

Ä'—Ä  —  —  ^9  ^^'^  9^  sin  (y— 6)  *) 

A  sin  y 


*)  Für  den  Meridian  erhält  man  hieraus: 

6'— Ä  = ~  sin  (9'— 6)  =  (^  ■-  sin  [«  —  (cp— <p')] 

also  die  Parallaxe  in  Declination  gleich  der  tiöhenparallaxe. 
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Hat  das  Geatim  eine  sichtbare  Scheibe ,  so  wird  sein 
scheinbarer  Halbmesser  von  der  Entfernung  abhängen  und 
man  wird  also  auch  dafiir  eine  Correction  nöthig  haben.  Es 
ist  aber: 

A'  sin  (S^—y)  =  A  sin  (Ä— y) 


A'  =  A 


sin  (ö—y) 


R  —  R  . 


8in(Ä'— y) 

und  da  sich  nun   die  Halbmesser,  so  lange  dieselben  kleine 
Winkel  sind,   umgekehrt  wie  die  Entfernungen  verhalten»  so 

hat  man: 

sin  (Ä'— y) 
sin  (6— y) 

Beispiel.     1844  Sept.  3  wurde  in  Bom  um  20^  41'  38'' 
Sternzeit  ein  von  de  Vico  entdeckter  Ck)met  beobachtet 

in  der  Rectascension     2^  85'  55".  5 
und  in  der  Declination  — 18    48    21   .6 

Der  Logarithmus  der  Entfernung  von  der  Erde  war  zu 
dieser  Zeit  9.28001,  femer  ist  für  Rom 

9'  =  41*  42'.  5 

und 

log  Q  =  9  .  99986 

Damit   ist    dann    die    Rechnung    för    die   Parallaxe  die 
folgende: 

e  in  Bogen  810*  24'.  5 


a 

2    85  .  9 

e 

•— a 

-  52*  11'.  4 

tangq)' 

9.94999 

y  = 

55*28'.  6 

cos  (0— a) 

9.78749 

6  =  - 

18    48    4 

sin  (e-a) 

9.8976511 

y-6   =  f 

74    12  .0 

4C(}C089' 

sec  6 

1 .52576n 
0 . 02862 

sin  (y — Ä) 
IT  (^  sin  9' 

9.98827 
1.47576n 

log  (a'-a) 

1 .44708 

coeec  y 
log  S-ö  = 

0.08413 
1  .54816f> 

(a'-a)  = 

+  27".  99 

Ä'-ö  = 

-  84".  93 
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Wegen  der  Parallaxe  ist  also  damak  die  Kectaseennon 
des  Cometen  um  28'^0  gröfser  und  die  Dedinadon  um  i4!'.9 
kleiner  beobachtet,  als  man  sie  vom  Mittelpunote  der  Erde 
gesehen  hätte.  Der  von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Cometen 
ist  also: 

a  =  2^  So'  27",  5 

5  =  —   IS    42   46  .  7 

Um  die  Parallaxe  eines*  Gestirns  fiir  Coordinaten,  welche 
auf  die  Grundebene  der  Eclipüc  bezogen  sind,  zu  erhalten, 
ist  es  nöthig,  die  Coordinaten  des  Beobachtungsortes  in  Be- 
zug auf  den  Mittelpunct  der  Erde  für  dieselbe  Grundebene 
zu  kennen.  Verwandelt  man  aber  0  und  cp'  in  Länge  und 
Breite  nach  Nr,  8  des  ersten  Abschnitts  und  erhält  man  da- 
für die  Werthe  /  und  6,  so  sind  diese  Coordinaten: 

Q  cos  h  cos  / 
^  cos  h  sin  / 
Q  sin  h 

und  man  hat  dann,  wenn  A.\  |9%  A'  scheinbare  und  A.,  j^,  A 
wahre  Grröfsen  sind,  die  drei  Gleichungen: 

A'  cos  ^  cos  V  =  A  cos  j3  cos  X  —  ^  cos  b  cos  / 
A'  cos  ßf  sta  X'  =  A  cos  ß  sin  A  —  Q  cos  b  sin  / 
6!  sin  ßf  sz  Ann  ß  —  f^  nah 

woraus  man  ganz  ähnliche  Endformeln,  wie  vorher  findet, 
nämlich : 

A  cos  ß 

tane  b 
^  ^       co8(;-A) 

jj'-ß  =:  _  ?li|5i     sin  (y-ß) 

A  sin  ^ 

e  und  vp  sind  die  Bectascension  und  Declinadon  desjenigen 
Punctes,  in  welchem  der  verlängerte  Erdhalbmesser  die  schein- 
bare Himmelskugel  trifft,  /  und  b  sind  also  die  Länge  und 
Breite  desselben  Punctes.     Betrachtet  man  die  Erde  als  sphä- 
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lisch,  so  fallt  dieser  Punct  mit  dem  Zenith  zusammen  und 
man  nennt  die  Länge  desselben  auch  den  Nonagesimus, 
weil  der  dieser  Länge  entsprechende  Punct  der  Ediptic  90^ 
von  den  im  Horizonte  befindlichen  Puncten  derselben  absteht. 

S.      Da    die   Horizontalparallaze   des  Mondes    oder   der 

Winkel  ^— —  ,  wenn  A  die  Entfernung  des  Mondes  von  der 

Erde  bezeichnet,  immer  zwischen  54  und  61  Minuten  beträgt» 
so  reicht  man  bei  der  Berechnung  der  Mondsparallaxe  mit  dem 
ersten  Gliede  der  Reihe  für  iJ—ul  und  6'— £  nicht  aus,  son- 
dern man  mufs  dann  entweder  auf  die  höheren  Glieder  mit 
Rücksicht  nehmen  oder  die  strengen  Formeln  anwenden. 

Man  suche  die  Parallaxe  des  Mondes  in  Rectascension 
und  Declination  ftir  Greenwich  den  10.  April  1848  um  10^. 
Für  diese  Zeit  ist: 

a  =5  7>»  48'  20".  35  =   115*  60'  S".  76 

ö  =  +  ie«27'22".9 

0=   11»»  17' O".  02   =   16»**  16' O".  SO 

die  Horizontalparallaxe 

p  =  56'  57".  6 
Ä  =  16'  81".  8 

ferner  ist  iiir  Greenwich: 

9'  =   51*  17'  25".  4 
log  ^    s=  9.9991184 

Führt  man  die  Horizontalparallaxe  p  des  Mondes  in  die 
beiden  in  Nr.  4  gefimdenen  Reihen  fiir  a'— a  und  6'— d  ein, 
so  werden  diese: 


/  • 


/        cos  O 


+  t 


/O  008  Op    Sin  p\        ,  ,_ 

\       eo9  0       J 


.    (o  cos  cp  iiini?\'   .     ,  .^       .  ) 
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und: 

Ä'-«  =  -  206265    |g'^'P''^^8in(y-g) 

^        /g  rin  q>' rinpy  ^.^ 

\    cosec  y    y  ^^       ' 

+  I  (  \ Z L  \    sm  8  (y-0)  +  . .  .J 

'   \     cosec  7     /  * 

WO  man  jetzt  zur  Berechnung  des  Hülfewinkels  y  die  strenge 
Formel  anzuwenden  hat: 

,      cos  \  (a'—a) 

Berechnet  man  diese  Formeln,  so  erhält  man  fiir  r/— u: 

aas  dem  ersten  Glieder  —  29^45".  71 

„       „     zweiten       „  —  11  .  47 

„       „     drüten        „  —     0  .  08 

also  a'-a  =  -  29' 57".  21 

und  fiir  6'— 6: 

aus  dem  ersten  Gliede:  —  86'  84^.21 

„       „     zweiten     „  —  20  .  91 

,,       „     dritten      ,,  —     0  .  12 

also  S-ö  =  -  86'  55".  24 

Die  scheinbare  Rectascension  und  Dedination  des  Mon- 
des ist  somit: 

a'  =   116*  20'  6".  54  y  s:   15"  50'  27".  66 

Zuletzt  erhält  man  noch  fiir  den  scheinbaren  Halbmesser: 

b!  =  15' 40".  20 

Zieht  man  es  vor,  die  Parallaxen  nach  den  strengen 
Formeln  zu  berechnen,  so  mufs  man  sich  diese  für  die  loga- 
rithmische Rechnung  bequemer  einrichten.  Die  strenge  For- 
mel ftir  tang  (a'^d)  war: 

,  ,       .         D  cos  <p'  sin  p  sin  (a— 0)  sec  6  ,  . 

tang  (fx  —a)  =    } ^ f- — i -r r  (a) 

l  —  (j  cos  9  sm  p  cos  (a— 0)  sec  o 
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Femer  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen: 

A'  sin  &  =  sin  6  —  Q  aia  q/  sin  p 

und: 

A'  cos  S  cos  (tt'— a)  =  CO«  ö  —  q  cos  q)'  sin/>  cos  (a-H) 

js,        [sin  ö'  —  o  sin  <p'  sin  p]  cos  (a'—a)  »ec  ö 

tang  O    =   — j —  g. —      ^        ,  X  (ff) 

l  —  Q  cos  9  sm  p  sec  o  ccw  ((x  — 0) 

Da  femer: 

A    _  cos  Ä'  cos  (tt'—a) 

A'  ~  cos  Ä  —  Q  cos  <p'  sin  />  cos  (a— 0) 

so  erhält  man  noch: 

-  CO«  &  CO«  (a'— a)  «ec  ö  .  . 

sm  if    = r  .         -     s .       ■  ^  (r) 

t  ~  (^  cos  q>  SU  ^  sec  0  co«  (a^0) 

Führt  man  nun  in  (a),  (fr)  und  (^)  die  Hülfsgröfsen  ein: 

o  bin  p  cos  o)'  CO«  (a— 0) 

CO«  A  =  = ^— = 

CO«  o 

und: 

«in  C  =  Q  sinp  tmq/ 

80   erhält  man   die   für   logarithmische   Rechnung   bequemen 
Formeln: 

^  ,       .        ho  CO«  <p'  «in  ».  «in  (a— 0) 

tang  (a  — a)  =  — = r— : — t~^ 

^  ^  '  CO«  o  «in  I  ^' 


und: 


^,       «in  i  (ö-C)  CO«  I  (Ä  +  Q  CO«  (af-a) 
•  CO«  ö  «in  f  >4' 

.  _  I  CO«  y  CO«  (pl—a) 
CO«  0  «in  f  il' 


Sucht  man  a'— a,  ä'  und  H  für  das  vorige  Beispiel  auch 
nach  diesen  Formeln ,   so  erhält  man  fast  genau  wie  vorher: 

a'-a  =  -  29' 67".  21 

*  =  +   15"  60'  27".  68 
ä'  =         18'  40".  21 

Für  die  strenge  Berechnung  der  Parallaxen  in  Länge 
und  Breite  erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln,  in  denen  nur 
X\  A,  ^,  /3,  /  und  i)  an  der  Stelle  von  «',  «,  6',  Ä,  0  und 
q>'  vorkommen. 
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IL    Die  Refraction. 

6.  Die  Lichtstrahlen  gelangen  nicht  durch  einen  leeren 
Raum  zu  uns ,  sondern  durch  die  Atmosphäre  der  Erde.  Im 
leeren  Räume  gehen  die  Lichtstrahlen  geradlinig  fort;  wenn 
dieselben  aber  in  ein  andres  Medium,  welches  das  Licht 
bricht,  eintreten ,  so  werden  sie  von  ihrer  ursprünglichen  Rich- 
tung abgelenkt.  Besteht  dieses  Medium  nun,  wie  unsre  At- 
mosphäre aus  unendlich  vielen  Schichten,  deren  Brechungs- 
kraft sich  stetig  ändert,  so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahk 
durch  dasselbe  eine  wirkliche  Curve  bilden.  Ein  Beobachter 
auf  der  Erde  sieht  nun  das  Object  in  der  Richtung  der  letzten 
Tangente  der  Curve,  welche  der  Lichtstrahl  durchläuft  und 
muTs  aus  dieser  Richtung,  dem  scheinbaren  Orte  des  Objects 
auf  diejenige  Richtung  des  Lichtstrahls  schliefsen,  welche  der- 
selbe gehabt  haben  würde,  wenn  er  einen  leeren  Raum  durr.h- 
lanfen  hätte  d.  h.  auf  den  wahren  Ort  des  Objects.  Der 
Unterschied  beider  Richtungen  heifst  die  Refraction  und 
da  die  Curve,  welche  der  Weg  des  Lichtstrahls  in  der  At- 
mosphäre bildet,  dem  Beobachter  die  concave  Seite  zuwendet, 
so  sieht  man  wegen  der  Refraction  alle  Gestirne  in  einer  zu 
grofsen  Höhe. 

Im  Folgenden  wird  die  Gestalt  der  Erde  als  sphärisch 
vorausgesetzt,  da  der  Einflufs  der  sphäroidischen  Gestalt  der 
Erde  auf  ^e  Refraction  ganz  unbedeutend  ist.  Die  Atmosphäre 
wird  aus  concentrischen  Schichten  bestehend  angenommen» 
innerhalb  welcher  die  Dichtigkeit,  also  auch  die  davon  abhän- 
gende Brechungskraft  constant  ist.  Um  nun  die  Aenderung 
der  Achtung  des  Lichtstrahls  in  jeder  Schicht  vermöge  der 
Brechung  zu  bestimmen,  mufs  man  die  Gesetze  der  Brechung 
des  Lichts  kennen.  Es  sind  ihrer  vier,  nämlich  die  folgenden: 
1)  Wenn  ein  Lichtstrahl  auf  irgend  eine  Fläche  eines  Kör- 
pers trifft,  welche  zwei  Medien  von  verschiedener  Brechbar- 
keit trennt,  so  lege  man  eine  tangirende  Ebene  an  den  Punct, 
wo  der  Lichtstrahl  einfallt,  ziehe  die  Normale  und  lege  durch 
dieselbe  und  den  Weg  des  Lichtstrahls  eine  Ebene,  so  wird 
der  Lichtstrahl  auch  nach  seinem  Eintritt  in  den  Körper  diese 
Ebene  nicht  verlassen. 
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2)  Wenn  man  Ach  die  Normale  auswärU  verlängert  denkt, 
so  wird  bei  einerlei  Medien  Air  alle  Einfallswinkel  der  Sinus 
dieses  EinfSülswinkels  (d.  h.  des  Winkels  zwischen  dem  ein- 
fidlenden  Strahl  und  der  Normale)  zum  Sinus  des  Brechunga* 
winkeis  (d.  h.  des  Winkels  zwischen  dem  gebrochenen  Strahl 
und  der  Normale)  ein  constantes  VerhältniTs  haben.  Dieses 
Verhältnifs  nennt  man  den  Brechungsexponenten  ftir  diese 
zwei  Medien. 

3)  Wenn  der  Brechungsezpouent  zwischen  zwei  Medien  A 
und  B  gegeben  ist  und  ebenso  der  zwischen  zwei  andern 
Medien  B  und  C»  so  ist  der  Brechungsexponent  zwischen  den 
Medien  A  und  C  das  zusammengesetzte  Verhältnifs  vom 
Brechungsexponenten  zwischen  A  und  B  und  dem  zwischen 
B  und  C. 

4)  Ist  /li  der  Brechungsexponent  fiir  den  Uebergang  von 

einem  Medium  A  in  ein  andres  ^5,  so  ist  -  der  Brechungs- 

exponent   fiir   den  Uebergang  von  dem   Medium    B  in  das 
Medium  A. 

Es  sei  mm  O  Fig.  3  ein  Ort  auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  C  der  Mittelpunct  derselben,  S  der  wahre  Ort  eines 
Sterns  9  CJ  die  Normale  an  dem  Puncte  «/,  in  welchem  der 
Lichtstrahl  SJ  die  erste  Schicht  der  Atmosphäre  trifft.  Ist 
dann  der  Brechungsexponent  ftir  diese  erste  Schicht  bekannt, 
so  kann  man  nach  den  Brechungsgesetzen  die  Richtung  des 
gebrochenen  Strahles  finden  und  erhält  dann  für  die  zweite 
Schicht  einen  neuen  Einfallswinke].  Betrachtet  man  nun  die 
n.te  Schicht  und  ist  CN  die  Linie  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  nach  dem  Puncto,  in  welchem  der  Lichtstrahl  die  n.te 
Schicht  trifft,  ist  ferner  4  der  Einfallswinkel,  /„  der  Brechungs- 
winkel, /Hft  der  Brechungsexponent  vom  leeren  Räume  in  die 
^•^9    /"n-f-i   dasselbe  fiir  die  n+lste  Schicht,    so  hat  man:*) 

sin  in  :  sin/«  =  |ti«+i  :  /m 


*)  Diese  Brechungsezponenten  sind  Brüche,    deren  Zähler  gröfser 
als  der  Nenner.      Für  Schichten  an  der  Oberflkche  der  Erde  ist  z.  B, 

n  =  1.000394  oder  nahe    . 

^  3899 
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Ist  dann  N'  der  Piuict,  in  welohem  der  Lichtstrahl  die 
n+lste  Schicht  trifft,  so  hat  man  im  Dreiecke  NCN\  wenn 
man  die  Entfernungen  der  Puncte  iV^  und  iV'  vom  Mittel- 
puncto  der  Erde  mit  r„  und  r^^i  bezeichnet: 

sin/n  :  sin  i;i+i  =  r„+i  :  r„ 

und  aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  ersteren: 

r„  sin  t» /Im   =  r„+i  sin  tn^-i^ifn-M 

Da  abo  das  Product  aus  der  Entfernung  vom  Mittelpunct 
in  den  Brechungsexponenten  und  den  Sinus  des  Einfallswin- 
kels fiir  alle  Schichten  der  Atmosphäre  dasselbe  ist,  so  erhält 
man,  wenn  man  mit  a  eine  Constante  bezeichnet,  als  allge- 
meines Gesetz  der  Befraction: 

r.^i.sint  =  a  (a) 

WO  r,  /A  und  %  demselben  Puncte  der  Atmosphäre  zugehören 
müssen.  Für  die  Oberfläche  der  Erde  wird  nun  i  d.  h.  der 
Winkel,  welchen  die  letzte  Tangente  des  Lichtstrahls  mit  der 
Normale  bildet,  gleich  der  scheinbaren  Zenithdistanz  z  des 
Sterns.  Nennt  man  also  a  den  Halbmesser  der  Erde  und  /Kq 
den  Brechungsexponenten  für  eine  Luftschicht  an  der  Ober- 
fläche der  Erde,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constante 
a  die  Gleichung: 

a/x^  sinz  =  a  (5) 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Dichtigkeit  der  Atmosphäre 
sich  stetig  ändert,  dafs  also  die  Höhe  der  Schichten,  inner- 
halb welcher  die  Dichtigkeit  als  constant  angesehen  werden 
darf,  unendlich  klein  ist,  so  wird  der  Weg  des  Lichtstrahls 
durch  die  Atmosphäre  eine  Curve,  deren  Gleichung  man  be* 
stimmen  kann.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein  und  nennt  t; 
den  Winkel,  welchen  jedes  r  mit  dem  Radius  CAl  macht,  so 
erhält  man  leicht: 

dv 
r  —  =  tangt  (c) 

CLT 

Die  Richtung  der  letzten  Tangente  ist,  wie  man  eben 
gesehen  hat,   die  scheinbare  Zenithdistanz  z^  dagegen  ist  die 
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wahre  Zenithdbtaiiz  4  der  Winkel,  welchen  die  verlängerte 
ursprüngliche  Richtung  SJ  des  Lichtstrahls  mit  der  Normale 
macht  Dies  4  hat  zwar  seinen  Scheitel  in  einem  andern 
Puncte  als  dem,  in  welchem  sich  das  Auge  des  Beobachters 
befindet;  da  indessen  die  Atmosphäre  nur  von  geringer  Höhe 
ist,  die  leuchtenden  Körper  dagegen  sehr  weit  entfernt  sind, 
überdies  auch  die  Eefraction  selbst  ein  kleiner  Winkel  ist, 
so  wird  der  Unterschied  zwischen  dem  Winkel  4  und  der 
wahren  Zenithdistanz,  die  man  in  O  beobachtet  hätte,  nur 
sehr  unbedeutend  sein.  Selbst  beim  Monde,  wo  dieser  Unter- 
schied noch  am  merklichsten  ist,  beträgt  derselbe  nur  einen 
sehr  kleinen  Theil  einer  Bogensecunde.  Man  kann  daher 
annehmen,  dafs  der  Winkel  4  die  wahre  Zenithdistanz  ist 

An  dem  Puncte  iV,  für  welchen  die  veränderlichen 
Gröfsen  t,  r  und  (n  gelten,  lege  man  nun  eine  Tangente  an 
den  Lichtstrahl,  die  mit  der  Normale  CO  den  Winkel  4'  h\U 
det;    dann  ist: 

(f  =  »+  t,  (d) 

DiflPerenzirt  man  dann  die  allgemeine  Gleichung  (a)  loga- 
rithmisch, so  erhält  man: 

dr  dii 

—   +  cotang  i  ,di  +  — *-  =  0 
r  fii 

und  aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 
(c)  und  {d)i 

d^  =  -  Ungt  -^ 

oder,  wenn  man  tang  i  eliminirt  durch  die  Gleichung: 

lang  t  = 


sin  t  a 


yi  -siÄi*  ^r^in^-a^ 


und  fiir  «  seinen  Werth setzt: 

-  9inz^  d^i 
d^  ^   -L. 


(^ 
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Das  Integral  dieser  Gleichung ,  genommen  zwis< 
Urenzen  4'  =  ^  und  c^  ss  z^  giebt  dann  den  Betrag 
fraction.     Setzt  man: 

a 

—    =    l-f 

r 

SO  kann  man  die  Gleichung  auch  so  schreiben: 

(1  —s)  sin  zdfL 


d?  ^  -      \f 7 — 1^?\ ^^^ 

/*    y  cos  2»  -   (l-— i)  +  (*»-«")  Mn2» 

Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  raiifste  man  nun  b 
als  Function  Ton  jii  kennen.  Die  letztere  Chröfse  selbst  ist 
von  der  Dichtigkeit  abhängig  und  zwar  lehrt  die  Physik,  dafs 
die  Crröfse  /i^  —  1 ,  die  man  auch  die  brechende  Kraft  nennt, 
der  Dichtigkeit  proportional  ist.  Führt  man  also  als  neue 
Veränderliche  die  Dichtigkeit  o  ein,  gegeben  durch  die 
Gleichung: 

wo  Q    eine  Constante  ist,  so  erhält  man: 

*   (l  — a)  sin  2  .  c  .  — 

Tr;!"    Vco«»^ -2af  1    -  i±£S.^   +  (2/»-*»)  Hinz« 

oder,  wenn  man  setzt: 

i2 —   —  iZH — 5_  =    2  a 

a(l— »)  8in  2  -=- 


j'-"«('-^)jyco..'-»«(t-?-)+(2^*)mz«   ^ 


Der  Coefficient 


-'"(-.^) 


ist  das  Quadrat  des  Verhältnisses   des  Brechungsexponenten 
fiir  eine  Schicht    deren  Radius  r   zum    Brechungezponenten 
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einer  Schicht  an  der  Oberfläche  der  Erde.  Da  aber  für  die 
Grenze  der  Atmosphäre  /i  <=  1,  dagegen  für  die  Brechung 
Yom  leeren  Raum  in  Schichten  an  der  Oberfläche  der  Erde 

/'•  =  TTTL  ist,   so  liegt  das  Verhältnifs  —     immer    zwischen 

'^    •       8900  ^  /lIq 

diesen  engen  Ghrenzen.  Die  Gröfse  a  ist  daher  klein  und 
man  kann  defshalb  statt  des  veränderlichen  Factors 


1 


-"i'-t) 


seinen  mittleren  Werth  zwischen  den  zwei  äufsersten  Grenzen 
1  und  1  —  2  ex  d.  h.  den  constanten  Werth  1— a  nehmen. 

Um  die  Gleichung  /  integriren  zu  könoen,  mufs  man 
nun  noch  s  als  Function  von  q  ausdrücken,  d.  h.  also  das 
Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  sich  die  Dichtigkeit  der 
Atmosphäre  mit  der  Höhe  über  der  Erdoberfläche  ändert. 
Betrachtet  man  zuerst  die  Temperatur  der  Atmosphäre  als 
gleichförmig,  so  wird  die  Dichtigkeit  eine  reine  Function  des 
Druckes  oder  der  Elasticität  der  Lufl  und  man  hat  nach  dem 
Mariottischen  Gesetze,  wenn  p  den  Druck  der  Luft  für  einen 
Punct,  dessen  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  r  ist, 
bezeichnet: 

9 

P  =  Po  ~ 

Erhebt  man  sich  dann  in  der  Atmosphäre  um  cf  r,  so  ist 
die  Abnahme  des  Druckes  gleich  der  kleinen  Luftsäule  i^e/r, 
multiplicirt  in  die  der  Entfernung  r  entsprechende  Schwere  ^, 
also: 

dp  ^  "  gi^dr 

od^r,  da  auch: 

9  =  9o  -p 
WO  jeq  ^^  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde  bezeichnet: 

äp  =  -  9o   ZJ  9^^^ 

T 
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mithin  auch: 

do  a 

Po  —  =  i7o «  e  d .  ^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung,  und  bestimmt  die  Cqp- 
stante  dadurch,  dafs  für  q  =  Qq  auch  r  c=  a  ist,  so  erhält  man 


(:-) « ^ 


e  =  Qo  ß 


wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist.  Nennt  man 
dann  noch  l  die  Höhe  einer  Luftsäule  von  der  Dichtig- 
keit Qo*)>  welche  vermöge  der  Schwere  po  dem  Drucke  jt>o 
das  Gleichgewicht  hält,  so  dafs: 

Po  =  9oQo^ 

so  erhält  man  endlich,  wenn  man  wieder 

a 

-  =  1— s 

r 

setzt: 

Diese  Gleichung  giebt  also  fiir  jeden  Werth  von  s,  also 
für  jeden  Werth  von  r  die  Dichtigkeit  der  Luft  an  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  die  Temperatur  in  der  ganzen  Atmosphäre 
gleichförmig  ist.  Da  diese  Voraussetzung  indessen  der  Natur 
nicht  entspricht,  indem  die  Temperatur  der  Atmosphäre  nach 
einem  uns  unbekannten  Gesetze  mit  der  Höhe  abnimmt,  so 
ist  man  genöthigt,  irgend  eine  Hypothese  über  das  Gesetz, 
nach  welchem  die  Dichtigkeit  der  Atmosphäre  sich  ändert,  zu 
machen. 


*)  Dies  l  ist  für  die  Temperatur  von  8^R^aamur  gleich  4226.05  Toisen. 
Es  ist  gleich  der  mittleren  Barometerhöhe  an  der  Oberfläche  des  Meeres 
maltiplicirt  mit  der  relativen  Dichtigkeit  des  Quecksilber  gegen  Luft. 
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Be&nelf  dem  wir  die  genauesten  Refractionstafeln  verdanken, 
nimmt  fUr  dies  Oesetz  den  folgenden  Ausdruck  an: 

h—l      as 
^  =  Co  *  h     '     l 

WO  h  eine  Constante  ist,  die  so  bestimmt  werden  mufs^  dafs 
die  nach  diesem  Gesetze  berechneten  Refractionen  den  beob- 
achteten entsprechen.     Setzt  man  nun: 

und  fährt  dann  in  die  Gleichung  (/)  statt  q  seinen  durch 
die  Formel: 

(?  =  (?o  «  (A) 

gegebenen  Werth  ein,  so  erhält  man: 

aß  e  sin  «  (l  — g)  du 


6^-  + 


oder,  wenn  man  die  Wurzelgröfse  nach  Potenzen  von  s  ent- 
wickelty  indem  man  —  «^  sin  z^  als  einen  kleinen  Zuwachs  der 
übrigen  Glieder  unter  dem  Wurzelzeichen  betrachtet: 

y  _        aße  Bin  z  08 

(1-a)    \coBz*-  2a  M-<   "  ^'   j  +  2*ßin«*  |  * 

ap#ii«  «  ~        «in  «  jcoe«*  — 2a  l  l  — e       *^'   y  +  *sinz*|^|j 

(1-a)    I  cos«*— 2a  (  l-e   "" '^^^  J  +   2»8ina!"!^ 
—  etc. 

7.  Integrirt  man  die  Gleichung  ($)  nach  s  zwischen  den 
Grenzen  s  ^  H^  wo  H  die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  und 
tf  =3  0,  so  erhält  man  den  Betrag  der  Refraction.  Um  indessen 
positive  Zeichen  zu  erhalten,  werden  im  Folgenden  die  Gren- 
zen in  umgekehrter  Ordnung  genommen  werden,  sodaTs  der 
dann  gefundene  Werth  för  die  Refraction  so  zu  verstehen 
ist,  dafs  man  denselben  zu  dem  scheinbaren  Orte  algebraisch 
addiren  mufs,  um  den  mittleren  Ort  zu  erhahen. 

8 


lU 

Da  nun  s  wegen  der  im  Vergleiche  zum  £rdhalbine88er 
geringen  Höhe  der  Atmosphäre  immer  nur  eine  kleine  Grröfse 
ist,  so  ist  das  erste  Glied  der  Seihe  für  d^  bedeutend  gröfser 
als  die  folgenden,  die  nur  einen  geringen  Einflufs  haben  und 
man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dafs  schon  das  zweite  Glied 
so  klein  ist,  dafs  es  immer  vernachlässigt  werden  kann.  Dies 
Glied  erreicht  nämlich  für  z  =  90,  wenn  also  das  beobachtete 
Object  im  Horizonte  steht,   seinen  gröfsten  Werth,  nämlich: 

(l~a)  J2.,--2a(l__^  -ß«)|^ 

Um  diesen  Ausdruck  zu  integriren,  mufs  man  denselben 
in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  a  entwickeln.  Bedenkt  man 
aber,  dafs  der  merklichste  Thei)  des  Integrals  derjenige  ist, 
wo  8  sehr  klein  ist,  so  braucht  man  nur  die  ersten  Glieder 
mitzunehmen  und  erhält  dann,  da: 

-ß« 

aß\7-dse  ^^'  [l--2ai3] 
~(l-a)  2*[l-ap]4 

Diesen  Ausdruck  hätte  man  nun  eigentlich  nach  8  zwi- 
schen den  Grenzen  «  =  0  und  8  =  H  zu  integriren,  man  kann 
indessen  ohne  irgend  welchen  Fehler  ftir  diese  Grenzen  auch 
0  und  <x  nehmen  und  findet  dann  ftir  das  Integral,  wenn 
man  bemerkt,  dafs: 


/' 


0 

ist,  den  folgenden  Werth: 


a  [1-^2  aß]  Y 

4(i-a)  fr^ß]  t- 


iß 


*)  Dies  Integral   ist  eine  von  den  in  der  Analysis  mit  F  bezeich- 
neten   Functionen,    den    sogenannten   Eulerschen   Integralen    und   zwar 

r(l) 
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Subatituirte  man  hierin  die  später  Torkommenden  nume» 
rischen  Werthe  der  Constanten,  so  würde  man  erhalten  Qt\  55 
und  da  dies  der  Maximumwerth  des  Integrals  des  zweiten 
Gliedes  ist,  welcher  überdies  nur  im  Horizonte  statt  hat,  so 
kann  man  dies  Glied  und  um  so  mehr  die  folgenden  Glieder 
ganz  vernachlässigen. 

Es  ist  also  nur  noch  das  erste  Glied  der  (jleichung  (t) 
nämlich : 

^  ^  aß  e  sin  2  a» 

(1-a)  |co«2«-2a  (l~«  ~  ^^')+2*«ina*j  *  ^*^ 

Führt  man  hier  die  neue  Veränderliche  ein: 

s    =  -  a  (  l-e  ~  ^^j  +  f 

so  wird  der  Nenner  einfitch: 

(l  -a)  [cos  z*  +  »*'  »in  «']* 

und  man  hat  dann  nur  noch  «  "^  '     ds  durch  a  auszudrücken. 
Da  aber: 


{'-'-") 


(0 


*  =  j    +  a   : r 

8in  z 


80  kann  man  die  Gröfse  e  ^*,  indem  man  fiir  s  den  Werth 
aus  dieser  Gleichung  substituirt,  nach  Potenzen  von  u  ent- 
wickeln. Setzt  man  nämlich  e  ^  &s  m,  so  hat  man  nach 
dem  Maclaurinschen  Lehrsatze: 

tt  =  t7  +  ay  +  a*7,  + +  o^  gn  + («) 

wo  U  der  Werth  von  u  für  'a  t=  0  oder  hier  e       ^  *    ist  und 


VdaV 


q„  =  — -i ~ fdr   o  =  0 


Man  braucht  also  nur  noch  den  Werth  ( j— ;  j  ^  a  =  0 
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aus  der   Gleichung   (t)  zu  entwickeln.      Schreibt  man   aber 
diese  Gleichung: 

80  wird: 


{%)  = "  (57) 


also  ist  auch: 


Wenn  man  nun  y^u  in  Bezug  auf  t  integrirt  und  nach- 
her wieder  in  Bezug  auf  t  differenzirt ,  wodurch  der  Werth 
von  ydu  nicht  geändert  wird,  so  erhält  man: 

(S)=(^) 

mithin: 

fd^u\   ^  fd^/p  du\ 
\da^J        \  dadt  ) 

Aus  der  Gleichung  (ß)  folgt  aber,  wenn  man  fydu  statt 
tf  setzt: 

fd/y  du\   ^   /d/y\  du\ 


also  wird: 


'^) = n^) 


\da 


Ganz  ähnlich  erhält  man  dann: 
und  allgemein: 


I)  '  (c^i^)  *"  '•  ^^)         W 
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und  da  nun  für  «  b  0 

-ßs' 
tt  =  « 


8111  Z^ 


SO  erhält  man  endlich  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(a),  (y)  und  (6): 

J7 


=   e 


*    •    •    • 


I.2.8....fi8in2"  i-^ 71 r-^ ' 

d»  •"-! 

In  der  Gleichung  (k)  war  nun  noch  der  Zähler  durch 
die  neue  Veränderliche  $  auszudrücken.     Da  aber: 

P  d$e       ^     =  ^  d.e       ^ 

SO  wird  die  Gleichung  (k)  jetzt,  wenn  man  d.e'^  '^'aus  Glei- 
chung (e)  entwickelt: 

_aßmzd»'  '   ^  -  P«' 


(m)  

1.381112^  57^ 


L  _^.'  K.-^--)'.-^"! 


2i_^  i(.-^-,)".-^j 


1.2.S..nBiiixS«»  ^  , 

^  etc. 


WO  in  dem  allgemeinen  Gliede  das  obere  oder  untere  Zeichen 
gilt,  je  nachdem  n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 


118 
Es  ist  aber: 


a' 


,-|(.-/3''_t)%  -p-'j 


1.2.3  ...nsinz^fi  d,' « 


t.2.S...nfinz'"l  n      —  nß*' 

1— n.n      « 


+  !i(!LlI)(^^i)%-('*-Oß*'j 


1  .2 


wie  man  leicht  sieht,   wenn  man 

in  eine  Reihe  entwickelt,  jedes  Glied  mit  e  ^^  multiplicirt 
und  dann  nmal  nach  a  differenzirt;  mithin  erhält  man,  wenn 
man  in  Gleichung  (m)  für  die  einzelnen  Glieder  diese  Beihen- 
entwickelung  substituirt: 

^__a  psinza«  /         e 

"  T^  [co82*  +  2/8mz*]J  l  aß     /       -  2  ßs'  -  ßs' 

Sin 


(») 


unz"  \  / 

1.2  8in2*\    • 

1.2.3  smz^V  I 

) 


3.2^3-23«'        -.3/ 
1.2 


/ 


und  diese  Gleichung  hat  man  nun  zwischen  den  gehörigen 
Grenzen  zu  integriren.  Das  Integral  muTs  aber  immer  von 
der  Oberfläche  der  Erde  bis  zur  Grenze  der  Atmosphäre» 
deren  Höhe  H  sein  mag«  genommen  werden ,  also  von  r  ^  a 
bis  r  SS  a  ^  H,  Da  aber  an  der  Ghrenze  der  Atmosphäre  die 
Dichtigkeit  derselben  Null  ist,  also  der  Lichtstrahl,  wenn  man 
denselben  vom  Auge  des  Beobachters  ausgehend  denkt,  keine 


119 

weitere   Brechung  erleidet^    so   kann    man    für    die   Ghrenzen 
auch  r  =i  a  und  r  =3  co  nehmen,  und  da: 

a 

ii  =    1 , 

r 

SO   werden  also  die   Grrenzen  in  Bezug  auf  diese  Veränder- 
liche »  =  0  und  »  =  ly  mithin  in  Bezug  auf  a',  /  s  0  und 


«'  =  l  - 


■in  z* 


Aus  der  Gleichung  (A)  folgt  aber,  dafs  ß  eine  sehr  grofse 
Zahl  ist,  weil  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  die  Dichtigkeit 
Null  isty  also  die  Formel  wenigstens  einen  so  kleinen  Werth 
für  o  geben  muls,  dsSa  man  ihn  ohne  allen  merklichen  Irrthum 

vernachlässigen  kann.  Die  Gröfsen  e  ~~  '  werden  also, 
wenn  man  für  $'  die  obere  Ghrenze  substituirt,  sämmtlich  sehr 
klein  und  man  kann  daher  in  dem  Integral  der  Gleichung  (n) 
ohne  merklichen  Irrthum  «  =  0  und  «'  t=3  co  als  Grenzen 
nehmen. 

Die  Glieder   der  Gleichung  (n)  enthalten  nun  alle  einen 
Factor  yon  der  Form: 

P^*^  «»^^  (ri) 

y^OBZ*  +2*'  «in  2* 

Führt  man  hier  eine  neue  Veränderliche  t  ein,  gegeben 
durch  die  Gleichung: 

,  cos «'        ,         1     4 
sin  z  j3r 

SO  geht  der  DifTerentialausdruck  (»i)  über  in: 


V 


rß   cos  z*  , 

11  dt.e    i     ^n"7* 


r 


und,  wenn  man  also  setzt: 


/ 


Qr 

€  dt    zz    4  2  ^  (»*) 
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wo  das  Integral  zwischen  den  Grenzen 

t  =   cotang  2   1/  • — 

und  t:=s  Q/:>  genommen  werden  soll,  so  wird: 

/o»                           , 
ßdJ  sinze  ~'^^'      __       %\f  (r) 

mithin >  wenn  man  die  Eefraction  mit  6z  bezeichnet; 


*'  =  f^  v'«ß 


«'ß'   /  ^  5.  ^  M 


"^      •   ■    •   * 


ein  Ausdruck,  fiir  welchen  man,  da: 


1       -  X    +    —    — —     +    .  .  .       =  « 

12         1.2. S 


auch  den  folgenden  schreiben  kann: 

aß 

2  ap 

8in  2  /  (XJ) 

«r^<  s  Saß 

1.2  Binz*  ^  ^  ^ 

+ 

Die  Berechnung  des   Betrages   der   Befiraotion   ist  also 
zurückgeführt   auf  die  Berechnung   der  Transcendente  t|>(r) 

oder  auf y    e"^     dt,  genommen  zwischen  den  Ghrenzen 


'V'i 


cotang  2 
und  <  B3  G/D.      Kennt  man  dies  und  die  numerischen  Werihe 
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der  Constanten  a  und  ß,  so  kann  man  durch  die  Formel  (B) 
den  Betrag  der  Kefraction  6z  fiir  jede  scheinbare  Zenith- 
distanz  z  finden. 


8.     Setzt  man: 

cotang  z'  =  7 


rß  _, ,  _  „,. 


2 

SO  hat  man  also  jetzt  noch  die  Transcendente : 


zu  bestiuunen.  Zur  Berechnung  derselben  bedient  man  sich 
Yorzüglich  zweier  Methoden.  Die  erste  entwickelt  die  Trans- 
cendente in  eine  Beihcy  welche  man  durch  theilweise  Inte- 
gration erhält  9  tmd  die  zwar  bis  ins  Unendliche  fortgesetzt, 
divergirt,  aus  der  man  aber  doch  die  Werthe  mit  beliebiger 
Annäherung  erhalten  kann,-  indem  dieselbe  die  Eigenschaft 
hat,  dafs  wenn  man  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  die 
folgenden  Glieder  zusanunen  nicht  mehr  betragen  als  das  zu- 
letzt mitgenommene.     Es  ist  nämlich: 

oder,  wenn  man  theilweise  integrirt: 


Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 


-/•-r-/i^'^=...v^ 


+  i- 


/«   '  dl 


/•-?-./'<-;."■) 
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alflo  endlich: 

/^  -t*      « ~'  r  —   ^  •  ^   1-3.5 


+ 


1.8.5  ...,(2n  — 1)         1.8.5  ....  (2n+l)      /  6  "^      <*'    T 
(2  2*>»  ^  2^+i  /  Täü+F  J 


oder  nach  Einsetzung  der  Grenzen: 


__^t  e  \ l_  1.8      ^    1.8.5 

r 


1.3.5  ....  (2n— 1) 
(2r>  ^ 


1.8.5.... (2fH-l)   /  ^f«     4<    1 
2»i+i  /    *         ^Tü+i  I 


r 

Die  Factoren  des  Zählers  wachsen  nun  immer,  sie  werden 
daher  auch  gröfser  als  2  T'  werden  und  von  hier  ab  wachsen 
dann  alle  Glieder  unaufhörlich,  da  das  im  Zähler  hinzukom- 
mende mit  jedem  Gliede  gröfser  wird  als  das  im  Nenner  hin- 
zukommende.    Betrachtet  man  nun  aber  den  Rest 


/>oo 

1.8.5  ....  2n+l      /      — f* 


««+2 
T 


SO  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  dieser  kleiner  ist  als  das  letzte 
mitgenommene  Glied.  Der  Werth  des  Integrals  ist  nämlich 
kleiner  als: 


/■^ 


2n+2 


multiplicirt  mit  dem  gröfsten  Werthe  von  e  zwischen  den 

Grenzen  T  und  c/:>  d.  h.  e  und  da  nun: 


f> 

/       dt     _       l 

1 

1      <»»«+'i  ■"  2n+l 

T'te+i 

so 

wird  der  Kest 

T 

immer  kleiner  sein 

als: 

^   1.8.5  ...  2n— 1   ^ 

-r* 
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Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  weiter  als  das  letzte  mit- 
genommene Glied  mit  entgegengesetztem  Zeichen.  Bleibt 
man  also  z.  B.  bei  einem  negativen  Oliede  stehen,  so  ist  der 
Best  positiv,  aber  kleiner  ab  das  letzte  mitgenommene  Glied. 
Um  also  möglichst  genaue  Werthe  der  Transcendente  durch 
die  Berechnung  der  Reihe  zu  erhalten,  braucht  man  nur  bis 
zu  einem  Gliede  fortzugehen,  welches  gerade  sehr  klein  ist 
imd  hat  dann  nur  einen  Fehler  zu  befürchten,  welcher  kleiner 
als  dies  letzte  sehr  kleine  Glied  ist. 

Die  zweite  Methode  der  Berechnung  besteht  darin,  dafs 
man  die  Transcendente,  wie  Laplace  zuerst  gezeigt  hat,  in 
einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Man  setze: 

T 

SO  ist: 

dt  Jtdi—te 

^  2tU  -^  \  (ß) 

Der  nie  DiiFerentialquotient  eines  Productes  ay  ist  aber 
gleich : 

d^.xy  _  df^.x  d^—^x      dy      n(n— 1)  d^—^x      d^y 

also  ist  auch: 

d«+i  U  d*'U  d«-i  U 

d^»+i  dt**  d<"— 1 

eine  Gleichung,  welche  man  auch  auf  folgende  Weise  schrei- 
ben kann,  wenn  man  das  Product  1.2.3  ••••  n  durch  nl  be- 
zeichnet: 

(n-H)    d'«+i .  U  _         ^IJ  d^-W 

(n+1)/    a<'«+^     "  ^*  nfdt^    ■*"       (fi-l)/(ir-» 

oder,  wenn  man  noch  -tt^  durch  {/|,  bezeichnet: 

n/  df* 

(f»+l)K.+i  =  2<17«  +  2Un^i 
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GHeiohung  gilt   von  n  ca  1  an,    wo  daim    Uq  die 
Function  U  selbst  ist.     Man  erhält  aus  derselben: 


-'%'="-<•*■>%? 


also: 


1 


Z  £         Um 


oder: 


1 

ün  T7 


Nun  war  aber  nach  Gleichung  (ß); 

— ^  =  2« 

U  ü 

also: 

-L 
t  2< 


(y) 


i^  = 


2t i  1    —   —    — f 

IT  2<    17 


Aus  der  Gleichung  (7)  folgt  aber: 


1 

l    U.  2? 


2t  ü  .     1    t/t 

1—2  —  -=- 

2<   ü, 

Substituirt  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  und  setst 
die  Entwickelung  fort,  so  erhält  man: 

2t 


1 

1 

2/* 

■ 

1-2  . 

1 
»1» 

1  - 

2r 

1  -  etc. 
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alao  auch,  wenn  man  ---s  s  q  setzt: 


*         J     €       '      dt^        1 


OC 

«  T 


1  +  j 


1  .+  2g  (6) 

1  +  8<7 


l  +4^ 


1  +etc. 


Ist  t  sehr  klein ,  so  kann  man  auch  bequem  eine  dritte 
Methode  zur  Berechnung  der  Transcendente  anwenden.  Et 
ist  nämlich: 

Je        dt  —J    €         dt  — y    €        dt 

T  0  0 

Das  letzte  Integral  erhält  man    aber  leicht,    wenn  man 

—  t* 

e  in  eine  Beihe  entwickelt,  nämlich: 


/ 


OD 


dt  =  '— 
2 


0 

ist,  so  erhält  man  daraus  den  Werth  von 

/QO 
«"*    dt, 
0 

den  man  dann  noch  mit  e       zu  multipliciren    hat,    um  die 
durch  ip  bezeichnete  Transcendente  zu  finden. 

Nach  dem  vorigen  kann  man  nun  immer  die  Werthe 
von  i^(r)  berechnen.  Wegen  der  häufigen  Anwendung  dieser 
Transcendente  hat  man  dieselbe  in  Tafeln  gebracht  und  man 
findet  eine  solche  z.  B.  in  Bessels  „Fundamenta  astronomiae.^ 
Der  erste  Theil  der  dortigen  Tafel  hat  zum  Argumente  T  und 
geht  von  7' s  0  bis  T^l  durch  alle  Hunderttheile.  Da  aber 
die  Transcendente  desto  näher  ihrem  Argumente  umgekehrt 
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proportional  ist,  je  gröfser  T  ist,  so  wählt  Bessel  fiir  die 
Werthe,  welche  ein  grölseres  Argument  als  T=  1  hätten,  die 
Briggischen  Logarithmen  von  T  als  Argumente.  Dieser  zweite 
Theil  der  Tafel  erstreckt  sich  dann  von  Log.  Brigg.  0.00  bis 
Log.  Brigg.  1.00,  als  vor  r=  1  bis  r=  10,  was  für  aUe 
Anwendungen  genügt. 

9.  Die  Formel  {B)  enthält  die  beiden  Constanten  a 
und  ß,  deren  numerische  Werthe  man  kennen  mufs,  wenn 
noAn  den  Betrag  der  Refraction  fiir  irgend  eine  Zenithdistanz 
z  finden  will.  Wäre  der  Zustand  der  Atmosphäre  inmier  der- 
selbe, so  würden  diese  Constanten  auch  immer  dieselben 
Werthe  haben.  Da  nun  aber  die  Dichtigkeit  dei^  Luft  von 
dem  jedesmaligen  Barometer-  und  Theimometerstand  abhängt, 

ii'  —1 
so  wird  auch  a,  was  ja  nichts  anders  ist  als  die  Gröfse  ^-^ 


(wo  /«o  ^^^  Brechungsexponenten  vom  leeren  Räume  in  Luft- 
schichten an  der  Oberfläche  der  Erde  bedeutet)*)  eine  Func- 
tion desselben  sein.     Ebenso  wird  |3  oder  ~—  avon  dem  Ther- 

mometerstande  abhängen,  weil  die  Gröfse  l  oder  die  Höhe 
einer  Luftsäule  von  der  Dichtigkeit  qo9  welche  dem  Drucke 
der  Atmosphäre  entspricht,  eine  Function  der  Temperatur 
der  Luft  ist.  Um  nun  also  die  Refraction  ftir  einen  gegebe- 
nen Zustand  der  Atmosphäre  d.  h.  ftir  einen  gegebenen  Ba- 
rometer- und  Thermometerstand  zu  finden,  mufs  man  bei 
der  Berechnung  der  Formel  \B)  auch  die  wirklich  diesem 
Zustande  entsprechenden  Werthe  der  Constanten  anwenden. 
Nun  dehnt  sich  die  Luft  von  0^  bis  100<^  der  hundert- 
theiligen  Thermometers  um  \  ihres  Volumens  oder  genauer 
um  0.36438  aus.  Ist  also  ein  Volumen  Luft  bei  einer  be- 
stimmten Temperatur,  woftir  Bessel  8^  R^aumur  es  10®  Clsius 
e=r  50®  Fahrenheit    angenommen   hat,**)   gleich    eins,    so   ist 


•)  Oder  auch      /^®    ^ 

«(l+cßb) 

**)  Nach  dem  von  Bradley  angewandten  Thermonieter. 
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dasselbe    Luftvolumen    bei    einer    Temperatur    von  t^  Fah- 
renheit : 

^^   0.  86488 

l    +  (r-50)  =   l    +  (r-ÖO)  0.0020248 

180 

Wenn  daher  l^  den  Werth  der  Constante  /  für  die  Tem- 
peratur r  t=:  50  bezeichnet,  so  ist  für  jede  andre  Temperatur  r:, 

^  =  ^»   [1  +  fr-öO)  0.0020248] 

und  ebenso,  wenn  q^  die  Dichtigkeit  der  Lufl  für  rt=50®i8t, 
för  jede  andere  Temperatur: 

^  9^ 

^  1   +  (r- 50)  0.0020248 

Die  Dichtigkeit  der  Luft  hängt  nun  aber  auch  vom  Ba- 
rometerstande ab.  Da  dieselbe  nach  dem  Mariottischen  Ge- 
setze sich  umgekehrt  wie  der  Druck  verhält,  so  wird  also 
wenn  man  wieder  mit  p^  ^^^  Dichtigkeit  bei  einem  bestimm- 
ten Barometerstande  bezeichnet,  wofür  Bessel  29.6  englische 
Zolle  nimmt,  fiir  jeden  andern  Barometerstand  b: 

b 


1?  =  Qo- 


29.6 


Da  nun  »  für  so  kleine  Aenderungen  dex  Dichtigkeit, 
als  hier  in  Betracht  kommen,  dieser  Dichtigkeit  proportional 
angenommen  werden  kann,  so  erhält  man,  wenn  man  den 
Werth  von  a  für  den  Normalzustand  der  Atmosphäre  a« 
nennt: 


a  =  ^29.6 


1    +  (r~öO)  0.0020248 

Bessel  hat  nun  in  seinem  Werke  „Fundamenta  astrono- 
miae^  den  Werth  der  Constante  a^  aus  Bradleys  Beobachtun- 
gen bestimmt  und  dafiir  gefunden: 

«0   =   57".  688 

und  femer  ftir  die  Constante  h: 

h  =  116865.8  Toisen. 

Daraus  folgt,  wenn  man  den  Krümmungshalbmesser 
der  Greenwicher  Sternwarte    gleich  3269805  Toisen  nimmt. 
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fiir  den  Normalzustand  der  Atmosphäre  der  Werth  der  Con- 
stante  ß: 

ß^  =  745.747 

womit  man  alle  nöthigen  Data  hat,  um  aus  der  Formel  (B) 
die  Refraction  ftir  jede  Zenithdiatanz  und  jeden  Zustand  der 
Atmosphäre  berechnen  zu  können.  Sucht  man  z.  B.  die  Be- 
firaction  für  80^  Zenithdistanz  und  für  den  Normalzustand  der 
Atmosphäre^  so  ist: 


a 


log  : V2ß  =  3.84688 

1  — a      *^ 

Femer  erhält  man  für  die  Logarithmen  der  einzelnen 
Functionen  t|i  nach  den  Formeln  (a)  oder  (b)  in  Nr.  8  und 
fbr  die  Logarithmen  der  Factoren  dieser  Gröfsen  die  folgen- 
den Werthe: 


log 

•2«— 3 
fl       2 

log 

1     /  aß  y-» 

Jogi|;(n) 

n    "^ 

(n-l)/  \Bm  zV 

log  e         sin  s' 

n=l 

0.00000 

0.00000 

9.14982 

9.90685 

n=:2 

0.15051 

9.88142 

9.00745 

9.81869 

n=8 

0.71568 

8.86181 

8.92228 

9.72054 

ffi=4 

1.50   15 

^.21610 

8.86128 

9.62788 

n=5 

2.44640 

5.94546 

8.81862 

9.58423 

11=6 

8.46568 

4.57791 

8.77478 

9.44108 

11=7 

4.64804 

3.18118 

8.74169 

9.84792 

Damit  erhält  man  dann  fiir  die  einzelnen  innerhalb  der 
Klammer  stehenden  Glieder  der  Formel  {B): 


erstes     Glied 
iweites 
drittes 
riertes 
fvnftes 
sechstes 
siebentes    „ 
Summs 
log 
log  Const 
Refractiooi 


»I 


w 


>t 


tf 


II 


0.118988 
0.020094 
0.005252 
0.001622 
0.000549 
0.000182 
0.000074 
0.141711 
9.15140 
8.84688 
+  5'15".0 
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Bessel  hat  später  noch  gefunden ,  dafs  die  auf  diese 
Weise  berechneten  Refractionen  mit  1.003282  multiplicirt 
werden  müssen,  um  die  Königsberger  Beobachtungen  darzu- 
stellen. Macht  man  diese  Muitiplication,  so  erhält  man  ftir 
die  Befraction  bei  80^  Zenithdistanz  und  für  den  Normalzu- 
stand der  Atmosphäre  +  5'  16''.  0. 

Wollte  man  die  Refiraction  nicht  itir  den  Normalzustand 
der  Atmosphäre 9  sondern  fiir  die  Temperatur  r®  Fabrenheit 
und  den  Barometerstand  von  b  englischen  Zollen  haben,  so 
müfste  man  zuerst  die  diesen  entsprechenden  Werthe  von  a 
und  ß  nach  den  vorher  gegebenen  Formeln  suchen  und  mit 
diesen  die  Berechnung  von  {B)  durchfuhren. 

Um  aber  dieser  lästigen  Berechnung  überhoben  zu  sein, 
hat  man  die  Refraction  in  Tafeln  gebracht,  welche  die  schein- 
bare Zenithdistanz  zum  Argumente  haben.  Die  eine  Tafel 
giebt  die  Werthe  der  Refraction  ftir  die  Normaitemperatur 
und  den  Normalbarometerstand  oder  die  sogenannte  mittlere 
Refraction.  Eine  andre  Tafel  giebt  dann  die  Correction,  wel- 
che man  an  diese  mittlere  Refraction  anzubringen  hat,  um 
daraus  die  wahre,  dem  jedesmaligen  Zustande  der  Atmosphäre 
entsprechende  Refraction  zu  erhalten.  Für  die  Berechnung 
dieser  letzteren  Tafeln  ist  es  nöthig,  die  analytischen  Aus- 
drucke der  Aenderung  der  Refraction  durch  Thermometer  und 
Barometerstand  zu  suchen. 

10.  Bezeichnet  r  die  wahre,  6  z  die  mittlere  Refraction, 
so  ist: 

-,  d.öz  ,       ,^^       d,öz  ,,     ^^  ^^  ^  V 

r  =  Ä«  +  — —  (r-öO)  +  -— -  (*-.29,6)  (fl) 

at  ab 

Nach  Formel  (B)  in  Nr.  8  hat  man  aber,  wenn  man: 

s 
setzt: 


•  o     ~~~     * 

Sin  z 


o-«)*.  =  «„«Yl-  . .  2]  -  '''"'iTi^zö  '  ■■ "'  ^^ 


9 
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wo  man  für  n  nach  einander  alle  ganzen  Zahlen  von  1  ab 
setzen  mufs.  Führt  man  der  Kürze  wegen  die  folgenden  Be- 
zeichnungen ein: 


2n--l 


und: 

—  nx 


2 


x\  e 


90  wird  diese   Gleichung  einfach: 

(1  —0)62  =  sin  2*.    l^  -5-  •  Qn 

Wegen  der  Kleinheit  von  u  kann  man  hierin  den  Factor 
1  —  '/  als  constant  betrachten,  sodafs  dann  die  Veränderlichen 
b  und  7  nur  in  a:  und  j3  vorkommen  und  zwar  in  p  allein  7, 
in  a  dagegen  sowohl  r  als  auch  b.  Sucht  man  nun  zuerst 
die  Differentialquotienten  von  Q«,  so  ist: 

Es  ist  aber  auch: 

—  nx 


fdQ\  ^   LZ5     ^  ? 
\dx)  X       Ad  1 


z"   e 

n<in 


oder,  wenn  man  die  Reihe: 


2 


—  nx 


1  .2.3  . . . .  fi 

mit  (/  bezeichnet: 


(i9]  =  izf 

\d  xj  X 


'  Of  (c) 


femer: 


Man  erhält  aber,  wenn  man  den  bekannten  Satz  fbr  die 


131 

Berechnung  des   Differentialquotienten  eines  bestimmten  In- 
tegrals nach  einer  seiner  Grenzen  anwendet: 


fdgn\  __  cotang  z*  cotang  z  1/ 


2 


2ß 


also  wird  auch: 


—  nx 


(dQ\  ^  cotang  «*   ^  __  cotang  z    ^SkP  ^ 
^/    '"  2  ~  2KTß     ^  1.2.8....n  («0 

Ferner  hat  man,  da: 


h-l 


fdx\  X        /dß\         X    /da\  /2A-A 

mithin  nach  den  Formeln  (/>),  (c),  (d),  (e): 
fdQ\  ^    i2h-l  ,        X  *         ß 


w 


+    £ 


.  /    X    \      ^   f  —nx  (/) 

cotang  z  ^    A    ^     ^    n^x^e 

Jmd  1.2.8  ....  n 


"1 /p  cotang  z  /    Ä    \ 

V  T        2      Vä-// 


1: 


Da  femer  die  Veränderliche  b  blos  in  .r  vorkommt,    so  ist: 

b)         \dx)\dh)  X     ^  \dh) 

oder  da: 

fdx\   ^    X  /du 
\dh)  "  u  \d  b^ 

\dbj  29.«     ^  "^^ 

Differenzirt    man    aber    die    Formel    für  (1— ot)  6z,    so 
erhalt  man: 


*)  Nach  den  Formeln  in  Nr.  9,  wo  e  die  Zahl  0.0020243  bedeutet. 

9" 


d.öz  . 

(l--a)  —7—  =  +  «in  z 
ab 
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und: 

f  ß  \  db  j 

Substituirt   man   hierin  die  Werthe   der  Differentialquo- 
tienten  von.Q  aus  den  Gleichungen  (/)  und  (ff)  und  ebenso 

für    (t^)  seinen  Werth  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (e), 

so  findet  man  endlich: 


und: 


^ang  2*1  +  f  sin  «*  cotang  z  l  -—-  j    ^  ^  I 

(1  — a)  — — -    =  8in  2*    1/  -— (^ 

^  ^     d*  r     ß      29.6 


P 

Vermittelst  dieser  Formeln  könnte  man  nun  die  Werthe 
der  DifFerentialquotienten  ebenso  wie  die  Werthe  der  mittle- 
ren Refraction  in  Tafeln  bringen ,  die  zum  Argumente  die 
scheinbare  Zenithdistanz  z  haben  und  dann  die  wahre  Refrac- 
tion durch  die  Formel  (a)  berechnen.  Diese  Formel  ist  indefs 
nicht  bequem.  Set2rt  man  aber  zur  bequemen  Berechnung 
durch  Logarithmen: 

8z /    b   \A 

[1  +  fi(f-öo)];i 


r  =  rr-TTT.^^,  (i^y-  CB) 


so   sind  A  und   A  Functionen  von   — —  und  -~-,    die  sich 

dT  db 

ebenso  wie  diese  in  Tafeln  bringen  lassen.     Diese  Functionen 

kann  man  nun  leicht  bestimmen.     Da  nämlich: 

[l  +  s  (f— SO)]"     =   l^Xe  (r-50)  etc. 

(  --— )     =1+^4  (-r 1  )  etc. 

^29.6/  \29.6        / 

SO  erhält  man  aus  Gleichung  {B),  wenn  man  nur  die  ersten 
Glieder  beibehält: 

r  =  Ä«-A.e(r-50)««  +  A  (— 1)  Sz 
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und,    wenn   man  diese  Gleichung  mit    der  Formel  (a)  ver- 
gleicht: 

1  d,6z 

dt 


A.  =  - 


A  = 


0.002024S  6z 
29.6      d.6z 
IT  '     db 


\ 


(O 


Beispiel.  Für  die  scheinbare  Zenithdistanz  z  es  80^ 
erhält  man,  wenn  man  noch  die  Glieder  mitnimmt,  welche 
^(8),  wovon  der  log.  8.71302  ist,  enthalten: 

log  (/  =  8.58950 


und  damit: 


log 


log 


(r- 


««x»  e 


—  nx 


X.1B.9    •■•«11 


=  9.4S611 


d6z\ 
dt) 


dSz 
db 


=   7. 20207 n 


=r  5.71441 


und  endlich: 


A.  s  -f   1.0428 
ii  =  +   1.0042 


Wollte  man  also  z.  B.  die  Refraction  kennen  für  r  =  15® 
R^aumur  und  ^  =  28.6  englische  Zolle,  so  erhielte  man,  da 
15<>  B^aumur  a  6ö<>.7  Fahrenheit  sind: 


=  9.98583 


=  9.98502 


^*  (1   -f  0.0020248  (f- 50)]^ 

und  hieraus,  da  d;?  »  +  5'  16". 0  ist: 

r  =  +  4'  55".  5 


Nach  den  Formeln  (B)  und  (e)  sind  nun  die  Besselschen 
Befractionstafeln  entworfen.  Die  erste  Tafel  giebt  mit  dem 
Argumente  der  scheinbafen  Zenithdistanz  aufser  der  mittleren 


134 

R^fraction  die  Gröfsen  A  und  A.  Die  andern  Tafeln  geben 
mit  dem  Argumente  der  nach  irgend  einer  der  drei  gebräuch- 
lichen Thermometerscalen  beobachteten  Temperatur  und  des 
nach  pariaer  Zollen,  englischen  Zollen  oder  Metern  beobach- 
teten Barometerstandes  die  Logarithmen  der  Factoren 

und 


1   +   0   0020248  (r- 50)  29.6 

Der  erste  Factor  ist  das  Verhältnifs  eines  Volumens  Luft 
bei  der  Temperatur  r  &=  50®  nach  dem  von  Bradley  ange- 
wandten Fahrenheitschen  Thermometer  zu  dem  Volumen  bei 
einer  andern  Temperatur.  Bezeichnet  man  das  Volumen  Luft 
bei  der  Temperatur  des  Frostpunctes  mit  1 ,  so  wird  dasselbe 
Volumen  ftir  jede  andre  Temperatur: 

1    +   0.0020243  (r-82®.0) 
0.86438    ,  «    ^ 

=  1  +  :r: —  (r-32®.o) 

180         ^  ^ 

Nun  hat  Bessel  gefunden,  daTs  das  von  Bradley  ange- 
wandte Thermometer  alle  Temperaturen  um  1^25  zu  hoch 
angab,  indem  der  Frostpunct  desselben  um  ebenso  viel  zu 
niedrig  angegeben  war.  Die  Temperatur  50®  entsprach  also 
der  wahren  Temperatur  48®.  75.     Somit  wird  der  CoefBcient: 

1 

1   +  0,0020248  (r- 50) 

wenn  man  denselben  mit  y  bezeichnet: 

-   ^8Q   -*■   ^^'75   X   0.86488 
^  "  180  +  (/-82)  0.86438  ^    ^ 

WO  /  die  Temperatur  der  Luft  nach  einem  Fahrenheitschen 
Thermometer  bedeutet.  Bezeichnet  man  dieselbe  Temperatur 
nach  B&uunur  und  Celsius  mit  r  und  c,  so  ist  auch: 

180  +   16.75   X  0.36488 

y  = ö 

180  +  T-r.   0.  36488 

_  180  +   16.75  X  0.86438 

*       9 

180  +  ~c.  0.  86438 
5 

Nach  diesen  Formeln  ist  dann  log  y  in  Tafeln  gebracht. 
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Für  das  Barometer  waren  29.6  englische  Zoll  deaBrad- 
leyschen  Instruments  als  Normaktand  angenommen.  Da  nun 
Bessel  gefunden  hat^  dafs  dies  Instrument  alle  Barometerhöhen 
um  )  pariser  Linie  zu  klein  angab,  so  ist  dieser  Normalstand 
gleich  29.644  englischen  Zollen  oder  333.78  pariser  Linien. 
Die  Barometer  sind  nun  immer  entweder  nach  pariser  Linien 
oder  englischen  Zollen  oder  Metern  getheilt  Die  Längen 
einer  pariser  Linie,  eines  englischen  Zolles  und  des  Meters 
gelten  för  die  Normaltemperaturen  13^R^aumur,  62®  Fahren- 

heit  und  0®  Celsius.  Nennt  mau  dann  b^  \  b  ^^  und  b  ^ 
die  in  pariser  Linien,  englischen  Zollen  und  Metern  ausge* 
drückten  Barometerhöhen,  wie  sie  bei  irgend  einer  Tempera« 
tur  t  beobachtet  sind,  so  werden  diese  sich  nicht  auf  das 
wahre  Maafs  beziehen,  sondern  wenn  s  die  Ausdehnung  der 
Scale  vom  Frostpuncte  bis  zum  Siedepuncte  bezeichnet,  so 
wird  sich  der  bei  der  Temperatur  t  abgelesene  Barometer- 
stand zu  dem,  we}<dien  man  abgelesen  hätte,  wenn  t  gleich 
der  Normaltemperatur  des  Maafses  gewesen  wäre,  verhal- 
ten wie: 

1  +  —  r :  i  +  —  ^ 

a  a 

wenn  die  Länge  der  Scale  beim  Frostpunct  gleich  eins  gesetzt 
wird  und  a  die  Anzahl  der  zwischen  dem  Frost-  und  dem 
Siedepuncte  enthaltenen  Grade  des  Thermometers  bezeichnet. 
Nennt  man  dann  wieder  r ,  /,  c  die  beobachtete  Temperatur  nach 
R^aumur,  Fahrenheit  und  Celsius,  so  werden  die  auf  das 
wahre  Maafs  bezogenen  Barometerstände  sein: 

(0  .  80  +  r«^        («)  ^  180  +  (/-88)ji        (m)  ^  100  +  es 
*        *  80  +    l Si '  180  +  80«      '  100 

WO  «  =  0.0018782  bei  einer  Scale  von  Messing  ist. 

Da  nun  ein  englischer  Zoll  =     '      —    pariser    Linien 

1  • 
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und  ein  Meter  &=  443.296  pariser  Linien,  so  sind  die  drei 
vorigen  Barometerstände  in  pariser  Linien: 

(0  80  +  rs      _       (e)        12      180  +  (/-32)g 
80  +  18*  "      1.065765  '   180  +  30.* 

.(">)««   100  +  CS 

=  b^   ^443.296 

100 

Die  vorausgesetzte  Normalbarometerhöhe  von  333.78 
pariser  Linien  gilt  nun  fiir  die  Normaltemperatur  8®  R^aumur 
oder  50^  Fahrenheit  oder  10^  Celsius^  ist  also  auch  an  einer 
Scale  von  dieser  Temperatur  gemessen.  Die  Normalbarome- 
terhöhe auf  wahres  pariser  Maafs  zurückgeftirt,  wird  also  sein: 

80  +  8* 

B^   =  338.78 ^^--— - 

""  80  +   13* 

und  hiermit  sind  daher  die  beobachteten  aber  auf  wahres  pa- 
riser Maafs  reducirten  Barometerstände  in  ((^)  zu  dividiren. 

Nun  mufs  aber  auch  noch  auf  die  Ausdehnung  des  Queck- 
silbers Bücksicht  genommen  werden,  die  vom  Frostpuncte  bis 

Siedepuncte  beträgt.     Bezeichnet  man  diese  Zahl  mit  q^ 

so  wird  sich  der  bei  einer  Temperatur  t  beobachtete  Baro- 
meterstand zu  dem  9  welchen  man  beobachtet  hätte ,  wenn  t 
gleich  der  Normaltemperatur  7'  gewesen  wäre,  verhalten  wie: 

1  +  ~  <  :  1  +  -^  r. 

a  a 

Man  erhält  also  fiir  die  3  verschiedenen  Thermometer  die 
folgenden  Correctionsfactoren^  mit  denen  die  Barometerhöhen 
in  (6e)  zu  multipliciren  sind: 

80  +  8y   180  +  I8(y 100  +  IO9 

SCT+T^'  180  +  C/"-32)7  "^^  100  +  cg 

WO  r .  ^  e  die  Angaben  des  am  Barometer  befindlichen  Ther- 
mometers sind.     Die  vollständigen  Ausdrücke  fiir  wer- 

29. 6 

den  mithin  aus  zwei  Factoren  bestehen,  von  denen  der  eine 
allein  von  der  Barometerhöhe,  der  andre  blos  von  der  Tem- 
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peratur  des  Barometeni  abh&ngt.     Bezeichnet  maa  den  erstem 
mit  By  den  andern  mit  7",  so  ist: 


B  = 


h^^       80  +  87 


383.78       80  +   8.f 


12  80   +    I3jf       180   +   I89 


838.78   '   1.065765   '  80  +     8jr       180   -I-   80s 


^^'  80  +    13«       100  +   10«       /  (-ß) 


443,296 


333.78  '  '  80+8«  100 

und 

80  +  r«         180  +  (/*-32)«         100  +  c« 
"  80  +  ry    "■    180  +  (/-82)g  ""   100  +  cq 

Nach  diesen  Formeln  {K)  und  (i>)  sind  nun  die  Tafeln 
entworfen,  welche  log  B  mit  dem  Argumente  der  Barometer- 
höhe nach  den  drei  Scalen  und  log  T  mit  dem  Argumente 
der  Höhe  des  am  Barometer  befindlichen  Thermometers  (des 
inneren  Thermometers)  nach  den  drei  Thermometerscalen  lüid 
endlich  log  y  mit  dem  Argumente  der  Höhe  des  in  fi:eier 
Luft  aufgehängten  Thermometers  (des  äuTsern  Thermometers) 
ebenfalls  ftir  alle  drei  Scalen  geben. 

Man  findet  diese  Besselschen  Befractionstafeln  in  Bessels 
yyTabulae  Begiomontanae^S  in  Schuhmachers  Hülfstafeln  und 
auch  in  den  astronomischen  Jahrbüchern  von  Encke.  Statt 
der  (jTöfse  öz  giebt  Bessel  die  Grrörse  </»  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

6z  —  a  tang  z 

sodafs  dann  der  Ausdruck  der  ßefraction  der  folgende  ist: 
log  r  =  log  a  -f  log  tang  2  +  A  log  y  +  -4  (log  B  +  log  7^  (F) 

Die  der  Berechnung  von  a  zum  (Srunde  liegende  Con- 
stante  ist  57".  538  mal  1.003282  «  57".  727. 

II.  Die  im  vorigen  vorgetragen^  Theorie  der  Befracdon 
ist  die  von  Laplace  und  Bessel  gegebene.  Sie  entspricht 
selbst   in    den  gröfsten   Zenithdistanzen   den   Beobachtungen 
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nooh  fast  vollkommen.  Man  hat  nun  aber  noch  andre  Be- 
iractionsformeln,  die  sich  auf  einfachere  Gesetze  fiir  die  Dich- 
tigkeit der  Luft  gründen  und  darum  auch  viel  einfachere 
Ausdrücke  fiir  die  Refraction  geben,  aber  namentlich  in  gros- 
sen Zenithdistanzen  stark  von  den  Beobachtungen  abweichen. 
Da  indessen  häufig  besonders  die  einfacheren  analytischen  Aus- 
drücke för  die  Anwendung  bequem  sind,  so  sollen  die  wich- 
tigsten derselben  im  Folgenden  abgeleitet  werden. 

In  Nr.  6  war  die  Differentialgleichung  (/}  gefunden: 

et  —2.  (l— »)  sin  z 

ä4'  =  --   «• 


l-2a^l-8-j  j   y  cos  «»-2a  (l-^)   +  (2»-«*)«m«* 

Dieae  Gleichung  läist  sich  sehr  leicht  integriren,    weim 
man  zwischen  s  und  r  das  Gesetz  annimmt: 


r-.=    |l-2«(.-J-)j 


m 


WO  m  eine  wülkührliche,  durch  die  Beobachtungen  zu  besüm- 
mende  Gröfse  ist.     Dann  wird  nämlich  die  Gleichung: 


2m— 3 


oder,    wenn  man  eine  neue  Veränderliche  w  einfuhrt,    gege- 
ben durch  die  Gleichung: 

ganz  einfach; 


2 

Bin  z  ^  w 


d^    =  -  '"^ 


(2m-l)  Vl-w* 
also,  wenn  man  integrirt: 


X  1 

02  =  —  arc  Bin  w 

2m-  l 
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Da  nun  an  der  Oberfläche  der  Erde  die  Dichtigkeit  der 
Luft  gleich  q^  ,  an  der  Grenze  der  Atmosphäre  aber  gleich  0  ist, 
so  sind  als  Grenzen  des  Integrals: 

2m— 1 
to  =  gin  z  und  ti^  =  (l~2a)       2       gin  z 

zu  nehmen  und  man  erhält  dann: 


^f  — {z  --  arc  flui 


2m— 1 
oder: 


r      ?^ü^     1/ 

in  I     1  —  2a       2       flin  s    |> 


2m— r 


sin  [2-(2m-l)  öz]  =  (l-2a)       2       sin  z 

woftir  man  der  Kürze  wegen  schreiben  kann: 

M  sin  s  =  sin  [z  —  NSz]  (a) 

Ist  z  =  90,  so  hat  man,  wenn  man  den  dann  stattfindenden 
Werth  von  6z  d.  h.  die  Horizontalrefraction  mit  A  bezeichnet: 

M  =  cos  Nh 

also  ist  aUgemein: 

cos  (NK)  sin  2  =  sin  [z  —  JSfSz]  (b) 

Dies  ist  die  von  Simpson  aufgestellte  Regel  der  Refrac-* 
tion,  die  indessen  von  ihm  nicht  analytisch ,  sondern  mehr 
practisch  gefunden  wurde.  Werden  die  Coefficienten  gehörig 
bestimmt,  so  kann  man  dadurch  die  Refraction  bis  zu  85* 
Zenithdistanz  schon  ganz  gut  darstellen. 

Addirt  man  zu  der  Gleichung  (a)  die  identische  sin2:c=sin^, 
so  erhält  man: 

2— -—fi«]  cos  6z 

Subtrahirt  man  dagegen  dieselbe  identische  Gleichung,  so 
findet  man: 

sin  2  [l  —  M]  =  2  cos  Iz dz  j  sin  —  Sz 

Beide  Gleichungen  durch  einander  dividirt  geben: 

tang    (  —  Oz  ]  = tanff  <z 0; 

^    \2       /         1+Af       •    l        2 

oder  wenn  man  wieder  die  Horizentalrefraction  einführt: 
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Dies  ist  die  von  Bradley  au%e»teUte  Regel  der  Befrac- 
tioDy  die  man  kurz  so  schreiben  kann: 

tang  aSz  =  ß  tang  [z—aSz] 

Ist  öz  klein,  so  kann  man  sich  auch  erlauben  zu  setzen: 

6z  =  —  tanff  [z—aöz] 

a  -' 

woraus  man  sieht  dafs  die  Befraction,  solange  dieselbe  klein 
ist  9  der  Tangente  der  scheinbaren  Zenithdistanz  proportional 
angenommen  werden  kann. 

12.  Indem  die  Kefraction  alle  Gestirne  in  einer  gröfse- 
ren  Höhe  erblicken  läfst,  als  sie  wirklich  haben,  so  bewirkt 
dieselbe  auch,  dafs  man  die  Gestirne  schon  sieht,  wenn  sie 
in  der  That  noch  unter  dem  Horizonte  sind.  Sie  beschleu- 
nigt daher  den  Aufgang  und  verzögert  den  Untergang  der 
Gestirne, 

Es  war  allgemein: 

ain  A  =  sin  q>  sin  6  +  cos  <p  cos  ö  cos  t 

Sieht  .  man  nun  ein  Gestirn  im  Horizonte,  so  steht  es 
eigentlich  noch  unter  demselben  um  eine  Gröfse,  welche 
gleich  der  Horizontalrefraction  ist.  Bezeichnet  man  diese  mit 
Q,  so  hat  man  also  tfiir  den  Auf-  oder  Untergang  eines  Ge- 
stirns die  Gleichung: 

—  sin  Q  =  sin  q>  sin  6  +  cos  <p  cos  6  cos  ^^  (a) 

Nennt  man  nun  T  den  Stundenwinkel,  welchen  das  Ge- 
stirn bei  seinem  Auf-  oder  Untergange  haben  würde,  wenn 
die  Refraction  gleich  Null  wäre,  so  hat  man  auch: 

0  =  sin  9  sin  S  +  cos  q>  cos  6  cos  T  (b) 

also  aus  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)i 

cos  t,  =  cos  r  (  1 ^^-^ r=\ 

^        \   cos  <p  cos  o  cos  TJ 

Einfacher  ist  es  noch,  wenn  man  blos  die  Correction  AT 
des  Stundenwinkels  T  sucht,  welche  durch  die  Kefraction  her- 
vorgebracht wird.  Diese  findet  man  aber  mit  hinlänglicher 
Genauigkeit,    wenn   man    die    Gleichung   fUr   sin   h  nach  h 
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und  t  difTerenzirt;  man  erhält  dann,  wenn  das  A7^  in  Zeitoe- 
cunden  ausdrückt: 


COS  9  cos  6  sin  T  '  15 

Für  Arcturus  und  die  Polhöhe  von  Berlin  war  in  Nr. 
12  des  ersten  Abschnitts  gefunden: 

r  =  7h  58'.  7  =  118®  16'.8 

Berechnet  man  nun  die  Formel  für  A7'und  nimmt  Qt=sSS\ 
so  erhält  man: 

AT  =  4'22".0 

Um  so  viel  wird  also  der  Auf-  und  Untergang  des  Arc- 
turus fiir  Berlin  beschleunigt  oder  verzögert. 

Die  Zenithdistanz  eines  südlich  vom  Zenith  culminiren* 
den  Stern  ist  9— £>  also  die  südliche  Dedination  eines  Sterns, 
welcher  bei  seiner  oberen  Culmination  grade  im  Horizonte 
steht I  90— 9.  (I  No.  12).  Da  nun  aber  ein  solcher  Stern 
vermöge  der  Refraction  in  der  Höhe  q  erscheint,  wo  q  wieder 
die  Horizontalrefraction  bezeichnet,  so  sieht  man  also  noch 
alle  diejenigen  Sterne  über  den  südlichen  Horizont  kommen, 
deren  südliche  Dedination  kleiner  als  90^9  -)-  q  ist.  Ebenso 
sieht  man,  da(s  noch  alle  diejenigen  Sterne  bei  ihrer  unteren 
Culmination  über  dem  nördlichen  Horizonte  erscheinen,  deren 
nördliche  Dedination  gröfser  als  90— 9— q  ist. 


Anm.  Ueber  die  Refraction  vergleiche  man:  Laplace,  M^canique 
eheste  Liyre  X.  Bessel,  Fundamenta  astronomiae  pag  26  et  seq.  und 
die  Vorrede  lu  BesseTs  Tabalae  Regiomontanae  pag  59  sq. 


III.    Die  Aberration. 

13«  Da  die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  ihrer  jährli- 
chen Bahn  um  die  Sonne  zur  Geschwindigkeit  des  Lichts 
ein  angebbares  Yerhältnifs  hat,   so  erblickt  man   die  Sterne 
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von  der  sich  bewegenden  Erde  aus  nicht  in  der  Bichtung, 
in  welcher  dieselben  wirklich  stehen,  sondern  sieht  dieselben 
immer  um  einen  kleinen  Winkel  nach  derjenigen  Bichtung, 
nach  welcher  sich  die  Erde  hin  bewegt,  vorgerückt.  Man 
unterscheide  zwei  Zeitmomente  t  und  dy  in  denen  der  Licht- 
strahl, von  einem  im  Baume  unbeweglichen  Gestirne  (Fix- 
sterne) kommend,  nach  einander  das  Objectiv  und  Ocular  ei- 
nes Fernrohrs  (oder  die  Linse  und  die  Netzhaut  unseres 
Auges)  trifft.  Die  Oerter  des  Objectivs  und  Oculars  im 
Baume  zur  Zeit  t  seien  a  und  b,  zur  Zeit  ^  dagegen  a  und 
b\  Fig.  4.  Dann  ist  die  wahre  Bichtung  des  Lichtstrahls  im 
Baume  die  Bichtung  der  Geraden  ab\  dagegen  ist  die  Bich- 
tung  ab  oder  auch  ab\  da  diese  wegen  der  unendlichen 
Entfernung  der  Fixsterne  ab  parallel  ist,  die  Bichtung  des 
scheinbaren  Ortes,  welchen  man  beobachtet.  Der  Unterschied 
zwischen  den  Bichtungen  b'a  und  ba  heifst  die  jährliche 
Aberration  der  Fixsterne. 

Es  seien  nun  a,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Oculars  b  zur  Zeit  ^,  bezogen  auf  irgend  einen  unbeweglichen 
Punct  im  Baume;  dann  werden 

a-  +  1^  (r'  -0,  .V  +  S(^'-0  und  z  +-'^-1(^-0 
dt  dt  dt 

die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  if  sein,  da  man  in  der 
kleinen  Zwischenzeit  t'^t  die  Bewegung  der  Erde  als  linear 
betrachten  kann.  Die  Coordinaten  des  Objectiv^  gegen  das 
Ocular  seien  4,  tj,  4j  dann  sind  die  Coordinaten  des  Objec- 
tivs   zur   Zeit   t^    wo    das    Licht  in    dasselbe    eintritt,   x  +  4 

Nimmt  man  nun  als  Ebene  der  a,y  die  Ebene  des  Aequa- 
tors,  die  beiden  andern  Ebenen  senkrecht  darauf  an  imd  zwar 
80,  dafs  die  Ebene  der  ayZ  durch  die  Aequinoctialpuncte,  die 
der  y,  z  durch  die  Solstitialpuncte  geht,  bezeichnet  man  fer- 
ner die  Bectascension  und  Declination  desjenigen  Punctes,  in 
welchem  die  wahre  Bichtung  des  Lichtstrahls  die  scheinbare 
Himmelskugel  trifft,  mit  a  und  6  und  mit  /i  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichts,    so  wird  dasselbe  in  der  Zeit  <^— t  einen 
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Weg  durohlaufen,   dessen  Projectionen  auf  die  drei  Coordi- 
natenaxen 

ILi(/—t)  COS  6  cos  a,  fAi^—i)  cos  6  sin  a,  f.i{i/ —i)  sin  6 
sind.     Nennt  man  femer  die  Länge  des  Femrohrs  /  ond  die 
Rectascension  und  Dedination  desjenigen  Punctes,  in  welchem 
die   scheinbare  Richtung  des  Lichtstrahls   die  Himmelskugel 
trifit,    (X   und   b'  j    so  sind   die    scheinbaren   Coordinaten  des 
Objectivs  gegen  das  Ocular,  welche  man  beobachtet: 
4  =  /  cos  6'  cos  a',  t]  =  /  cos  S  sin  a',  ^  =  /  sin  S 
Die  wahre  Richtung  des  Lichtstrahls  wird  nun  gegeben 
durch  die  Coordinaten  des  Objectivs  zur  Zeit  t 

l  cos  S  cos  a'  +  X 
/  cos  S  sin  a'  +  y 
l  mS  +  z 

und  durch  die  Coordinaten  des  Oculars  zur  Zeit  if 

Man  erhält  daher  die  folgenden  Gleichungen,  wenn  man 

l 
7~  mit  L  bezeichnet: 


fit  cos  6  cos  a  =:   L  C08  6'  cos  tt' 
.14  cos  6  e\n  a  =  L  cos  6'  sin  a! 


f.1  sin 


in  6    =r  7.  sin  6' 


dy 
dt 

dz 
dt 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  leicht: 

L  cos  S  cos  (a'— a)  =  cos  Ä  +  —  )---  cos  a —sin  a 

^  ^  fx\dt  dt 

Z  COS  o  sm  (a  —  a)  =  -{-;-  cos  a  ~   -r-  bux  a\ 

fii   [dt  dt  y 

1  ^  {dy  dx     , 

-  sec  o  J  — -  cos  a  —  —  sin  a 

oder  Ung  (a'-a)  = -^ — — 


.dy    ,  dx 

1  «f  A:  sec  o  s-T-  Mtt  a  +  -;-  cos  a! 
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Eine  ganz  ähnliche  Gleichung  erhält  man  fiir  tang  (6'— 6). 
Entwickelt  man  beide  Gleichungen  in  Reihen ,  indem  man 
Formel  (12)  in  No.  11  der  Einleitung  anwendet,  so  er- 
hält man,  wenn  man  in  der  Formel  fiir  tang  (äf—ö)  ftir 
tang  l  {(*'—a)  den  aus  a'— a  hergeleiteten  Werth  substituirt, 
bis  zu  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  inclusive: 

,  1    (da:  .  dy  )  j. 

a  —  u  = <  -r-  Bin  a  — --  cos  a  >  Bec  o 

/LI  {dt  dt  ) 

1     (dar   .  dy  )   irtx  dy  ,       )  ^. 

+  — r  J— -sina f-co%a  \  { -- co«a+ —sma}  sec  ö* 

/Li*  (dt  dl  S  \dt  dt         ) 

(a)  dl —6  = I --  fdn  d  COB  a  4-  -T-  Bin  6  Bin  a  — —  cos  6 [ 

^  jU   (d/  dt  dt  * 

1       idx   .  dy  J  \         * 

;   \~  Bin  a —  cos  ai    tang  0 

2/4*   \dt  dt  y         * 

^    l     (dar       j.  dy  ^    ^^    •     x) 

•¥  —r  {~r-  coBÖcoBa  +  -r-  cobO  Bin  a  +  -r-  wn  O) 

/u*   )dt  dt  dt  ( 

_    (da:    .    j.  .    ^y  .    •    X    •  ^^         X  ) 

X .  {-;-  Bin  o  COB  a  +  -r-  4-  Bin  0  sin  a  — -  cos  ö  J 

{dt  dt  dt  \ 

Denkt  man  sich  nun  den  Ort  der  Erde  durch  Coordina- 
ten  Xy  y  in  der  Ebene  der  Ecliptic  auf  den  Mittelpunct  der 
Sonne  bezogen  und  nimmt  die  Linie  vom  Mittelpuncte  der 
Sonne  nach  dem  Frühlings  Tag-  und  Nachtgleichen  Puncte 
als  positive  Seite  der  Axe  der  Xy  die  positive  Axe  der  y  senk- 
recht darauf  nach  dem  Colure  der  Sommersonnenwende  ge- 
richtet, so  ist,  wenn  man  die  Länge  der  Sonne  von  der  Erde 
aus  gesehen  mit  0,  ihre  Entfernung  von  der  Erde  mit  22 
bezeichnet:*) 

a;  =  —  JR  GOß  0 
y  =  —  Ä  sin  0 

Bezieht  man  die  Coordinaten  auf  die  Ebene  des  Aequa- 
tors,  indem  man  als  Axe  der  x  die  Linie  nach  dem  Friih- 
lingspuncte  beibehält  und  die  Coordinatenaxe  der  z  in  der 


*)  Da  die  lünge  der  Erde  von  der  Sonne  ans  gesehen  180  +  0  ist 
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Ebene    der  yz    um    den  Winkel  f,    gleich    der  Schiefe    der 
Ecliptic.  gedreht  denkt,  so  erhält  man: 

j:  =  —  Ä  C08  O 

y  =  —  Ä  sin  0  CO«  « 

a  =  —  /?  sin  0  »in  f 


und  daraus: 


dx  «    .    ^    d0 


-^   =   -    Ä  COS  O  COS  f .  -~  ib) 

dt  ^  dt  ^ 

—  — .  —  /?  cos  0  sin  F.  —7^ 
dt  ^  dt 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (a)  und 
fuhrt  statt  /i  die  Anzahl  k  von  Zeitsecunden  ein,  welche  das 
Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erdbahn  zu  durch- 
laufen, so  dafs: 

R     ,       \        k 

U   :=:   -.    also    -     =  " 

^         ib  in       R 

wird,  so  hat  man,  wenn  man  nur  die  Glieder  erster  Ordnung 
beibehält : 


a'— a  =  —  k,  -—-  jcos  ©  cos  f  cos  a  +  sin  0  sin  a|    sec  6 

Sf—Ö  =  +  Ar.  — ~<cos0  [sinasinÄcosc  —  cosÄflincl  — cosasinÄsinO^ 

dt   {  ^S 

Die  Sonne  legt  nun  in  einem  mittleren  Tage  59' 8".  33 
zurück*),  also  ist: 

rfQ       59' 8".  33 

_M  = =   0.0410686,- 

dt  86400 


*)  Eigentlich  müTste  die  wahre  Bewegung  der  Sonne  in  ihrer  ellip- 
tischen Bahn  zur  Berechnung  der  Aberration  angewandt  werden,  es  kann 
aber  für  diesen  Fall  die  elliptische  Bahn  füglich  mit  der  Kreisbahn 
verwechselt  werden  da  der  Unterschied  nur  ein  constantes  Glied  in  der 
Aberration  hervorbringt,  welches  mit  den  mittleren  Oertem  der  Sterne 
verbunden  bleibt.     Vid.  Bessel,  Tabulae  Regiomontanae  pag.  XIX. 

10 
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femer  ist  Ar  oder  die  Zi^it,  welche  das  Licht  braucht,  um  den 
Halbmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen  493''.  2,  also  ist: 

i^=  20".  255. 
dt 

Man  hat  daher  fiir  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in 
Rectascension  und  Declination  die  Formeln: 

al  —  a  =  —  20".  256  [cos©  cob  e  cos  a  +  ein©  sin  a]  sec  6 
{A)  d'—  6  =  +  20".  255  cos  0  [sin  a  sin  6  cos  £  —  cos  ^  ßin  c] 

—  20".  255  cos  et  sin  5  sin  0 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  sind  so  unbedeutend,  daTs 
sie  fast  immer  vemachläfsigt  werden  können.  Für  die  Rec- 
tascension werden  diese  Glieder,  wenn  man  in  das  zweite 
Glied  der  Formeln  (a)  die  Werthe  der  DifTerentialquotienten 
(6)  einführt: 

—  — .     •(  —  1  sec  6*rco8  2  08in2a(l+"cosf*)  — 2  8in2  0cos2aco8fl 
4     lir\dt  J  i  ^  V       »  y  w  j 

WO  das  kleine  in  sin  2  u  sin  e-  multiplicii-te  Glied  vernach- 
lässigt ist.*)  Substituirt  ^«lan  die  numerischen  Werthe,  so 
erhält  man  mit  f  =  23"  28': 

—  O" .  0009 1 55  sec  6 '  sin  2 a  cos  2  0 
+  O".  0009128  sec  6*  cos  2a  sin  2  0 

Diese  Glieder  geben  erst  fiir  Sterne,  deren  Declination 

85  {-"  beträgt,  — -  Zcitsecunde,  sie  können  also  aufser  beim 

Polarsterne  immer  vernachlässigt  werden. 

Für  die  Declination  geben  die  Glieder  zweiter  Ordnung, 


*)  Man  erhält  nämlich   abgesehen  von  dem   vor  der  Klammer  ste- 
henden Factor: 

2  sin  2  a  [cos  0'  cos  f'  —  sin  0*]  —  2  sin  2  0  cos  £  fcos  a*  —  sin  a*] 
Da  man  hier : 

cos  a*  —  sin  a*  =  cos  2  a,  cos  0  *  =  ^  ("l  +  coä  2  0^ 
und  sin  0  *  =  4  ri  —  cos  2  0; 

so  erblUt  man  den  oben  stehenden  Ausdruck. 
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wenn  man    die  Glieder    venuichlärsigt,    die  nicht    in  tang  6 
multiplicirt  sind:*) 

-  ~  -^  i-jf-J   ^»ng  *  I  CO«  20[c08  2a  O  +  cos  *•;  -  sin  c»J 

+  2  sin  2  sin  2  a  0  cos  £  j 
oder: 

+  [0".  000894  -  0".  0004678  cos  2a]  tang  d  cos  2  Q 
—  0'^  0004561  tang  d  sin  2  a  sin  2  Q 

und  auch  diese  Glieder  erreichen  für  kleinere  Deolinationen 

als  87  **  9^  noch  nicht  — -  einer  Bogensecunde. 

Nimmt  man  statt  des  Aequators  die  Ecliptic  zur  Grund- 
ebene an,  so  werden  die  Formeln  {b)  einfacher,  nämlich: 

dz 

T,  =" 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formeln  (a)  und 
setzt  A  und  ^  an  die  Stelle  von  u  und  d,  so  erhält  man  fiir 
die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in  Länge  und  Breite 
die  Formeln: 

>!—X  =  -  20".  256  cos  (X-.0^  80C  ß  ♦ 

|3'-ß  =  +  20".  255  sin  (X-Q)   sin  /3 


*)  Das  zweite,  in  tang  6  maltiplicirte  Glied  des  Ausdrucks  von 
d'— £  in  der  Gleichung  (a)  giebt  nämlich  abgesehen  von  dem  constan- 
ten  Factor: 

sin  0*  sin  a*  +  cos  0*  cos  c*  cos  a*  +  J  sin  2  0 .  sin  2a.  cos  t 

Drückt  man  hier  wieder  die  Quadrate  der  Sinus  und  Cosinus  von 
0  und  a  durch  den  eot  2  0  und  cos  2a  aus,  und  vemachUUngt  die 
CQDstanten  Glieder  1  +  cos  e*  — cos  2  a  sin  e',  so  erhält  man  den  ange- 
fahrten Ausdruck. 

10» 
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Beispiel.  Für  den  ersten  April  1849  hat  man  für 
Arctnrus : 

a  =    14*  8'  48"  =   212«  12'.0,  d  =  +   19*58'.  I,  0   =    11*37'.  2 
£  =   23*27'.  4 

Damit  findet  man: 

a!-a  =  +   18".  70 
ö'-«  =   ~     9".  56 

und  da: 

X  =  202*8',  ß  =  +   80*50' 
auch : 

A,'-;L  =  +   28".  19 
ß'-ß=  -     l   .89 

14*  Um  die  Berechnung  der  Aberration  in  Rectascen- 
sion  und  Declination,  die  nach  den  eben  gegebenen  Formeln 
etwito  unbequem  ist,  zu  vereinfachen,  hat  man  Tafeln  entwor- 
fen. Die  bequemsten  sind  die  von  Graufs  gegebenen. 
Gaufs  setzt: 

20". 255  sin  0  =  a  sin  (0  +  A) 
20.  255  cos  Q  cos  £  =  a  cos  C0  +  A) 

und  erhält  dann  einfach: 

a'— a  =  —  «  sec  Ä  cos  (0  +  ^— a) 

g-6  =  -  a8in68in(0  +  i4-a)  -  20".255  cos  0  cos  ^  sin  e 
=  -  a8inÄsin(0  +  ^-a)  -  10".128  sin  e  cos  (0  +  Ä) 
-  10".128  sin  £  cos  (0—6) 

Hiemach  sind  nun  die  Tafeln  entworfen.  Die  erste  Tafel 
giebt  mit  dem  Alimente  der  Länge  der  Sonne  A  und  log  o, 
wodurch  man  die  Aberration  in  Rectascension  und  den  er- 
sten Theil  der  Aberration  in  Declination  erhält.  Den  zwei- 
ten und  dritten  Theil  findet  man  dann  aus  der  zweiten  Tafel, 
in  welche  man  mit  den  Argumenten  04-6  und  0—6  eingeht. 
Diese  Tafeln  wurden  zuerst  von  Gaufs  in  der  monatlichen 
Correspondenz  Band  XVII  pag.  312  gegeben«  Die  dort  ge- 
brauchte Constante  ist  die  im  vorigen  angeführte  20^.255. 
Später    wurden    dieselben    von    Nicolai    mit    der    Constante 


149 

20".  4451  neu  berechnet  und  in  der  Warnstorfschen  Samm- 
lung von  Hülfstafeln  abgedruckt. 

Für  das  vorige  Beispiel  erhält  man  aus  letzteren  Tafeln: 

A  =  l"l'  log  a  =   1.2748 

und  damit: 

a'-a  =  +  18".  88 

und  fiir  den  ersten  Theil  der  Aberration  in  Declination 
-2".  15.  Den  zweiten  und  dritten  Theil  findet  man  gleich 
-8".  47  und  =  -4". 03,  wenn  man  in  die  zweite  Tafel  mit 
den  Argumenten  31  "36'  und  -  8^21'  eingeht.     Es  ist  also: 

A'-A  =  -9".  65 

MultipUcirt    man    diese    Werthe    von    «/— a    und    6—6    mit 

so".  2550 

— '- ,  SO  erhält  man  wie  vorher: 

20  .4451' 

a'-a  =  +  18".  70  und  6'-ö  =  -  9".56. 

Aufser    diesen    allgemeinen  Tafeln    für    die    Aberration 

werden    in  den    astronomischen  Jahrbüchern   noch    specielle 

Tafehi  gegeben,  die  nach  den  Tagen  des  Jahres  geordnet 
sind.     Dort  ist  nämlich  gesetzt: 

—  20". 255  cos  O  cos  f  ==  A  sin  H 

—  20".  255  sin  0  ^  h  cos  H 

—  20".  255  cos  0  sin  £  =  h.  lang  f  sin  //  =  i 

und  es  ist  dann: 

a'— a  =  h  sin  (//+«)  sec  6 

6'-ö   =  h  cos  (H'¥ül)  sin  d  +  I  cos  6 

Solche  Tafeln,  welche  die  Werthe  von  A,  H  und  t  von 
10  zu  10  Tagen  geben,  findet  man  z.  B.  in  Encke's  Jahr- 
büchern. Für  das  vorher  gebrauchte  Beispiel  hat  man  danach : 

A  =  +  18".65,  H  =  257*22',  i  =  -   7".90 

womit  man  für  r/— a  und  6'— 6  dieselben  Werthe  wie  vor- 
her findet. 

15.  Das  Maximum  und  Minimum  der  Aberration  in 
Länge  findet  statt,    wenn  die  Länge  des  Sterns  gleich  der 


150 

der  Sonne  oder  180^  gröfser  ist,  dagegen  trifft  daa  Mazimuin 
oder  Minimum  in  der  Breite  ein,  wenn  der  Stern  der  Sonne 
90^  vorausgeht  oder  ihr  um  eben  so  viel  folgt.  Granz  analog 
den  Formeln  für  die  jährliche  Aberration  sind  die  Formeln 
fiir  die  jährliche  Parallaxe  der  Fixsterne  (d.  h.  fiir  den  Win- 
kel, welchen  die  Richtungen  von  den  Mittelpuncten  der  Sonne 
und  der  Erde  nach  dem  Fixsterne  mit  einander  bilden),  nur 
dafs  dort  die  Maxima  und  Minima  auf  andre  Zeiten  treffen. 
Ist  nämlich  A  die  Entfernung  des  Fixsterns  von  der  Sonne, 
A  und  ß  seine  von  der  Sonne  aus  gesehene  Länge  und  Breite, 
so  sind  die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Sonne: 

X  =  A  cos  ß  cos  X,  y  =  ^  cos  ß  ein  X,  z  =  A  sin  ß 

Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Erde  wer- 
den sein: 

x'  =  A'  cos  ßf  cos  A.',  y'  =  A'  cos  ß'  sin  X\  2'  =  A'  sin  ß' 

und  da  die  Coordinaten  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Erde: 

X  =  Rcos  Q  und   Y  =  n  sin  0 

sind^  so  hat  man: 

A'  cos  p'  cos  A'  =  A  cos  p  cos  A  +  /?  cos  0 
A'  cos  ß'  sin  A'  =  A  cos  ß  sin  A  +  i?  sin  0 
A'  sin  p'  =  A  sin  ß 

Daraus  erhält  man  leicht: 

A'  — A  =  -  — ,  sin  (A-0)  sec  ß,  206265 

.  R 

p  —  ß  =  —  -,  coj*  (A— 0)  sin  ß.  206265 

odfer  da  -^,  206265  gleich  der  jährlichen  Parallaxe  %  ist: 

A'— A  =  —  «  sin  CA  — 0^  sec  ß 

ßf'-ß  =  -  «  cos  (A-O)  sin  ß  ^^^ 

Die  Formeln  sind  aber  ganz  ähnlich  wie  die  fiir  die 
Aberration,  nur  findet  das  Maximum  und  Minimum  der  Par- 
allaxe in  Länge  statt,  wenn  der  Stern  der  Sonne  90®  vor- 
ausgeht  oder  um  ebensoviel  folgt;  dagegen  findet  das  Maxi- 
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mum    oder  Mininmm    in  der  Breite   statt,    wenn  die  Länge 
des  Sterns  180^  gröfser  oder  gleich  der  Länge  der  Sonne  ist. 
Für  die  Bectascension  und  Declination  hat  man  die  Glei- 
chungen: 

A^  C08  6f  cw  a'  =  A  cos  ö  cos  a  -h  R  cos  Q 
A'  cos  ^  sin  a'  =  A  cos  £  sin  a  +  /^  sin  0  cos  € 
A'  sin  d'  =  A  «sin  6  -I-  /?  sin  0  sin  s 

woraus  man  dann  ähnlich  wie  bei  der  Aberration  findet: 

a'  —  a  =  —  «  [cos  0  sin  a  —  sin  0  cos  e  cos  a]  sec  6 
d^—Ö  =  —  ir  [cos  e  sin  a  sin  6  —  sin  e  cos  S]  sin  0 
—  IC  cos  0  sin  6  cos  a 

16*  Die  tägliche  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Äxe  bringt 
ebenso  wie  die  jährliche  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Aber- 
ration hervor,  welche  die  tägliche  Aberration  genannt 
mrd.  Diese  ist  indessen  viel  unbedeutender  als  die  jährliche 
Aberration,  da  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  Axe  sehr  viel  kleiner  ist  als  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  in  der  jährlichen  Bahn  um  die  Sonne. 

Die  Coordinaten  eines  Ortes  auf  der  Oberfläche  der 
Erde  in  Bezug  auf  drei  auf  einander  senkrechte  Axen,  von 
denen  die  eine  mit  der  Botationsaxe  zusammenfallt,  die  bei- 
den andern  in  der  Ebene  des  Aequators  liegen  und  zwar  so, 
daTs  die  positive  Axe  der  x  vom  Mittelpuncte  nach  dem 
Friihlingspuncte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem  neunzig- 
sten Grade  der  Rectascensionen  gerichtet  ist,  sind  nach  No.  2 
dieses  Abschnitts: 

X  z=  ^  cos  q/  cos  0 
y  =  ^  cos  Kf/  sin  0 
2  =  (^  sin  9' 


Man  hat  abo: 


dx  /    .     ^     ^^ 

dt  ^         ^  dt 

dy  I         ^    d& 

=    +  Q  C08  Cp    COS  0  .         - 

dt  ^         ^  fff 

1^  =   0 
dt 
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Substitiiirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (a)  in 
No.  13,  so  erhält  man  leicht  mit  Vemachlärsigung  der  zwei- 
ten Potenzen: 

a  — a  =  —  — —  o  cos  m  cos  (S  —  a)  sec  0 
fLi    dt    ^         ^  ^ 

lyS   =  —  —  o  C08  cp'  sin  (&—<x)  sin  ö 

/LI    dt    ^        ^ 

Bezeichnet  nun  T  die  Anzahl  der  Stemtage,  welche  in 
der  Zeit  enthalten  sind,  in  welcher  die  Sonne  360^  am  Him- 
mel durchläuft,  dem  sogenannten  siderischen  Jahre*),  so  ist 
also  die  durch  die  Umdrehung  der  Erde  entstehende  Win- 
kelbewegung eines  Punctes  derselben  Tmal  schneller  als  die 
Winkelbewegung  der  Erde  in  ihrer  Bahn,  sodafs: 

dt  dt 

Man  erhält  daher  als  Constante  der  täglichen  Aberration,  da: 

—  Q  =  k  ^  =  k  8\n  IC 

ist,  wo  Tc  die  Sonnenparallaxc  und  ä:  die  Anzahl  von  Zeit- 
sccunden  bezeichnet,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halb- 
messer der  Erdbahn  zu  durchlaufen: 


k.  —  .  sin  lt.   7 
dt 


oder  da: 


k.    -^  =  20"  255,  Ä  =  8".  57 12  und  T  =  »66.  26  ist 
dt 


0".S083 


*)  Diese  Zeit  ist,  wie  man  spater  sehen  wird  etwas  grofser  als  die 
Zeit,  welche  zwischen  zwei  Dorch^ngen  der  Sonne  durch  das  Frühlings- 
äquinoctium  verfliefst,  indem  das  siderische  Jahr  =  S65.256S7  mittle- 
ren Tagen  ist  oder  gleich  865  Tagen  6  Stunden  9  Minuten  und 
10.7496  Secunden. 


158 

Setzt  man  noch  statt  der  verbesserten  Polhöfae  9'  einfach 
die  Pohöhe  9,  so  erhält  man  also  fiir  die  tägliche  Aberration 
in  Rectascension  und  Declination: 

a'— a  =  0".S083  cos  9  cos  (0— a)  sec  ö 
ö'-6  =  0".  808S  cos  9  sin  (0-a>  sin  6 

Danach  ist  im  Meridian  die  tägliche  Aberration  der 
Sterne  in  Declination  Null,  während  sie  in  Rectascension  ihr 
Maximum  erreicht,  nämlich: 

0",3088.  cos  9  sec  6 

17*  Für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  in  Länge 
und  Breite  waren  vorher  die  Ausdrucke  gefimden: 

A,'— A  =  —  1;  cos  (A.— 0)  sec  ß 
ßf^ß  =  +  k  sin  a-0)  sin  ß 

wo  die  Constante  2(/'.  255  durch  k  bezeichnet  ist.  Denkt  man 
sich  nun  an  dem  mittleren  Orte  des  Sterns  eine  tangirende 
Ebene  an  der  scheinbaren  Himmelskugel  und  in  dieser  ein 
rechtwinkliges  Axenkreuz,  dessen  Axe  der  a  und  y  die  Durch- 
schnittslinien der  Ebenen  des  Parallel-  und  des  Breitenkreises 
mit  der  tangirenden  Ebene  sind,  und  bezieht  nun  den 
wahren  mit  der  Aberration  behafteten  Ort  auf  den  mittleren 
durch  die  Coordinaten: 

X  =  (k'-X)  cos  ß  und  y  =  ßf-ß,  *) 

so  erhält  man  leicht,  wenn  man  die  obigen  Gleichungen 
quadrirt: 

y'  =  fc*  sin  /3»  -  x*  sin  ß* 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  halbe 
grofse  Axe  gleich  ky  deren  halbe  kleine  Axe  dagegen  k  sin  ß 
ist.      Vermöge   der  jährlichen    Aberration    beschreiben    also 


*)  Indem  für  so  kleine  Entfernungen  vom  Anfangspuncte  die  tan- 
girende Ebene  mit  der  Kugeloberfliiclie  zusammenfallend  angesehen,  wer- 
den kann. 
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die  Fixsterne  Ellipsen  um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe 
grofse  Aze  2(y'.255  und  deren  halbe  kleine  Axe  das  Maximum 
der  Aberration  in  Breite  ist.  Für  Sterne,  welche  in  der 
Ecliptic  stehen  ist  ji  und  mithin  auch  die  halbe  kleine  Aze 
gleich  Null.  Solche  Sterne  beschreiben  also  im  Laufe  eines 
Jahres  eine  gerade  Linie,  indem  sie  sich  in  der  Ecliptic 
20".  255  von  dem  mittleren  Orte  nach  jeder  Seite  hin  entfer^ 
nen.  Für  einen  Stern,  welcher  im  Pole  der  Ecliptic  stände, 
wäre  ^  =  90®,  mithin  die  halbe  kleine  Aze  gleich  der  hal- 
ben grofsen  Axe.  Ein  solcher  Stern  würde  also  im  Laufe 
eines  Jahres  um  seinen  mittleren  Ort  seinen  Kreis  von  20^'.  255 
Halbmesser  beschreiben. 

Gbmz  ähnliches  gilt  nun  auch  fiir  die  jährlichen  Parall-. 
axen  und  die  tägliche  Aberation.  Vermöge  der  letzteren 
beschreiben  die  Sterne  im  Laufe  eines  Stemtages  Ellipsen 
um  ihren  mittleren  Ort,  deren  halbe  grofse  und  halbe  kleine 
Axe  beziehlich  0".3083  cos  <p  und  Qf^SOSS  cos  <p  sin  6  ist. 
Für  Sterne,  die  im  Aequator  stehen,  geht  diese  Ellipse  in 
eine  gerade  Linie  über,  für  einen  Stern  dagegen,  welcher 
genau  im  Weltpole  stände,  in  einen  Kreis. 

18.  Hat  ein  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  wie  die 
Sonne,  der  Mond  und  die  Planeten,  so  ist  fiir  diese  die  bisher 
betrachtete  Aberration  der  Fixsterne  noch  nicht  die  vollstän- 
dige Aberration.  Denn  da  ein  solches  Gestirn  in  der  Zeit, 
während  welcher  der  Lichtstrahl  von  demselben  zur  Erde 
läuft,  seinen  Ort  verändert,  so  entspricht  die  beobachtete 
Richtung  des  Lichtstrahls  nicht  dem  wahren  geocentrischen 
Orte  des  Gestirns  zur  Zeit  der  Beobachtung.  Man  nehme 
nun  an,  dafs  der  Lichtstrahl,  welcher  zur  Zeit  t  das  Objectiv 
des  Fernrohrs  trifft,  zur  Zeit  7'  vom  Planeten  ausgegangen 
sei.  Es  seien  femer  P  Fig.  4  der  Ort  des  Planeten  im 
Räume  zur  Zeit  T,  p  derselbe  zur  Zeit  t,  A  der  Ort  des 
Objectivs  zur  Zeit  T,  a  und  b  seien  die  Oerter  des  Objectes 
und  Oculars  zur  Zeit  e,  a'  und  b*  dagegen  die  Oerter  zur 
Zeit  ^,  wo  der  Lichtstrahl  das  Ocular  trifft.     Dann  ist: 
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1.  AP  die  Bichtung  nach  dem  Orte  des  Planeten  zur 
Zeit  Ty 

2.  ap  die  Richtung  nach  dem  wahren  Orte  zur  Zeit  t, 

3.  ap  oder  d'p'  die  Bichtung  nach  dem  scheinbaren  Orte 
zur  Zeit  t  oder  zur  Zeit  i  ^  deren  Differenz  unendlich 
klein  ist, 

4.  Ha  die  Bichtung  nach  demselben  scheinbaren  Orte,  von 
der  Aberration  der  Fixsterne  befreit. 

Da  nun  P,  a  nnd  h'  in  einer  geraden  Linie  liegen^  so  ist: 

Pa  :  ah'  =  t-T  :  i! -t 

Da  femer  das  Zeitintervall  i—7'  immer  sehr  klein  ist, 
sodafs  man  annehmen  kann,  dafs  die  Erde  sich  innerhalb  des- 
selben geradlinig  und  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  be- 
wegt, so  liegen  auch  A^  a  und  d  in  einer  geraden  Linie, 
sodafs  Aa  und  ad  ebenfaUs  den  Zeiten  ^—7'  und  i-^t  pro- 
portional sind.  Daraus  folgt  also,  dafs  AP  parallel  b'd  ist, 
dafs  also  der  scheinbare  Ort  des  Planeten  zur  Zeit  t  gleich 
dem  wahren  Orte  zur  Zeit  T  ist.  Der  Unterschied  der  Zeiten 
i  und  T  ist  aber  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  vom  Planeten 
ziun  Auge  gelangt  oder  das  Product  der  Distanz  des  Planeten 
in  493''. 2  d.  h.  in  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  die  halbe 
grofse  Axe  der  Erdbahn,  welche  als  Einheit  angenommen 
wird,    durchläuft. 

Daraus  folgen  nun  drei  Methoden,  den  wahren  Ort  eines 
Wandelsterns  aus  dem  scheinbaren  ftir  irgend  eine  Zeit  t  zu 
berechnen. 

I.  Man  ziehe  von  der  beobachteten  Zeit  die  Zeit  ab,  in- 
nerhalb welcher  das  Licht  vom  Planeten  zur  Erde  gelangt; 
dann  erhält  man  die  Zeit  T  und  der  wahre  Ort  zur  Zeit 
T  ist  mit  dem  scheinbaren  zur  Zeit  t  identisch. 

II.  Man  berechne  mit  der  Entfernung  des  Wandelsterns 
die  Keduction  der  Zeit  <— .7'  und  damit  mit  Hülfe  der  täg- 
lichen Bewegung  des  Gestirns  in  Kectascension  und  Declina« 
tion  die  Beduction  des  beobachteten  scheinbaren  Ortes  auf 
die  Zeit  T. 

lU.     Den  gegebenen  Ort  von  der  Aberration  der  Fixsterne 


156 

befreit  9  betrachte  man  als  den  wahren  Ort  zur  Zeit  1\  aber 
gesehen  von  dem  Orte,  welchen  die  Erde  zur  Zeit  i  hat. 
Diese  letztere  Methode  wendet  man  dann  an,  wenn  man  die 
Entfernung  des  Gestirns  nicht  kennt  z.  B.  bei  der  Berechnung 
einer  Bahn  eines  noch  unbekannten  Planeten  oder  Cometen. 
Da  die  Zeit,  in  welcher  das  Licht  von  der  Sonne  zur 
Erde  gelangt,  493''.  2  ist  und  die  mittlere  Bewegung  der  Sonne 
in  einem  Tage  59'  8''.  3  beträgt ,  so  ist  nach  II.  die  Aberra- 
tion der  Sonne  in  Länge  20^.25  im  Bogen,  um  welche  Grölse 
man  die  Längen  der  Sonne  immer  zu  klein  beobachtet.  We- 
gen der  Aenderung  der  Entfernung  der  Sonne  und  ihrer 
Geschwindigkeit  schwankt  dieser  Werth  im  Laufe  des  Jahres 
um  einige  Zehntheile  einer  Secunde. 


Anm.  Vergl.  über  die  Aberration  die  Vorrede  zu  Beweis  „Tabulae 
Regiomontanae**  pag.  XVU.  et  seq.  and  Gauls  Theoria  motus  corporum 
coelestum  pag.  68  sq. 


DRITTER  ABSCHNin. 

Bestimmung  der  vom  Standpuncte  des  Beobachters  auf 
der  Erdoberfläche  unabhängigen  Coordinaten  und  Winkel 
der  scheinbaren  Himmelskugel.   Periodische  und  Säcular- 

Aenderungen  dieser  Gröfsen. 

Die  von  dem  Standpunete  des  Beobachters  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  unabhängigen  Coordinaten  und  Winkel  der 
scheinbaren  Hinunelskugel  sind  die  Rectascensionen  und  Dec*- 
linationen  sowie  die  Längen  und  Breiten  der  Sterne  und  end- 
lich der  Winkel«  welchen  die  Grundebenen  der  beiden  Coor- 
dinatensjsteme  mit  einander  bilden  oder  die  Schiefe  der  Ec- 
liptic.  Die  sphärischen  Coordinaten  der  Länge  und  Breite 
werden  niemals  unmittelbar  durch  Beobachtungen  bestimmt, 
sondern  immer  nur  vermittelst  der  Formeln  für  die  Transfor- 
mation der  Coordinaten  aus  den  Rectascensionen  und  Dedi- 
nationen  durch  Rechnung  hergeleitet,  (l.  Nr.  8).  Es  bleiben 
also  nur  die  Rectascensionen  und  Dedinationen  der  Him- 
melskörper sowie  die  Schiefe  der  Ecliptic  durch  die  Beob- 
achtungen zu  bestimmen. 

Indem  man  die  Bestimmungen  dieser  Gröfsen  zu  ver- 
schiedenen Epochen  mit  einander  vergleicht,  findet  man,  dafs 
dieselben  Aenderungen  unterworfen  sind,  von  denen  ein  Theil 
in  nicht  allzu  gröfsen  Zeiträumen  der  Zeit  proportional,  der 
andre  aber  periodisch  ist.  Die  der  Zeit  proportionale  Aende- 
rung  der  Rectascension  und  Declination  sowie  der  Länge 
und  Breite  heifst  die  Präcession,  dagegen  die  der  Zeit 
proportionale  Aenderung  der  Schiefe  der  Ecliptic  die  Säcu- 
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lar ander ung  der  Schiefe.  Der  andre  Theil  der  Aende- 
rungy  dessen  Hauptglieder  eine  Periode  von  etwa  19  Jahren 
haben,  wird  mit  dem  Namen  Nutati  on  bezeichnet.  Beide 
Aenderungen  haben  ihren  Grund  in  einer  säcularen  Bewegung 
sowohl  des  Aequators  auf  der  Ecliptic  als  auch  der  Ecliptic 
auf  dem  Aequator,  wodurch  zugleich  die  Neigung  der  beiden 
Ebenen  gegen  einander  geändert  wird  und  in  einer  periodi- 
schen Schwankung  des  Durchschnittspunctes  des  Aequators 
und  der  Ecliptic  auf  letzterer  und  einer  damit  verbundenen 
periodischen  Aenderung  der  Neigung  des  Aequators  gegen 
die  Ecliptic. 

Den  Ort  eines  Sterns  zu  einer  bestimmten  Zeit,  von  dem 
periodischen  Theile  der  Aenderung  oder  der  Nutation  befreit, 
nennt  man  den  mittleren  Ort  des  Sterns  fiir  diese  be- 
stimmte Epoche.  Diese  mittleren  Oerter  der  Sterne  werden 
in  den  Stemverzeichnissen  angegeben.  Um  daraus  den  mitt- 
leren Ort  für  eine  andre  Epoche  zu  erhalten,  raufs  man  da- 
ran die  Fraecession  fiir  den  Unterschied  der  Zeiten  anbrin- 
gen; will  man  aber  den  wahren  Ort  des  Sterns  bezogen  auf 
das  wahre  Aequinoctium  fiir  diese  Zeit,  so  mufs  man  aufser 
der  Präcession  auch  noch  die  Nutation  hinzufügen.  Es  ist 
daher  nöthig,  die  Gesetze  der  Aenderungen  der  Stemörter 
durch  Präcession  und  Nutation  kennen  zu  lernen  und  zugleich 
bequeme  Mittel  zu  finden,  um  die  mittleren  Oerter  der  Sterne 
auf  verschiedene  Epochen  zu  reduciren,  sowie  mittlere  Oerter 
in  wahre  und  umgekehrt  zu  verwandeln. 


I.     Bestimmung  der  Rectascensionen  und  Declinationen 
der  Sterne  sowie  der  Schiefe  der  Ecliptic. 

1«  Beobachtet  man  die  Unterschiede  der  Zeiten,  zu  de- 
nen die  Sterne  durch  den  Meridian  eines  Ortes  gehen,  so 
sind  diese  Unterschiede  ^uch  die  Unterschiede  der  Rectascen- 
sionen der  Sterne  in  Zeit  ausgedrückt.  (I.  Nn  3  Anm.) 
Nimmt  man  zugleich  die  Höhen,  welche  die  Sterne  bei  ihrem 
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Durchgange  durch  den  Meridian  haben,  so  erhält  man  auch 
die  Unterschiede  ihrer  Declinationen»  da  jede  einzehie  Meri- 
dianhöhe eines  Sterns  von  seiner  Deolination  um  eine  Con> 
staute  verschieden  ist.  (I.  Nr,  14), 

Zu  diesen  Beobachtungen  bedarf  man  also  einer  guten 
Uhr  d.  h.  einer  solchen,  die  für  Zeiten,  in  welchen  gleich 
grofse  Bogen  des  Aequators  durch  den  Meridian  gehen,  auch 
immer  eine  gleich  grofse  Anzahl  von  Secunden  angiebt*)  und 
eines  in  der  Ebene  des  Meridians  unverrückt  aufgestellten 
Höheninstruments  d.  h.  eines  Meridianskreises.  Dieser  besteht 
in  seinen  wesentlichen  Theilen  aus  einer  horizontalen,  in  zwei 
festen  Lagern  liegenden  Axe,  welche  einen  verticalen  Kreis 
und  ein  Femrohr  trägt.  An  dem  einen  Lager  ist  dann  ein 
Index  befestigt,  welcher  bei  der  gleichzeitigen  Bewegung  des 
Fernrohrs  und  des  Kreises  um  die  horizontale  Axe  die  vom 
Femrohre  durchlaufenen  Bogen  auf  dem  Kreise  anhebt. 

Um  den  regelmäfsigen  Gang  der  Uhr  zu  prüfen,  beob- 
achtet man  die  auf  einander  folgenden  Durchgänge  verschie- 
dener Sterne  durch  einen  im  Brennpuncte  des  Femrohrs  aus- 
gespannten senkrechten  Faden.  Hat  dann  das  Instrument 
seinen  Stand  in  der  Zwischenzeit  nicht  geändert  und  ist  die 
Beobachtung  an  demselben  Puncto  des  senkrechten  Fadens 
angestellt,  so  mufs  die  Uhr,  wenn  sie  nach  Stemzeit  geht, 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Durchgängen  desselben 
Sterns  genau  24  Stunden  angeben.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
sondern  glebt  die  Uhr  für  jeden  Stern  constant  die  Zeit 
24^  —  a  an,  so  nennt  man  a  den  täglichen  Gang  der  Uhr  und 
mufs  diesen  bei  der  Beobachtung  der  Rectasccnsionsunter- 
schiede  mit  in  Rechnung  bringen,  indem  man  die  beobachte- 

ten  Unterschiede  mit       -^ —   multiplicirt. 

24^—«  *' 

Nachdem    man    sich  von  dem  regelmäfsigen  Gange  der 

Uhr  überzeugt  hat,    ist  es  nöthig,    den  Meridiankreis  so  zu 


*)  Die  Zeit  selbst  braucht  man    nicht  zu  kennen ,    da  ^mmer  nur 
Unterschiede  von  Zeiten  beobachtet  werden. 
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berichtigen  9  dafs  der  im  Fernrohre  ausgespannte  senkrechte 
Faden  in  jeder  liage  des  Femrohrs  in  der  Ebene  des  Meridians 
bleibt.  Hat  man  die  Axe  des  Instruments  durch  eine  Wasser* 
wage  genau  horizontal  gestellt,  so  lasse  man  einen  dem  Aequator 
nahe  stehenden  Stern  so  nahe  als  möglich  am  Meridiane*)  längs 
dem  zweiten,  im  Femrohre  ausgespannten  und  auf  dem  ersteren 
senkrecht  stehenden  Faden  gehen  und  drehe  das  ganze  Faden- 
kreuz solange,  bis  der  Stern  bei  dem  Durchgange  durch  das 
Feld  denselben  nicht  mehr  verläTst.  Dann  ist  dieser  Faden  genau 
horizontal,  also  der  andere  genau  vertical.  Nachdem  dies  ge- 
schehen, stelle  man  das  Femrohr  auf  einen  weit  entfernten  ter- 
restrischen Gegenstand  und  merke  sich  einen  kenntlichen  Funct, 
welchen  der  verticale  Faden  durchschneidet.  Dann  lege  man 
das  Instrument  in  seinen  Lagern  um,  sodafs  der  Ejreis,  wenn 
er  Torher  auf  der  östlichen  Seite  war,  jetzt  auf  der  westlichen 
steht  und  stelle  das  Femrohr  in  dieser  Lage  auf  dasselbe 
Object  ein.  Durchschneidet  dann  der  verticale  Faden  auch 
in  dieser  Lage  genau  denselben  Punct  des  Objects,  so  steht 
die  Gesichtslinie,  d.  h.  die  Linie  vom  Mittelpuncte  des  Objec- 
tivs  des  Femrohrs  nach  dem  Fadenkreuze  genau  senkrecht 
auf  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments.  Schneidet  aber  der 
Faden  einen  andern  Punct,  so  verschiebe  man  das  Faden- 
kreuz durch  Schrauben,  welche  dasselbe  senkrecht  gegen  die 
Gesichtslinie  bewegen,  solange  bis  der  senkrechte  Faden  durch 
den  zwischen  den  beiden  Puncten  in  der  Mitte  liegenden 
Punct  des  Objects  geht.  Dann  wird  jetzt  die  Gesichtslinie 
senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe  stehen.  Sollte  es  noch 
nicht  genau  der  Fall  sein,  so  kann  man  immer  durch  Wie- 
derholung derselben  Operation  den  Fehler  ganz  wegschaffen. 
Um  endlich  den  verticalen  Faden  in  die  Ebene  des  Me- 
ridians zu  bringen,  bedient  man  sich  des  Polarsterns,  indem 
man  die  Durchgänge  desselben  durch  den  Faden  bei  drei 
auf  einander   folgenden    oberen  und  unteren   Culminationen 


*)  Dessen  Richtung  man  zu  diesem  Zwecke  genau  genug  durch  die 
Beobachtung  der  Zeiten  findet,  wo  die  Höheii  der  Sterne  sich  nicht  ändern. 
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beobachtet.  Steht  i^mlich  das  Instrument  genau  in  der  Ebene 
des  Meridians  9  so  mufs  die  Zeit  zwischen  einer  oberen  und 
der  nächstfolgenden  untern  Cuhnination  genau  gleich  der 
Zeit  sein,  welche  von  der  untern  bis  zur  nächstfolgenden 
oberen  Culminadon  verfliefst.  Ist  dies  nicht  der  Fall»  so 
weifs  nuuiy  dafs  der  Verticalkreis»  welchen  das  Instrument  be- 
schreibt, nach  derjenigen  Seite  des  Meridians  abweicht,  auf 
welcher  der  Stern  die  kürzere  Zeit  gewesen  ist  und  kann 
also  durch  Verschiebung  des  einen  Lagers  des  Instruments 
die  Gesichtslinie  desselben  in  den  Meridian  bringen.  Auf 
diese  Weise  kann  man  nun  also  die  Aufstellung  eines  solchen 
Instruments  vollkommen  berichtigen,  sodals  der  verticale  Fa- 
den  des  Femrohrs  in  jeder  Lage  desselben  genau  in  der 
Ebene  des  Meridians  bleibt 

Nachdem  dies  geschehen  ist,  beobachtet  man  die  Zeiten 
der  Durchgänge  der  Sterne  durch  den  verticalen  Faden,  stellt 
dieselben  zugleich  kurz  vor  oder  nach  ihrem  Durchgange 
auf  den  horizontalen  Faden  ein  und  liest  die  Zahl  ab,  welche 
der  Index  bei  dieser  Lage  des  Femrohrs  auf  dem  Kreise  an- 
giebt.  Dann  erhält  man  aus  den  unterschieden  der  beobach- 
teten Zeiten  die  Unterchiede  der  scheinbaren  Rectascensionen 
und  aus  den  unterschieden  der  Angaben  des  Kreises  die 
Unterschiede  der  scheinbaren  Declinationen.  An  diese  beob- 
achteten unterschiede  sind  nun  noch  die  im  vorigen  Abschnitte 
betrachteten  Correctioncn  anzubringen,  um  daraus  die  wahren 
Rectascensions-  und  Declinations-Ünterschiede  der  Sterne  zu 
erhalten. 

Die  Parallaxe  fiir  Kectasc^ision  ist  im  Meridiane  Null,  diese 

also   bei  den  Beobachtungen  der  Rectascensionsunterschiede 

nicht  zu  berücksichtigen;  dagegen  mufs  man  die  Declination 

oder  vielmehr  hier  die  Angabe  des  Kreises  von  der  Parallaxe 
befreien,  wenn  das  beobachtete  Gestirn  eine  solche  hat.     Geht 

die  Theilung  im  Sinne  der  Zenithdistanzen  fort,  wächst  sie 
also  vom  Zenith  nach  dem  Horizonte  zu,  so  hat  man  an  die 
Angabe  des  Kreises  anzubringen  —  n  sin  r  (U.  Nr.  3),  wenn 
9c  die  Horizontalparallaxe  und  z  die  scheinbare  Zenithdistaoz 

11 
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des  Gestirnfl  ist*)  Für  Fixsterne  ist  diese  Correction  Null. 
Da  ferner  die  Befiraction  ebenfalls  nur  im  Sinne  des  Vertieals 
wirkt,  so  ändert  sie  auch  nicht  die  Darchgangszeiten  der 
Sterne  durch  den  Meridian;  an  alle  Angaben  des  Kreises  bat 
man  dagegen,  wenn  die  Theilung  im  Sinne  der  Zenithdistan- 
£en  fortgeht,  die  Correction  +  r  anzubringen,  wo  r  nach  der 
Formel  {F)  in  Nr.  10  des  zweiten  Abschnitts  zu  berechnen 
und  also  gehörig  auf  den  Stand  des  Barometers  und  Ther^ 
mometers  zur  Zeit  der  Beobachtung  Böcksicht  zu  nehmen  ist 

Da  die  beiden  Correctionen  die  Kenntnifs  der  soheinba* 
ren  Zenithdistanz  erfordern,  so  mufs  man  also,  um  diese  aus 
den  Angaben  des  Kreises  berechnen  zu  können,  wissen,  wel- 
eher  Pimct  desselben  dem  Zenith  entspricht.  Diesen  Punct, 
den  sogenannten  Zenithpunct  des  Kreises,  kann  man  aber 
leicht  finden,  indem  man  den  horizontalen  Faden  des  Fem- 
rohrs in  zwei  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  (bei  Kreis 
Ost  und  Kreis  West)  auf  ein  und  dasselbe  irdische  Object 
einstellt.  Ist  dann  4  die  Ablesung  des  Kreises  in  der  einen, 
q!  die  in  der  andern  Beobachtung,  so  ist  K^+O  der  Zenith- 
punct des  Kreises.  Statt  eines  irdischen  Objects  kann  man 
sich  auch  hierzu  des  Polarsterns  zu  der  Zeit,  wann  derselbe 
nahe  im  Meridiane  ist,  bedienen,  weil  sich  dann  die  Zenith- 
distanz desselben  äufserst  langsam  ändert. 

Zuletzt  sind  nun  noch  die  beobachteten  Bectascensions- 
und  Declinations- Unterschiede  von  der  Aberration  zu  befrrien« 
indem  man  die  in  II.  Nr.  13  gegebenen  Ausdrücke  (A)  an 
die  Beobachtungen  anbringt,  und  zwar  für  die  Bectascension 
mit  umgekehrten  Zeichen  an  die  beobachteten  Zeiten,  dage- 
gen die  Correction  £'— d  mit  ihrem  Zeichen  an  die  beobach* 
teten  Ablesungen  des  Kreises,  wenn  die  Sterne  südlich  vom 
Zenith  culminiren  und  die  Theilung  im  Sinne  der  Zenith- 
distanzen  fortgeht  Da  diese  Ausdrücke  für  a'— a  und  6'-^S 
die  Gröfsen  m,  ö  und  b  selbst  enthalten,  so  setzt  dieBeredi- 


*)  Gebt  die  Theilusg  den  Zenithdistanzen  entgegengetetst  vom 
Horizonte  nach  dem  Zenith  za,  o  sind  alle  Correctionen  mit  entgegen- 
getetxtem  Zeichen  anzubringen 
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nung  derselben  schon  immer  eine  genäherte  Kenntnifs  der- 
selben voraas.  Diese  hat  man  aber  dnreh  frühere  Stemver- 
zeiehnisse.  Schon  die  Alten  bestimmten  die  Bectascensionen 
nnd  Dedinationen  der  Sterne  natiirlioh  ohne  Bücksicht  auf 
die  kleinen  Correctionen,  sonst  aber  durch  eine  Methode,  die 
im  Wesentlichen  dieselbe  war,  deren  man  sich  noch  jetzt  be- 
dient. Seit  der  Zeit  wurden  dann  die  Verzeichnisse  immer 
mehr  and  mehr  verbessert,  indem  theDs  die  Beobachtungen 
selbst  namentlich  seit  der  Erfindung  des  Femrohrs  und  des 
Fadenkreuzes  bedeutend  g^iauer  wurden,  theils  auch  immer 
genauere  Werthe  fiir  die  kleinen  Correctionen  angewandt 
werden  konnten. 

Hat  das  Gestirn  noch  eine  sichtbare  Scheibe,  wie  z.  B. 
die  Sonne,  so  mufs  man  an  die  Beobachtung  der  Zenithdistanz 
noch  den  Halbmesser  der  Sonne  anbringen  oder  den  unteren 
sowohl  als  den  oberen  Band  im  Meridiane  beobachten.  Im 
letzteren  FaUe  mufs  man  an  die  Beobachtung  jedes  Bandes 
einzeln  die  Befraction  anbringen  und  dann  aus  beiden  corrigir- 
ten  Zenithdistanzen  das  Mittel  nehmen. 

Nachdem  man  nun  so  die  wahren  Bectascensions-  und 
Dedinations-Untersdiiede  der  Sterne  kennen  gelernt,  hat  man 
nur  noch  nöthig,  die  wahre  Bectascension  und  Dechnation 
eines  Sterns  zu  finden  oder  vielmehr  die  wahre  Bectascension 
eines  Steins  und  denjenigen  Punot  des  Meridianskreises,  wel« 
eher  dem  Wel^ole  oder  der  Höhe  des  Aeqnators  entspricht, 
um  dann  die  Bectascensionen  und  Dedinationen  aller  übrigen 
Sterne  zu  erhalten.  Macht  man  nun  diese  Bestimmungen  zu 
verschiedenen  Zeiten,  so  findet  man,  abgesehen  von  den  Be* 
obachtungsfehlem,  nicht  immer  dieselben  Bectascensionen  und 
Dedinationen,  wdl  nämlich  die  Ebenen,  auf  wdche  die  Stern- 
örter  bezogen  werden,  ihre  Lage  im  Baume  ändern,  also 
scheinbar  filr  uns  die  Oerter  der  Sterne  gegen  diese  Ebenen 
sich  ändern.  Diese  Aenderungen  sdlen  aber  vorläufig  nicht 
in  Betracht  gezogen  werden. 

3»  Den  Punct  des  Kreises,  welcher  dem  Weltpole  ent- 
spridit  oder  den  sogenannten  Polpunct  des  Kreises  findet  man 
leicht   durch  die  Beobachtung  der  oberen  und  unteren  Cul- 

11* 
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mination  der  Circumpolarsteme.  Ist  nämlich  ^  die  von  der  Be- 
fraction  befreite  Ablesung  des  Kreises  bei  der  obernCulmination» 
^  die  bei  der  unteren ,  so  ist  K^'"^)  =90—^  und  K^'+^)  der- 
jenige Punct  des  KreiseSy  welcher  dem  Pole  entspricht.  Dagegen 
ist  {  (4'  +4)  ±  90,  je  nach  dem  Sinne  der  Theilung  des  Kreisen, 
derjenige  Punct,  welcher  der  Höhe  des  Aequators  entspricht 
oder  der  Aequatorpunct  des  Kreises.  Kennt  man  durch  die 
Yorher  erwähnte  Methode  auch  den  Zenithpunct  des  Kreises 
Z,  so  ist  Z- !(<;'+ 4)  oder  ^cf+4)^Z  die  Polhöhe  des  Be- 
obacbtungsortes.  Nachdem  man  so  den  Polpunct  des  Kreises 
bestimmt  hat,  kann  man  die  Declinationen  aller  beobachteten 
Sterne  finden  und  es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  eine  wahre 
Bectascension  eines  Sterns  aus  den  Beobachtungen  herzuleiten. 

Da  man  als  Anfangspunct  der  Bectascensionen  der  Sterne 
den  einen  deijenigen  Puncte  nimmt,  in  welchen  £e  Ecliptic 
(d.  h.  derjenige  gröfste  Kreis,  welchen  die  Sonne  im  Laufe 
eines  Jahres  an  der  scheinbaren  Himmelskugel  zu  durchlan* 
fen  scheint)  den  Aequator  schneidet,  so  wird  man  zur  Kennt- 
nifs  der  Bectascension  eines  Sterns  durch  die  Verbindung  der 
Beobachtung^i  der  Culminationen  der  Sterne  mit  denen  der 
Sonne  gelangen.  Beobachtet  man  nämlich  zu  den  Zeiten  der 
Aequinoctien  mehre  Tage  hinter  einander  aufser  den  Culmi- 
nationen der  Sonne  und  eines  Sterns  zugleich  die  Dedination 
des  Mittdpnnots  der  Sonne,  so  kennt  man  fiir  verschiedene 
Declinationen  der  Sonne  die  beobachteten  Rectascensionsun* 
terschiede  der  Sonne  und  des  Sterns  und  kann  daher  diesen 
Unterschied  auch  für  den  Augenblick  berechnen,  wo  die  Dec- 
lination  der  Sonne  Null,  also  die  Bectascension  derselben  Null 
oder  180®  war.  Sind  dann  die  Beobachtungen  um  das  Früh- 
lingsäquinoctium  herum  angestellt,  so  wird  der  berechnete 
Bectascensionsunterschied  die  Bectascension  des  Sterns  selbst 
sein,  dagegen  wird  man  einen  um  180®  davo|i  Terschiedenen 
Werth  finden,  wenn  die  Beobachtungen  um  das  Herbstäqui- 
noctium  herum  lagen« 

Die  dritte  der  zu  bestimmenden  Gröfsen  ist  die  Schiefe 
der  Ecliptic  oder  der  Winkel,  welchen  die  Ebene  der  Ecliptic 
mit  der  Ebene  des  Aequators  macht     Das  M afs  dieses  Win- 
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kels  i0t  der  Bogen  des  C'olurs  der  Sonnenwenden  (d.  h.  des 
durch  die  Pole  beider  gröfsten  Kreise  gehenden  Breitenkreis 
ses),  welcher  zwischen  dem  Acquator  und  der  Ecliptic  ent<* 
halten  ist.  Die  Schiefe  der  f^cliptic  ist  daher  auch  gleich 
der  gröfsten  Declination,  welche  der  Mittelpunct  der  Sonne 
im  Laufe  eines  Jahres  hat.  Beobachtet  man  also  um  die 
Zeit  des  Sommersolstitiums  (Juni  21)  jeden  Tag  die  Declina- 
tion, welche  die  Sonne  bei  ihrem  Durchgange  durch  den  Me- 
ridian hat,  so  ist,  wenn  die  Zeit  des  Solstiums  mit  einer  Cul- 
mination  zusammentraf,  die  gröfste  beobachtete  Declination 
unmittelbar  die  Schiefe  der  Ecliptic.  Ist  dies  aber  nicht  der 
Fall,  so  leitet  man  leicht  die  grÖfste  Declination  aus  den  be- 
obachteten ab,  indem  man  die  Zeit  sucht,  fiir  welche  die  erste 
DiffSerenz  der  beobachteten  Declinationen  Null  war  und  fiir 
diese  Zeit  die  Declination  interpolirt. 

Beobachtet  man  nach  einem  halben  Jahre  zur  Zeit  des 
Wintersolstitiums  auch  wieder  die  Sonne,  so  mufs  man  den- 
selben absoluten  Werth  fiir  die  gröfste  südliche  Declination 
der  Sonne  finden,  wenn  die  Beobachtungen  fehlerlos  waren.*) 
In  dem  Falle  übrigens,  dafs  man  beide  Solstitien  beobachtet 
hat,  braucht  man  den  Polpunct  des  Kreises  gar  nicht  zu  ken- 
nen, sondern  nur  den  Zenithpunct,  man  hat  also,  was  dasselbe 
ist,  die  Kenntnifs  der  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  nicht 
nöthig.  War  nämlich  fiir  die  kleinste  Zenithdistanz  des  Mit- 
telpuncts  der  Sonne  im  Sommer  der  Werth  z  und  ftir  die 
gröfste  Zenithdistanz  im  Winter  der  Werth  /  gefunden,  so 
ist  i(2^^z)  gleich  der  Schiefe  der  Ecliptic  und  ^(z^+z)  gleich 
der  Zenithdistanz  des  Aequators  oder  der  Polhöhe. 

Jede  zwei  Beobachtungen  des  Bectascensionsunterschie- 
des  der  Sonne  und  eines  Sterns  und  der  Declination  der 
Sonne  geben  übrigens  sowohl  die  Bectascension  des  Sterns 
als  auch  die  Schiefe  der  Ecliptic.  Ist  nämlich  a  die  unbe- 
kannte Rectascension  des  Sterns,   A  der  beobachtete  Rectas- 


*)  Bis  auf  den  geringen  Unterschied,  der  von  der  SUctiUuränderuag 
der  Schiefe  und  der  Nntation  henrithrt 
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eensionsunterschied  der  Sonne  und  dea  Sterns  *),  D  dieDec- 
lination  der  Sonne  und  ^  die  Schiefe  der  Ecliptic,  so  hat  man 
nach  I.  Nr.  9  Anm. 

sin  {A  -f  a)  tang  £  =  tang  D 

und  ebenso  aus  einer  zweiten  Beobachtung: 

810  {A*  -f  a)  tang  £  =  tang  Z/ 

Aus  beiden  Gleichungen  findet  man: 

tang  D  sin  Ä  —  tang  7/  sin  Ä 

sin  a  tang  £  =   :— — 7 — — 

sm  \A  —A) 

tang  ti  cos  A  -*  tang  D  cos  Jl 

cos  a  Ung  £  =  —-2 ^-—^ — -S 

sm  (^  —  .4) 

woraus  man  sowohl  u  als  auch  t  berechnen  kann.  Man  sucht 
indessen  die  beiden  Grrö(sen  m  und  £  immer  soviel  als  mög- 
lich unabhängig  von  einander  zu  bestimmen,  um  nicht  F^er 
der  einen  auf  die  andre  zu  übertragen  und  verfahrt  daher 
immer  auf  eine  den  vorher  gegebenen  Methoden  ähnliche 
Weise. 

3.  Vorausgesetzt,  dafs  man  die  Lage  des  Frühlingspunc- 
tes  durch  eine  der  früheren  Methoden  i^herungsweise  kennt, 
kann  man  die  Schiefe  der  Ecliptic  aus  der  Beobachtung  der 
Sonne  in  der  Nähe  eines  der  Solstitialpuncte  auf  die  folgende 
Weise  scharf  bestimmen.  Ist  x  die  Entfernung  der  Rectas- 
cension  der  Sonne  vom  Solstitialpuncte,  also  gleich  9<)— oc,  so 
hat  man  die  Gleichung: 

cos  X  tang  c  =  tang  D 

Da  X  nach  der  Voraussetzung  eine  kleine  Gröfse  ist,  so 
kann  man  f  aus  dieser  Gleichung  in  eine  schnell  convergirende 
Reihe  entwickeln,  indem  man  nach  Einleitung  Formel  (18) 
erhält : 

£  =  Z)  +  tang  ^«'sin  2/)  +  ^  tang  Jx*  sin  i  D  +  ....  (i4) 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  aus  einer  Beobachtung 
der  Dedination  der  Sonne  in  der  Nähe  des  Solstitialpunctes 
die  Schiefe  der  Ecliptic  bestimmen. 


**)  Sodafs  ^  -f  a  die  Rectascension  der  Sonne  selbst  ist 
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Besael  beobachtete  in  Königsberg,  ala  die  Rectascension 
der  Sonne  5*  51'  28''.  5  w»r: 

D  =  28^  26'  47".  88 

Da  die  Rectascension  der  Sonne  zur  Zeit  des  Solstitiums 
6^  ist,  80  ist  hier: 

X  =  8'  86".  6  =  2®  9'  7".  5 

Es  ist  also: 

taug  i  x'sin  2  Z)  =  +   58".  18 
\  tang  4  a?^  »in  4  /)  =  +     O.Ol 

und  somit  die  Schiefe  der  Ecliptic  nach  dieser  Beobachtung: 

e  =  28*^27'  40".97 

Um  nun  das  Resultat  von  zufälligen  Beobachtungsfehlem 
zu  befreien ,  beobachtet  man  die  Dedinationen  an  mehreren 
in  der  Nähe  des  Solstitiums  liegenden  Tagen  und  nimmt  aus 
den  einzelnen  dadurch  erhaltenen  Bestimmungen  von  t  das 
Mittel.  Die  Zeit  des  Solstitiums  braucht  man  nur  näherungs- 
weise  zu  kennen,  da  ein  Fehler  in  x  nur  einen  sehr  gerin- 
gen Einflufs  auf  die  Bestimmung  von  e  hat.  Es  ist  nämlich, 
wenn  man  nur  das  erste  Glied  der  Beihe  berücksichtigt: 

tang  4  ^  •  sin  2  D    , 

dt  =      ^        .     i äx 

cos  %  X 

oder  auch  aus  der  ursprünglichen  Gleichung: 

dt  ^  \  tang  X  flin  2< .  dx 

sodaTs  man  also  nur  z.  B.  einen  Fehler  von  1".  37  in  t  erhal- 
ten hätte,  wenn  das  angenommene  x  um  100  Bogensecunden 
fehlerhaft  gewesen  wäre. 

4.  Kennt  man  dann  die  Schiefe  der  Ecliptic,  so  kann 
man  die  absolute  Rectascension  eines  Sterns  in  aller  Schärfe 
bestimmen.  Man  wählt  dazu  einen  hellen  Stern  aus,  den 
man  auch  bei  Tage  beobachten  kann  und  der  in  der  Nähe 
des  Aequators  steht.  Gewöhnlich  nimmt  man  dazu  den  Stern 
Atair   (a   Aquilae)    oder   den    Procyon    (a   Cania    minoris.) 


1<58 

_  • 

Zuerst  giebt  nun  jede  Beobachtung  der  Sonne,  (wenn  A  jetzt 
die  wahre  Rectascension  derBclben  bezeichnet)  die  Gleichung: 

sin  A  tang  £  =  tang  D 

oder: 

.     tong  D 
A  =  arc  sin   — - — 

tang£ 

Nun  sei  der  Stern  zur  Uhrzeit  t  im  Meridian  beobachtet, 
die  Sonne  zur  Uhrzeit  1\  so  ist  die  Kectascension  a  des 
Sterns  gleich: 

a  =  arc  sm  — ^—  +  (/— 2) 
tang  E 

Durch  diese  Gleichung  findet  man  also  die  Rectascension 
des  Sterns  aus  dem  beobachteten  Rectascensionsunterschiede  des 
Sterns  und  der  Sonne,  deren  Declination  D  und  der  Schiefe, 
der  Ecllptic  f.  Sind  daher  D  und  £  fehlerhaft*),  so  wird 
man  del'shalb  auch  m,  abgesehen  von  den  Beobachtungsfehlem 
in  <—  7\  etwas  fehlerhaft  erhalten.  Differcnzirt  man  aber  die 
Gleichung : 

sin  A  tang  t  =  tang  D 

logarithmisch,  so  erhält  man: 

2  dB  2  dD 

coiKTigAdA  +  -T-—-    =  -r-r-r 

sm  2  £        sin  2  Z> 

mithin  auch,    wenn  man  diese  Glieder  der  Gleichung  fiir  a 
hinzuftigt: 

.     tangZ)        2  tang  A    ,  ^        2  tang  A  . 

a  =  t-T  +  arc  sin  — ^~  +    -r— '^—   dD r^      de 

tang  £  sm  2i>  sm  2  f 

Um  nun  a  unabhängig  von  den  Fehlern  dD  und  de  zu 
erhalten  mufs  man  mehrere  Beobachtungen  auf  solche  Weise 
mit  einander  verbinden,  dafs  diese  Fehler  einander  aufheben. 
Dies  geschieht  nun,  indem  man  eine  Beobachtung  in  der  Nähe 


*)  Es  wird  natürlich  hier  nur  ein  constanter  Fehler  in  D  voraas- 
gesetst,  da  die  zufälligen  Beobachtungsfehler  durch  die  Menge  der  Be- 
obachtung aufgehoben  werden. 
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des  Frühlingsäquinoctittins  mit  einer  aadeniy  in  der  Nähe  des 
Herbstaqainoctiums  combinirt.  Nimmt  man  nämlich  aus  der 
Gleichung: 

taiig£ 

dir  A  immer  den  spitzen  Winkel,  so  hat  man  für  die  letztere 
Beobachtung  die  Gleichung: 

j     ^        (  .    tang  Ü\        2  Uns  ^'     ^       2  Ung  Ä  , 

a  =  i-T  +  (180 -aresin --2 — ) —^—dD  +— t— ^ — de 

\  tang  £  /  Bin  2  Z/  sin  2  e 

und  erhält  dann  aus  beiden  Gleichungen  fiir  oc: 

a  =  J  [(/-T)  +  (f'-T')]  +  }  (^arc  sin  5^«^_  arc  sin  ^?—  +l8oA 
•^  ""  \  tang  £  tang  £  / 

\sin  2i)        sm  2/7/  sin  2  £ 

Ist  nun  der  spitze  Winkel  Ä  =^  A^  so  ist  auch  If  ^  D^ 
Beobachtet  man  also  die  Sectascensionsunterschiede  der  Sonne 
und  eines  Sterns  zu  den  Zeiten ,  wo  die  Sonne  die  Rectas- 
cension  A  und  180  —  A  hat,  so  werden  die  Coef&cienten  von 
dD  und  d^  m  der  Gleichung  (E)  gleich  Null,  die  constanten 
Fehler  in  der  Declination  und  der  Schiefe  werden  dann  also 
ohne  allen  Einflufs  auf  die  Rcctascension  des  Sterns  sein. 
Man  wird  dies  zwar  nie  in  aller  Strenge  erreichen  können, 
weil  es  sich  nie  so  treffen  wird,  dafs,  wenn  die  Sonne  bei 
einer  Cülmination  die  Rectascension  A  hat,  dann  auch  gerade 
die  Rectascension  180  —  A  mit  einer  Cülmination  zusammen- 
trifft. Wenn  aber  auch  nur  A  nahe  gleich  180  --  A  ist,  so 
wird  der  übrig  bleibende,  von  dD  und  dt  abhängige  Fehler 
doch  immer  nur  höchst  gering  sein. 

Um  also  die  absolute  Rectascension  eines  Sterns  zu  be- 
stimmen, mufs  man  die  Rectascensionsunterschiede  der  Sonne 
und  des  Sterns  so  nahe  als  möglich  am  Frühlings-  und  Herbst - 
Aequinoctium  beobachten;  hat  man  aber,  das  eine  Mal  nach 
dem  Frühlingsäquinoctium  beobachtet,  so  mufs  man  die  zweite 
Beobachtung  vor  dem  Herbstäquinoctium  anstellen  und  um- 
gekehrt, damit  die  Dedinationen  der  Sonne  beide  Male  dasselbe 
Zeichen  haben. 
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Bessel  beobachtete  den  23sten  März  1828  die  Declina* 
tion  des  Mittelpuncts  der  Sonne,  befreit  von  Refraction  und 
Höhenparallaxe : 

D  =  +  !•  6'  54".2 

femer  die  Durchgangszeit  durch  den  Meridian: 

T  =  0*  11'  12".  57 

und  an  demselben  Tage  die  Durchgangszeit  von  ^  Canis 
minoris: 

t  =  7*  Sl'  14". 62  *) 

Ebenso  beobachtete  er  den  20sten  September  desselben 
Jahres: 

//  =  +   1*1'  56".8 
7^  =  11*  50'  »S".40 
r'  =     7*  80'  24". 82 

An  diese  beobachteten  Gröfsen  ist  nun  die  Aberration 
anzubringen.  Für  den  Stern  erhält  man  aber  nach  den  For- 
meln (A)  in  Nr.  13  des  zweiten  Abschnitts,  wenn  man: 

a  =  112*  84.8  und  £  =  +  5*  89'. 5 

nimmt,   die  Aberration  in  Rectascension : 

MSrz  28     -1-  O".  42 
Sept.  20     —  O".  54 

wo  das  Zeichen  so  zu  verstehen  ist,  dafs  man  diese  Correc- 
tion  mit  umgekehrtem  Zeichen  an  den  scheinbaren  Ort  anbrin- 
gen mufs,  um  den  mittleren  zu  erhalten.  Für  die  Sonne  hat 
man  die  Aberration  nach  den  in  Nr.  18  des  zweiten  Abschnitts 
gegebenen  Vorschriften  zu  berechnen.  Nun  ist  die  stündliche 
Bewegung  der  Sonne  in  Rectascension 

März  28     +  9".08  in  Zeit 
Sept.  20     +  9".  00 


*)  Diese  Zeiten  sind   wegen   des  Ganges  der  Uhr  schon  corrigirt. 
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und  in  Deolination: 

Bin.  23     +  59".  08  Sept  20  -  58^38 

es  ist  mithin  die  Aberration  der  Sonne  in  Bectascension  und 
Dedination 

Mra.  23     +  l''.24     +  8".  09 
Sept  20     +  l".2S     -  8  .00 

nnd   diese  Correctionen  hat  man  algebraisch  zu  dem  schein- 
baren Orte  zu  addiren»  um  den  mittleren  zu  erhalten.*) 
Mit  Rücksicht  hierauffindet  man: 

t  -T  =  +  7»>  20'  O".  39 
t'-T'=  -  4     20    9   .27 


i  (t-T)  +  J  (tf-'T)  =  +  Ih  29'  55". 56 

imd,  wenn  man  e  =  23*  2?' 88".  4  nimmt: 

taogZ)  8.2901088  tang  Z/  8.2548551 

tang  c  9.6874572  taug  t    9.6874572 

„c  iin  ^*°^—  =  2*84' 32". 94  2*22' 29".  68 

tang  c 

=  0*10' 18".  20  0*    9' 29".98 

also: 

i    !arc  sin  ^^ arc  sin  — ??—   +   12*1    =  6»»  o'  24".  11 

I  tang  e  tang  e  ) 

und  endlich: 

a  =  7*  so'  19".  67 

Bei  dieser  Berechnung  ist  das  Aequinoctium  als  fest 
vorausgesetzt;  da  dieses  aber  wegen  der  Präcession  und  Nu- 
tation  veränderlich  ist,  so  hat  man  an  den  eben  gefunde- 
nen Werth  fiir  die  Bectascension  noch  eine  Correction  anzu- 
bringen. Die  Berechnung  des  Beispiels  mit  Rücksicht  auf 
letztere  Correction  findet  man  in  No«  11  dieses  Abschnitts. 


*)  Auf  die  Aberration .  der  Sonne  braucht  man  eigentlich  keine 
Rücksicht  zu  nehmen,  da  diese  nur  die  Zeit  des  Durchgangs  durch  das 
Aeqninoctiam  Undert,  und  sich  durch  die  Verbindung  beider  Beobach- 
langen  aufhebt. 
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Berechnet  man  noch  die  Coefficienten  von  Dd  und  de^ 
80  erhält  man: 

a  =  7*  so'  19".  67   +  0".000223  dD  +  O".  004406  dt 

Die  Constanten  Feliler  in  der  Declination  und  der  ange- 
nommenen Schiefe  der  £cliptic  heben  sich  ako  dui-ch  die 
Verbindung  der  beiden  Beobachtungen  fast  ganz  auf. 


II.     Veränderungen  der  Ebenen,  auf  welche  die  Oerter 

der  Sterne  bezogen  werden. 

(Fraecession    und   Nutation.) 

5«  Macht  man  eine  Reihe  von  Bestimmungen  des  Durch- 
schnittspuncts  der  Ecliptic  und  des  Aequators  durch  die  eben 
beschriebene  Methode,  so  wird  man  finden,  da(s  die  Ilectas- 
censionen  der  Sterne  mit  wenigen  Ausnahmen  wachsen  und 
zwar  in  nicht  zu  langen  Zeiträumen,  kleine  Schwankungen 
abgerechnet,  der  Zeit  proportional.  Bei  verschiedenen  Ster- 
nen wird  man  auch  eine  verschiedene  jährliche  Aenderung 
bemerken,  ohne  dafs  sich  jedoch  in  diesen  Aenderungen  ein 
auffallendes  Gesetz  zeigt.  Beobachtet  man  ebenso  die  Dc- 
clinationen  der  Sterne  zu  verschiedenen  Zeiten,  so  wird  man 
auch  bei  dieser  Coordinate  eine  ähnliche,  der  Zeit  pro- 
portionale Aenderung  finden,  deren  Bichtung  je  nach  dem 
Quadranten,  in  welchem  die  Bectascension  des  Sterns  liegt, 
verschieden  ist  In  allen  diesen  Aenderungen  vniA  man  so- 
gleich ein  auffallendes  Gesetz  entdecken,  wenn  man  dieselben 
nicht  mehr  auf  die  Grundebene  des  Aequators ,  sondern  auf 
die  der  Ecliptic  bezieht.  Dann  wird  man  nämlich  finden, 
dafs  die  Längen  aller  Sterne  um  nahe  gleich  viel  zunehmen, 
während  die  Breiten  derselben  fast  ungeändert  bleiben. 

Diese  regelmäfsigc  Veränderung  der  Oerter  der  Sterne 
in  Bezug  auf  die  Ecliptic  wurde  zuerst  von  Ilipparch 
(130  a.  Ch.)  entdeckt,    der  seine  eignen  Beobachtungen  der 
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Stemörter  mit  denen  des  Timocharis,  welche  etwa  160  Jahre 
früher  angestellt  waren ,  verglich.  Er  fand  aus  dieser  Ver- 
gleichung,  dafs  sich  die  Längen  aller  Sterne  jährlich  um  36'^ 
also  in  hundert  Jahren  um  einen  Grad  änderten.  Dieser 
Wißrth  ist  indessen  zu  klein.  Hipparch  fand  die  Länge  der 
Spica  in  der  Jungfrau  174"  (/,  jetzt  ist  dieselbe  201<»4r. 
Nimmt  man  für  die  Zwischenzeit  1980  Jahr  und  die  Bewe- 
gung der  Zeit  proportional ,  so  erhält  man  fiir  die  jährliche 
Bewegung  der  Sterne  in  Länge  50^'.  3. 

Diese  Veränderung  der  Stemörter  rührt  nun  einmal  da- 
von her,  dafs  die  Durchschnittspuncte  des  Aequators  mit  der 
Ecliptic  auf  letzterer  zurückgehen  und  zweitens  von  der 
Aendcrung  der  Neigung  der  beiden  Ebenen  gegen  einander. 
Den  erstem  Theil  dieser  Veränderung  nennt  man  die  Prä- 
cession  der  Sterne  oder  das  Zurückweichen  der  Nacht- 
gleichenpuncte,  den  zweiten  die  Säcularänderung  der 
Schiefe  der  Ecliptic.  Die  Erklärung  dieser  Erschei- 
nungen gehört  in  die  physische  Astronomie,  welche  lehrt,  dafs 
dieselben  einmal  herrühren  von  der  Anziehung  der  Sonne  und 
des  Mondes  auf  die  sphäroidische  Erde  und  dann  von  der 
Einwirkung  der  Planeten  auf  die  Lage  der  Ebene  der  Erd* 
bahn.  Die  Anziehung  der  Sonne  und  des  Mondes  ändert 
die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Ecliptic  nicht,*)  son- 
dern bewirkt  Uos,  dafs  der  Durchschnittspunct  des  Aequa- 
tors mit  der  Ecliptic  auf  letzterer  zurückgeht.  Diese  Bewe- 
gung des  Aequators  auf  der  festen  Ecliptic  nennt  man  die 
Lunisolarpräcession.  Durch  sie  werden  die  Längen 
aller  Sterne  geändert,  während  die  Breiten  dieselben  bleiben. 
Nimmt  man  als  feste.  Ebene  denjenigen  gröfsten  Kreis  der 
Hinmielskugel  an,  mit  welchem  die  Ecliptic  zu  Anfange  des 
Jahres  1750  zusammenfiel,  so  hat  man  nach  Bessel  die  jähr- 
liche Lunisolarpräcession  für  jede  Zeit  1750  +  t: 

AI 

^'-  =  +   50".  37572  -  O".  000243589  / 

dt 


*)  Wenigstens  sind  die  dadareh  hervorgebrachten  Aendemngen  der 
Neignng  nur  periodische,  welche  spttter  bei  der  Notation  betrachtet  werden. 
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od^r    die  Veränderung   selbst   in  dem  Zeiträume  von   1750 
bis  1750  +  t 

/,  =  t,  50".37572  -  <*0".0001217945 

um  welche  Gröfse  die  Längen  aller  Sterne  in  diesem  Zeit- 
räume  zunehmen. 

Die  gegenseitigen  Anziehungen  der  Planeten  bringen  nun 
femer  eine  Aenderung  der  Neigungen  der  Planetenbahnen 
gegen  einander  und  eine  Bewegung  der  Eoiotenlinien  d.  h. 
der  Durchschnittslinien  der  Ebenen  der  Bahnen  hervor.  Da 
nun  der  Erdäquator  durch  diese  Anziehungen  nicht  geändert 
wird,  so  bewirken  dieselben  eine  Aenderung  der  Schiefe  der 
Ediptic  und  eine  Bewegung  der  Durchschnittspuncte  der 
Ecliptic  und  des  Aequators  auf  letzterem.  Diese  Bewegung 
der  Aequinoctialpuncte  heifst  die  Präcession  durch  die 
Planeten.  Durch  sie  werden  die  Sectascensionen  aller 
Sterne  geändert,  während  die  Dedinationen  dieselben  bleiben 
und  man  hat  nach  Bessel  die  jährliche  Abnahme  der  Rectas- 
censionen  fiir  die  Zeit  1750  +  ti 

~  =  +  0".  17926  -  0". 0005820788  <•) 

dt  ' 

Nennt  man  also  a  die  Gröfse,  um  welche  die  ilectasceu* 
sionen  aller  Sterne  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  -h  t 
abnehmen,  so  hat  man: 

o  =  t.  0^.17926  -  f?0''. 0002660894 

Zugleich  wird  nun  auch  die  Schiefe  der  Ecliptic  geän* 
dert  und  man  hat  die  jährliche  Veränderung  derselben  durch 
die  Planeten  Air  die  Zeit  1750  +  U 

-^  =5  -0".4886S  -  e". 0000054459  / 
dt 

und  für  die  Schi^e  zur  Zeit  1750  +  t  selbst: 

=  23*28'  18".0  -  *.0".48868  -  f2  o". 00000272296 


*  Danach  wird  in  dem  Jahre  2087  die  Bewegung  der  Ecliptic 
anf  dem  Aeqoator,  die  jelsi  der  Bewegung  des  Aequaton  auf  der  Eclip- 
ttc  entgegengetetat  itt,  in  demselben  Sinn«  vor  sich  gehen  als  diese. 
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Die  veränderte  Lage  der  Ediptic  gegen  den  Aequator 
ändert  nun  aber  auch  die  Anziehung ,  welche  Sonne  und 
Mond  auf  die  sphäroidische  £rde  auBüben  und  bringt  eine 
sehr  langsame  Aenderung  der  Ebene  des  Aequators  gegen 
die  Ecliptic  hervor.  Dadurch  entsteht  also  eine  Aenderung 
der  Schiefe  der  festen  Ediptic  fiir  1750  gegen  den  Aequa- 
tor*) und  zwar  ist  die  jährliche  Veränderung: 

-A  =  +  0".  00001968466  t 
dt 

und    die    Schiefe    der    festen   Ediptic    sdbst   ftur    die   Zeit 
1760  -h  tz 

£^  =  28*  28'  18".  0  +  tl  O".  0000984288 

Es  sei  nun  Fig.  6  AA^^  der  Aequator  und  EE^  die 
Ediptioy  beide  für  das  Jahr  1750,  femer  bezeichne  Ä'A" 
nnd  EE'  die  Lage  des  Aequators  und  der  Ecliptic  fiir  das 
Jahr  1750  +  t,  so  ist  das  Stück  BD  der  festen  Ecliptic,  um 
wdches  der  Aequator  auf  derselben  zurüdcgegangen  ist,  die 
Lunisolarpräcession  in  t  Jahren  gleich  l,  femer  ist  das 
Stück  BC,  um  welches  die  Ecliptic  sich  auf  dem  Aequator 
vorwärts  bewegt  hat,  die  PxUcession  durch  die  Planeten  in  t 
Jahren  gleich  a,  endlich  ist  BCE  und  A'BE  respective  die 
Neigung  der  wahren  und  der  festen  Ecliptic  gegen  den 
Aequator  gleich  e  und  f^.  Ist  dann  S  irgend  ein  Stern,  so 
ist,  wenn  SL  und  SL'  senkrecht  auf  die  feste  und  wahre 
Ediptic  gezogen  sind,  DL  die  Länge  des  Sterns  für  1750, 
dagegen  CIJ  die  Länge  des  Sterns  fiir  1750  -f  t  Bezeiek- 
net  man  nun  durch  Z/  denselben  Punct  der  beweglichen 
Eicliptic,  wdcher  in  der  festen  mit  D  bezeichnet  wurde,  so 
nennt  man  das  Stück  CD^  d.  h.  also  das  Stück  der  wahren 
Ediptic  zwischen  dem  Aequinoctium  für  1750  und  dem 
Aequator  für  die  Zeit  1750  +  t  die  allgemeine  Präces- 
sion  in  der  Zeit  t,  weil  dieser  Theil  der  Präcession  in 


*)  NiSmlich    die  Bewegung    des  Aequators  gegen    die  Ecliptic  mit 
umgekehrtem  Zeichen. 
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fiir  alle  Sterne  gleich  ist.  Um  daraus  die  vollständige  Prä- 
cession  fiir  einen  Stern  in  Länge  zu  erhalten,  hat  man  zu 
der  allgemeinen  Präcession  nur  noch  If  J!  ^DL  hinzuzufü* 
gen.  Dieser  Theil  ist  aber  wegen  der  langsamen  Aenderung 
der  Schiefe  bedeutend  kleiner  als  der  erstere. 

Nennt  man  nun  IT  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen  (d.  h.  denjenigen  Durch- 
schnittspunct  beider  gröfsten  Kreise,  von  welchem  ab  die 
wahre  Ecliptic  eine  nördliche  Breite  über  der  festen  erhält) 
und  zählt  diesen  Winkel  vom  festen  Frühlingsäquinoctium 
des  Jahres  1750  iab,  so  hat  man,  weil  die  Längen  in  der 
Richtung  von  B  nach  D  gezählt  werden  und  E  der  nieder- 
steigende Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen,  also 
DE  =  180  -  n  ist,  BE  =  180  —  n  -  Z,.  Femer  ist,  wenn 
man  die  allgemeine  Präcession  CD'  mit  l  bezeichnet, 
EC  =  180  —  n  -  Z.  Nennt  man  also  et  den  Winkel  BEC 
d.  h.  die  Neigung  der  wahren  Ecliptic  gegen  die  feste,  so 
hat  man  in  dem  Dreiecke  BEC  nach  den  Neperschen 
Analogien: 

t»ng  k  0,  -  0  C08  — ^  =  tang  ~  CO»  -y2- 

tang  J  «  »in  jn  +  '^'j    =  »in  ^^  Ung  ^is 

tang  i  Ä  CO»  { n  +  "Y—  j    =  CO»  - —  tang  2. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nun  Z,  n  und  11  in 
Reihen  entwickeln,  welche  nach  Potenzen  der  Zeit  t  fortschrei- 
ten.    Die  erste  Gleichung  giebt: 

C08 

^  ö  2 

tang  J  (Z,-0  =  tang   —  '   ~ 


cos  ''- 


oder,  wenn  man: 

«0  +  i  i^-^)  «tau 


g  +  fp 
2 
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einfuhrt  und   die  Sinua  und  Tangenten  der  kleinen  Winkel 
If—ly  a  und  i-  fo  roi^  ^^^  Bogen  vertauscht: 

ff  ^  h^  (g-gp)  ein  t^ 

l  =  L  -^  a  cos  Et,   +  -= ^ ^ ^  (a) 

'  •  206265  ^ 

Femer  wird: 


^  \n .  '^:si  = 


«in    -^ 
2 


a 

nn  — — ^ 
2 

3 

.     «--«0 
•in      « 

oder  auf  dieselbe  Weise  wie  eben : 

r«       4  X.       -VI         ß  s'n  g-  i  a  CO«  gfl  ... 

Endlich  ist: 

1  fl  s  > 

lang  |ir*  =    j  tang  ^^~  tong  —^  +  Ung  — ^j  co.  -i-^ 

Substituirt  man  hier  ftir  tang  -^^  den  oben  gefundenen 
Werthy  80  erhält  man,  wenn  man  wieder: 

«•  +  4  rg-g»)  statt  i^ 

einfuhrt  und  die  Sinns  der  kleinen  Winkel  mit  dem  Bogen 
yertanscht,  den  Cosinus  dagegen  gleich  eins  setzt: 

Ä    -«   gm«.    +  r«-go>    + jjjjjj W 

Setzt  man  nun  in  (a),  (ft)  und  (c)  statt  l,  9  a  und  f—g^ 
ihre  Ausdrücke^  die  von  der  Form: 

Xt  +  X'  t\  at  +  a'  r*  und  t|  r  +  ti'  /' 

sind,  so  erhält  man  leicht: 

•-.  j    r,      .  V  OL  Bin  g« 

n  +  4  0  +  /,)  =  arc  Ung  ^ 

(a'ii  »in  ga  —  at)'  tin  g.  ,  )         .  • 

+  /    I — '  ^    i — i -Ä  206266  «f  I  a  cof  g^  I  8OC  n* 

,/    4   . K i       /*   i       ,   .        -  .       ,   .    ia'iQ  aingocosg^ ) 

12 
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oder,  wenn  man  ftir  >f  >/,  a,  a*  und  v],  «/  die  vorher  g^ebe- 
nen  numerischen  Werthe  substituirt :  *) 

/  =  t.  50".  21129  +  *;0".  0001221483 

-—  =  +  50".  21 129  +  0".  0002442966  t 
dt 

*  =  r.  0".48892  —  <*  0". 00000307 15 

-?  =  +  0".48892  -^  O". 0000061 430  / 
dt 

n  =   171"  86'  10"  ~  t.  5".21 

<(•  Nachdem  man  nun  die  gegenseitigen  Aenderungen 
der  Ebenen,  auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  wer- 
den, kennt,  ist  es  leicht,  die  dadurch  hervorgebrachten  Aende- 
rungen der  Oerter  der  Sterne  selbst  zu  bestimmen.  Bezeich- 
net A  und  p  die  Länge  und  Breite  eines  Sterns,  bezogen 
auf  die  wahre  Ecliptic  für  die  Zeit  1750  +  ^,  so  sind  die 
Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  diese  Grundebene, 
wenn  man  als  Anfangspunct  der  Zählung  der  Längen  den 
aufsteigenden  Knoten  der  wahren  Ecliptic  auf  der  festen 
nimmt : 

cos  ß  cos  (k—n-l),  cos  j3  sin  (A— 11— /)»  «n  ß 

Ist  dann  L  und  B  die  Länge  und  Breite  des  Sterns, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  für  1750,  so  sind  die  drei 
Coordinaten  in  Bezug  auf  diese  Grundebene  und  von  dem- 
selben Anfangspuncte  gerechnet: 

cos  ß  cos  (L-Tt),  cos  B  sin  (L-UX  sin  B 

Da  nun  die  Grundebenen  beider  Coordinatensysteme  den 
Winkel  «  mit  einander  bilden,  so  erhält  man  durch  die  For- 
meln (la)  der  Einleitung: 

cos  ß  CO«  (k—ll-'l)  =  cos  B  cos  (L—Tl) 

cos  ß  sin  (A— II-O  =  cos  B  sin  CL-UJ  co«  «  -f  sin  jB  sin  «  CA) 

sin  ß  --  —  cos  5  sin  (L-^TD  sin  ir  -f  sin  £  cos  « 


*)  Für  r\  und  r{  sind   die  namerischen  Werthe  aas   der  folgenden 
Gleichung  zu  nehmen: 

c-Co   =  —  ^0".48868  -  <«  0.00001266528 
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Differenzirt  man  diese  Gleichungen,  indem  man  L  und  B 
als  constant  nnsieht,  so  erhält  man  durch  die  DifTerentialfor- 
mein  (11)  der  Einleitung: 

d  (X-n-0  =r  rfn  -  Ä  tang  p.  sin  (A-TI-/).  rfll 

+  tang  1^  cos  (A— IT— 0  <*« 

rfp  =  -  w  cos  (A-n-0  dii  -  da  (;i-n~o  <*« 

Daraus   erhält  man   aber,    wenn  man   durch  dt  dividirt 

dtt 
und  t  —  statt  w  im  (/oefficienten  von  du  setzt,  für  die  jähr- 
lichen Aenderungen  der  Längen  und  Breiten  der  Sterne  die 
folgenden  Formeln: 

dX  ^         f^     „     .       dJl     \  die 

di^        ^  ^ng  ß  cos  (X^n-l  -^  -   t)- 

dß  .     A      „     ,       dJl      \  du 

-^  =  -  sin     X-II-/ -^    t  ]  —- 

dt  \  dt       J   dt 

oder  wenn  man  setzt: 

JTT 

n  +  ^ /  =    171"  36'  10"  +  /.  39".  79   =  M 

dt 

^^        dl  „         .^      ,,,   du 

^^   =-  +  Ungßcos(A--iK)  ^  (B) 

äß  .  ,  w         <*« 

-f  =  -sin  (X~M)  --- 
dt  dt 

WO  die  numerischen  Werthe  für   —  und  —   in   der    vorigen 

Nummer  gegeben  sind. 

Bezeichnen  wieder  L  und  B  die  Länge  und  Breite  eines 
StemSy  bezogen  auf  die  feste  Ediptic  und  das  Aequinoctium 
fiir  1750y  so  wird  diese  Länge,  vom  Durchschnittspuncte  des 
Aequators  für  die  Zeit  1750  +  ^  mit  der  festen  Ediptic  fär 
1750  gezählt,  gleich  L  +  l,  sein,  wo  l,  der  Betrag  der  Luni- 
solarpräcession  in  dem  Zeiträume  von  1750  bis  1750  -f  t  ist 
Die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  der 
Ediptic  ftir  1750  und  den  eben  angenommenen  Durchschnitts- 
punct  werden  also  sein: 

cos  B  cos  (7.  +  /,^,  cos  ß  sin  (L-^l^)  und  sin  B 

12  • 


n 
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Bezeichnen  dann  a  und  6  die  Rectascennon  und  Deoli- 
nation  des  Stems,  bezogen  auf  den  Aequator  und  daa  wahre 
Aequinoctium  ftir  die  Zeit  1750  +  t,  so  wird  die  Bectaacen- 
sion,  von  dem  vorher  angenommenen  Durchschnittspunct  ge- 
zählt, A'\-a  sein.  Man  hat  also  ftir  die  Coordinaten  des 
Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  des  wahren  Aequators  und 
den  angenommenen  Durchschnittspunct: 

cos  d  cos  ra  + a),  cos  6  sin  fa+aj  and  sin  6 

Da  beide  Coordinatenebenen  den  Winkel  c«  mit  einan- 
der bilden,  so  erhält  man  nach  den  Formeln  (1)  der  Ein- 
leitung: 

cot  £  eoi  Ca-f  q>  =  cos  J3  cos  (L-hl,) 

cot  £  sin  (a  +  o)  =  cos  £  sin  (L-hl,)  cos  e^  —  sin  £  sin  e^         (C) 
sin  6  =  cos  JB  sin  (£  +  /f>  sin  £^  -f  sin  B  cot  c^ 

Differenzirt  man  diese  Formeln  wieder,  indem  man  L 
und  B  als  constant  betrachtet,  so  erhält  man  durch  die  Dif- 
ferentialformeln  (11)  der  Einleitung: 

d(a  +  a)  =  [coBC^+sinc;^  tangdsin  (a+a)]  dl,  ~  cos  {a  +  a)tMng6dt^ 
ii6  =  cot  (a  +  a)  sin  e,  dl,  -f  sin  (a  +  a)  de^ 

Man  hat  also  fiir  die  jährlichen  Aenderungen  der  Kect- 
ascensionen  und  Dedinationen  der  Sterne  die  Formeln: 

da  do        m  dlf 

—  =  -  ~  +   [cos  £^  +  sin  Co  tang  Ä  sin  a]  — 

+    1  a  sin  «j,  -p  —  -jS.  |    tang  6  cos  a 


d6  ,         dl,         i       .  dl, 

-r-  =  cos  a  sm  «1,  -; <  a  sin  «-  — 

($t  dt         {  a 


^       ^«0  ^     . 
}    sm  a 

t         dt  } 


oder  mit  Vernachlärsigung  des   sehr  kleinen  letzten  Gliedes 
jeder  Gleichung*): 

da  da    ^    ^  ,     .         ^        *    •      i   ^^/ 

57  ~  ~  d?      ^^^*  *•      *'"  '•     *^    "*"  **^  ^ 

dS  .  d/, 

-r-  =  COS  a  sin  ffo  .  - - 

dt  ®  dt 


dl,        dt^ 
*)  Der   nnmeriscbt    Werth    des  Coefficienten    a  sin  a,  t^  —  -r^ 
^  ^    dt         dt 


ist  -0. 000003247 9  t. 
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Setzt 

man 

hier: 

cos 

h 

dl 
dt 

— 

da 
dt 

— 

m 

sin 

^0 

dl, 
dt 

:n 

n 

80  erhält  man  einfach: 

düL 


=  m  +  n  tang  6  sin  a 

dÖ 

—    —  n  cos  a 
dt 


V>) 


und  iur  die  numerischen  Werthe  von  m  und  n,    wenn  man 

die  Werthe  von  £©»  t^  ^^^  ir  eubstituirt: 

dt  dt 

m  =  46".  02824   +   0".000S086450  / 
n  =  20". 06442  -  O". 0000970204  t 


Um  nun  den  Betrag  der  Präcession  in  Länge  und  Breite 
oder  in  Rectascension  und  Declination  in  dem  Zeitraum  von 
1750  +  t  bis  1750  +  ^  zu  erhalten,  müTste  man  die  Integrale 
der  Gleichimgen  {E)  oder  (D)  zwischen  den  Grenzen  t  und  i 
nehmen.  Man  kann  indessen  diesen  Betrag  auch  bis  auf 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  inclusive  aus  dem  Differential- 

quotienten  für  die  Zeit  -—    und    der    Zwischenzeit    finden. 

Sind  nämlich  f{()  und  f(j!)  zwei  Functionen,  deren  Differenz 
f{i()  ^  f(t)  man  sucht,  für  diesen  Fall  also  den  Betrag  der 
P^äcession  in  der  Zeit  ff—t^  so  setze  man: 

Dann  ist: 

vfo  f(x)  uxkAf'ijB)  die  ersten  und  zweiten  Difll'erentialquo- 
tienten  von/(a?)  bezeichnen.     Daraus  erhält  man  aber: 

nO  -f(o  -  2Ax/rx>  =  (/~t)f{^^-^ 


18* 

Um  also  die  Präceasion  für  einen  Zeitraum  if-^-t  zu  er- 
halten,  hat  man  nur  nöthig,  den  für  das  arithmetische  Mittel 
der  Zeiten  geltenden  Differentialquotienten  zu  berechnen  und 
diesen  mit  der  Zwischenzeit  zu  multipliciren.  Dadurch  sind 
dann  auch  die  Glieder  zweiter  Ordnung  berücksichtigt. 

Sucht  man  nun  z.  B.  den  Betrag  der  Präcession  in 
Länge  und  Breite  in  der  Zeit  von  1750  bis  1850  fiir  einen 
Stern,  dessen  Ort  für  1750 

;.  =  210^0',  i3  =  +  r>4^  0' 

ist,  so  hat  man  die  Werthe  von  -r  «  ~r-  und  M  fiir  18(Kh 

dt'    dt 

'—  =   50".22550,   ~  =  0".48861.  Af  =   172«  9'  20" 
ilt  dt 

Femer  erhält  man,  wenn  man  die  Präcession  von  1750 
bis   1800  annährend  berechnet,  fiir  1800: 

k  =   210M2'.l,  (3  =  +   38*  59'. 8 

und  damit  nach  den  Formeln  (ß)  fiir  1800: 

^  =  +   50". 48 122,   -P  =  -  0". 30447 
dt  dt 

also  für  den  Betrag  der  Präcession  von  1750  bis  1850: 

in  Länge  +   1*  24'  8^^.12  und  in  Breite  -  80".46 

Will  man  ebenso  den  Betrag  der  Präcession  in  Kectaa- 
cension  und  Declination  von  1750  bis  1850  fiir  einen  Stern 
wissen,  dessen  Rectascension  und  Declination  fiir  1750: 

a  =  220**  l'  24".     ö  =  +  20*  2l'  15" 
ist,  so  hat  man  für  1800: 

m  -   46".  04367,   n  =   20".  06957 

ferner  den  genäherten  Ort  des  Sterns  fiir  diese  Zeit: 

a  =   220  35'.  8     6  =  +  20**  8'. 6 
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und  erhäk  damit  nach  den  Formeln  (D)\ 

tang  ö   9.56444        n  lang  6  sin  a  —     4.  78806 
sin  a   9.81840  n  m     -f   46.04367 


imu  9.87784  n 

da 

--   +  41.25561 

di 

n   1.80232 

db 

—  -    15.2314 

dt 

CO«  a  9.88042  n 

ako  den  Betrag  der  Präcesaion  von  1750  bia  1850 
ia  ReeUMcension  +1^8'  46^56  und  in  Declinatioa  -  25'  28".  14 

7*  Die  eben  gegebenen  Diiferentialformeln  reichen  nicht 
aus,  wenn  man  die  Präcession  fiir  sehr  weit  von  einander 
entfernte  Zeiten  oder  fiir  Sterne  berechnen  will,  die  dem 
Pole  sehr  nahe  stehen.  In  diesem  Falle  mufs  man  sich  der 
strengen  Formeln  bedienen. 

Es  sei  die  Länge  und  Breite  A.  und  |3  eines  Sterns,  be- 
zogen auf  die  Ecliptic  und  das  Aequinoctium  zur  Zeit  1750  +<f 
gegeben,  so  erhält  man  daraus  die  liänge  und  Breite  L  und  B, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  von  1750  durch  die  folgenden 
Gleichungen,  welche  unmittelbar  aus  den  in  No.  6  gegebenen 
Gleichungen  (A)  folgen: 

cos  B  cos  CX— ry  =  cos  j3  cos  (X—li—l) 
cos  B  sin  (L—Tl)  =  cos  ß  sin  CA— 11— 0  cos  «  —  sin  ß  sin  it 
sin  B  =  cos  j3  sin  (k—Vi—l)  sin  ic  4-  sin  j3  cos  ir 

Sucht  man  dann  die  Länge  und  Breite  >!  und  ^y  bezo- 
gen auf  die  Ecliptic  und  das  Aequinoctium  zur  Zeit  1750  +  ^, 
so  erhält  man  diese  dus  L  und  B  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen, wenn  man  die  itir  die  Zeit  i  geltenden  Werthc 
von  n,  n  und  l  darch  11'^ ti'  und  t  bezeichnet: 

cos  ^  cos  CA,'— n'-O  =  cos  B  cos  (£-11'; 

cos  p'  sin  (A'  — n'— 0  =  cos  B  sin  (L^li)  cos  ic    +  sin  B!  sin  «' 

sin  ß'  =  —  cos  B  sin  (L—D!)  sin  it'  +  sin  ä'  cos  ä' 

Eliininirt  man  B  und  /^  aus  diesen  Gleichungen,  so  er- 
hält man  A'  und  ^  unmittelbar  durch  A  und  ß  und  durch  die 
Werthe  von  /,  n  und  n  zu  den  Zeiten  t  and  i!  ausgedrüoki. 


184 

Man  wird  sich  indessen  dieser  Formeln  selten  bedienen,  weil 
fiir  die  Längen  und  Breiten  die  vorher  gegebenen  Diffe- 
rentialformeln wegen  der  Kleinheit  des  Quadrats  von  n  auch 
fiir  sehr  grofse  Zwischenzeiten  noch  ausreichen.  So  beträgt 
der  Fehler  der  Differentialformeln  in  dem  vorigen  Beispiele 
erst  0".02. 

Für  die  Rectascension  und  Declination  werden  die  stren- 
gen Gleichungen  ganz  ähnlich.  Ist  die  Bectascension  und 
Declination  a  und  S  eines  Sterns  fiir  die  Zeit  1750+^  g^e- 
beuy  so  erhält  man  daraus  die  Länge  und  Breite  L  und  B, 
bezogen  auf  die  feste  Ecliptic  von  1750  durch  die  Glei- 
chungen*): 

C08  B  coä  (Li-lf)  =  cos  Ö  cos  (wi-a) 

cos  B  sin  (L-^lf)  ==  cos  ö  sin  (U'^a)  cos  t^  +  sin  ö  sin  f^ 

sin  J3  =  --  008  6  sin  (<x  +  a)  sin  e^   +  sin  ö  cos  s^ 

Sucht  man  nun  die  Rectascension  und  Declination  a'  und  6' 
für  die  Zeit  1750  -f  ^y  so  erhält  man  diese  aus  L  und  B, 
wenn  man  die  Werthe  von  l,,  a  und  f^  für  die  Zeit  lf 
durch  r^,  a  und  ^o'  bezeichnet,  durch  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

cos  &  cos  Ca'  +  a)  =■  cos  B  cos  (L  + 1/) 

cos  6'  sin  i(x  '¥cly  =  cos  B  sin  (L'¥tf)  cos  c^'  —  sin  B  sin  f^' 
sin  Ä'  —  cos  B  sin  CL-^l/)  sin  e^'  +  sin  B  cos  €^' 

Eliminirt  man  aus  beiden  Systemen  von  Gleichungen 
die  Gröfsen  B  und  Z.,  so  erhält  man«  da: 

cos  B  sin  L  =  —  cos  ö  cos  (ex  +  a)  sin  l,  +  cos  6  sin  Ca  +  a)  cos  £  cos  {, 

-I-  sin  6  sin  f  cos  l, 
cos  B  cos  /,  =  cos  6  cos  fa  +  o)  cos  l,  +  cos  d  sin  (a-f  a>  ^^^'^  ^  ^i"^  ^ 

+  sin  6  sin  e  sin  /, 
sin  B  =  —  cos  ö  cos  Ca-l-a)  sin  £  +  sin  6  cos  s 


*)  Man  findet  diese  Gleichungen  leicht  aus  den  Gleichimgen  (C) 
in  No.  6  oder  durch  die  Betrachtung  des  sphärischen  Dreiecks  zwischen 
dem  Sterne,  dem  Pole  der  Ecliptic  für  1750  und  dem  Pole  des  Aeqoa- 
tors  fiir  die  Zeit  1760 +  ^ 
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wie  man  leicht  aieht,  die  folgenden  Gleichungen: 

coB  S  CQB  (al'^J)  =  C08  6  coB  (a'^-d)  coi  (l/^l,) 

—  cos  Ä  sin  Ca+c)  sin  O/^l,)  ^^  ^ 

—  sin  £  sin  (iZ—l/)  sin  e^ 

cos  ^  sin  (a'+o'j  =  cos  d  cos  (a'^a)  sin  (l/-~lf)  cos  «;,' 

+  cos  Äsin  Ta + a)  [cos  (1/^1,)  cos  c^  cos  c^'  +  sin  e^  sin  «^'] 
+  sin5  [cos  (//—/,)  sin  €,,  cos  c,,'  —  cosc,  sine^'] 

sin  6'  =  cos  ö  cos  Ca+q>  sin  (if^lf)  sin  £;,' 

+  cos6sin(a  +  a)  [cosC^'— ^J  cos  «^  sine;,'  —sin  e,,  cose^'] 
+  sin  6  [cos  C^/  — /,)  sine^  sinf^'  H-  cose^  ^^^'] 

Denkt  man  sich  nun  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  drei 
Seiten  l/^l,,  90--^  und  dO-k-zf  und  dessen  den  drei  Seiten 
gegenüberliegende  Winkel  beziehlich  0,  sq  und  180— «o  sindt 
so  lassen  sich  die  Coefficienten  der  vorigen  Gleichungen, 
welche  f,—  !,,  ^o  ^^^  ^o  enthalten,  durch  0,  z  und  if  aus- 
drücken und  man  findet  dann: 

cos  &  cos  fa'+cfj  =  cos  ö  cos  (a + a)  [cos  0  cos  2  cos  a^  —  sin  ;e  sin  /] 

cos  S  sin  C'a+ o)  [cos  0  sin  2  cos  2'  +  cos  s  sin  /] 

—  sin  £  sin  0  cos  2^ 

cos  d'  sin  fa'  +  a')  =  cos  6  cos  (1a+ a)  [cos  0  cos  2  sin  z'  +  sin  2  cos  /) 

—  cos  £  sin  (a-ha)  [cos  0  sin  2  sin  /  —  cos  2  cos  2'] 

—  sin  6  sin  0  sin  2^ 

sin  d'  =  cos  6  cos  Ca  +  a)  sin  0  cos  2 
--  cos  5  sin  (ct.'^a)  sin  0  sin  2 
+  sin  6  cos  0 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  sin  z\  die 
zweite  mit  cos  /  nnd  addirt  beide,  multiplicirt  dann  die 
erste  mit  cos  /,  die  zweite  mit  sin  /  und  addirt  ebenfalls  die 
Producte,  so  erhält  man: 

cos  S  sin  Ca'+rt'— /^  =  cos  6  sin  ra+«+2L) 

cos  Ä'^cos  (oZ  +  a'— /)  =  cos  Ä  cos  (a  +  rt  +  2^  cos  0  —  sin  6  sin  0       («) 

sin  d'  =  cos  Ä  cos  (a+a  +  2j  sin  0  +  sin  6  cos  0 


Formeln  geben  unmittelbar  a'  und  6'  durch  a,  A,  o,  a 
und  die  Hülfigröfsen  Zf  z   und  0  ausgedrückt  Letztere  findet 
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man  aber,  wenn  man  auf  das  eben  betrachtete  sphärische 
Dreieck  die  Graursischen  Formeln  anwendet.  Dann  ist 
nämlich : 

sin  i  0  CO»  i  iJ-z)  =  sin  J  <i,-i^  «a  |^  T^o'  +  ^o-) 
.    sin  i  0  sin  \  (z—z)  =  cos  4  (i,-l,)  «iQ  i  (e^'—t^) 
cos  (  0  sin  i  (z  -^z)  =  sin  J  (t,  —  l,)  cos  \  (s^' -^t^) 
cos  \  0  cos  \  (z' -^-z)  =  cos  I  di—li)  cos  I  Cfo'"^) 

HUer  wird  es  nun  immer  erlaubt  sein^  sin  \  (ji'—z)  und 
sin  I  (£'o~~^o)  ™^^  <l^>n  Bogen  zu  vertauschen  und  die  entspre- 
chenden Cosinus  gleich  eins  zu  setzen,  sodafs  man  fiir  die 
Berechnung  der  drei  Hülfsgröfsen  die  einfachen  Formeln 
erhält : 

tang  \  (z'-^-z)  =  cos  4  rCo'  +  «o->  tang  J  (if-l,) 

sin  \  it^  +  fi;,^ 
tang  4  0  =  lang  4  (V  +  Co^  «"»  4  (/+«) 

Die  Formeln  (a)  kann  man  durch  Einführung  eines 
Hülfswinkels  ftir  die  Rechnung  bequemer  einrichten  oder 
auch  statt  derselben  ein  andres  System  von  Gleichungen  be- 
nutzen,  welches  man  ebenfalls  durch  die  Gaufsischen  Glei- 
chungen erhält.  Man  findet  nämlich  die  Formeln  (a),  wenn 
man  die  drei  Gh-undgleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie 
auf  ein  sphärisches  Dreieck  anwendet»  dessen  drei  Sei- 
ten 90^6'y  90—6  und  0  sind  und  wo  den  beiden  ersteren 
Seiten  die  Winkel  a-|-a-f«  und  180— a'— a'-|-/  gegenüber- 
stehen. Wendet  man  statt  dessen  die  Gaufsischen  Formeln 
an,  so  erhält  man,  wenn  man  den  dritten  Winkel  mit  c  be- 
zeichnet imd  der  Kürze  wegen  (x-^-a-^z^  A  und  a  -{-ol-^t/  =iA* 
setzt: 

cos  4  (90  +  6")  cos  4  (^'  +  c)  =  CO«  i  [90  +  6  +  0j  cos  4  A 

CO«  4  (90  +  «')  sin  4  (i4'  +  c)  =  cos  4  [90  +  Ä-0]  sin  4  A 

iin  4  (90  +«')  cos  4  {A'-c)  =  sin  4  [90  +  Ä  +  0]  cos  4  i<  ^  ^ 

m  4  (90  +  «')  sin  4  {Ä -c)  =  sin  4  [90  +  «-©]  sin  4  i< 

Genauer  verfährt  man  noch,  wenn  man  nicht  die  Gröfse  Ä 
selbst,  sondern  nur  den  Unterschied  Ä^A  sucht.  Man  erhält 
aber,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (a)  mit  cos  Ay 
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die  zweite  mit  Bin  A  multiplicirt  und  beide  von  einander  ab- 
zieht und  wenn  man  femer  die  erste  Gleichung  mit  ain  A 
die  zweite  mit  cob  A  multiplicirt  und  die  Producte  addirt: 

eo6  &  sin  (J!—Ä)  =  cos  A  sin  ^  sin  0  [tang  6  +  tang  1-  0  cos  ^1] 
cos  d^cOBi^^Ä)  ==  cos  6  —  cos  6  cos  A  sin  0  [tang  6  -I-  tang  ^&  cos  A] 

also : 

,      .X  _  sio  A  sin  0  [tang  6  +  tang  |  0  cos  ^4) 
1  —  cobA  sin  0  [tang  6  +  tang  J  0  cos  A] 

und  durch  die  Gaufsischen  Formeln  findet  man: 

cos  ^  c.  sin  iiö'—S)  =  sin  J  0  cos  ^(A^  +  A) 
cos  J  c  C09i(&  —  S)  =  CO8|0  cos  i  (A^—A) 

Setzt  man  also: 

p  =  sin  0  [tang  6  +  tang  ^0  cos  A\  (ß) 

80  wird: 

j'  Af      AK  P  "n  A 

tang  (A  —  A)  =  — r- 

*  ^  ^  1  — p  cos  ^ 

und  >  (C) 

Die  strenge  Berechnung  der  Bectascension  und  Declina- 
tion  eines  Sterns  fiir  die  Zeit  1750  +  i  aus  der  Rectascension 
und  Declination  desselben  für  die  Zeit  1750  +  ^,  ist  somit 
auf  die  Berechnung  der  Formeln  (i4),  (Ja)  und  {€)  zurück- 
geführt. 

Beispiel.  Die  Rectascension  und  Declination  des  Po- 
larsterns für  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist. 

a  =  10^55'  44". 955 

und: 

ö  =  87*59'4l".l« 

Soll  man  nun  hieraus  den  Ort,  bezogen  auf  den  Aequa- 
tor  und  das  Aequinoctium  von  1850  berechnen,  so  hat  man: 

/,  =  4'  ll".8766  //  =    1<»  23'  56".  3541 

a  ~  0".8697  a'  =    15^2656 

r^  =  28*  28'  18".  0002  t^  =  23®  28'  18".  0984 
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Damit  erhält  man  aus  den  Formeln  (A): 

I  («'  +  «)  =  0*  86'  84".  814  i  («'-«)  =   10".  6286 

also: 

z  =  0*86'  28".  686 
/  =  0*86'  44".  948 

und: 

0  =  0*81'  45". 600 
mithin: 

A  =  a+a-hz  =  11**  82'  9".  580 

Berechnet  man  dann  nach  den  Formeln  (B)  und  (C)  die 
Werthe  von  Ä'^-A  und  6'— 5,  so  findet  man: 

log  p  =   9.4214471 

und: 

Ä-A  =  4M'  17".  7 10,   H^-^)  ~  0M5'26".780 

also: 

/<'  =   15^  86'  27".  240 

und  daraus  endlich: 

a    =  16**  12'  56".9l7 
ö'  =  88    30   34  .680 

8*  Da  der  Durchschnittspunct  des  Aequators  mit  der 
Ecliptic  auf  letzterer  jährlich  um  etwa  50". 2  zurückgeht,  so 
wird  der  Pol  des  Aequators  um  den  Pol  der  Ecliptic  im  Laufe 
der  Zeit  einen  Kreis  beschreiben,  dessen  Halbmesser  gleich 
der  Schiefe  der  Ecliptic  ist.*)  Der  Pol  des  Aequators  wird 
daher  immer  mit  andern  Puncten  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel zusammentreffen  oder  es  werden  zu  verschiedenen  Zei* 
ten  auch  verschiedene  Sterne  in  der  Nähe  desselben  stehen. 
In  unsem  Zeiten  ist  der  letzte  Stern  im  Schwänze  des  kleinen 
Bären  («  Ursae  minoris)  der  nächste  am  nördlichen  Weltpole 


*)  Genati  genommen  ist  dieser  Halbmesser  nicht  constant,  sondern 
gleich  der  jedesmaligen  Schiefe  der  Ecliptic. 
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und  heifst  daher  auch  der  Polarstem.  Dieser  Stern,  dessen 
Declination  jetzt  88|^<^  betragt,  wird  sich  dem  Pole  noch  immer 
mehr  nähern,  bis  seine  Bectascension  (jetzt  16^)  gleich  90^ 
geworden  ist.  Dann  wird  die  Declination  ihr  Maximum, 
nämlich  89^  32',  erreicht  liaben  und  von  da  wieder  abnehmen, 
weil  die  Präcession  in  Declination  für  Sterne,  deren  Hectas- 
eension  im  zweiten  Quadranten  liegt,  negativ  ist. 

um  nun  den  Ort  des  Weltpoles  für  jede  Zeit  t  finden 
zu  können,  betrachte  man  das  sphärische  Dreieck  zwischen 
dem  Pole  der  Ecliptic  für  eine  bestimmte  Zeit  ^  und  den 
Polen  des  Aequators  zu  den  Zeiten  t^  und  £,  PundP'.  Be^ 
zeichnet  man  dann  die  Rectascension  und  DecUnation  des 
Weltpoles  zur  Zeit  t  in  Bezug  auf  den  Aequator  und  das 
Aequinoctium  zur  Zeit  t^  mit  u  und  6,  die  Schiefe  der  Ecliptic 
zur  Zeit  ^  und  t  mit  e^  und  £,  so  ist  die  Seite  PP'  es  90  ^  6, 
EP  =  f^  EP'  t=  f ,  der  Winkel  an  P  =s  90  +  a  und  der  Winkel 
an  £  gleich  der  allgemeinen  Präcession  in  dem  Zeitraum  t— 1^ 
und  man  hat  daher  nach  den  drei  Grrundgleiohungen  der  sphä^ 
rischen  Trigonometrie: 

cos  {  sin  a  =  sin  e  coe  e^  cos  /  —  cos  e  sin  e^ 
cos  ö  cos  a  =  sin  e  sin  / 

nn  6  =  tan  e  sin  s^  cos  /  -f  cos  s  cos  e^ 

Da  diese  Berechnung  gewöhnlich  keine  grofse  Genauigkeit 
erfordert,  sondern  der  Ort  des  Poles  immer  nur  beiläufig  ge- 
sucht wird,  überdies  auch  die  Abnahme  der  Schiefe  nur  in 
kurzen  Zeiträumen  als  der  Zeit  proportional  angesehen  wer- 
den kann,  da  sie  eigentlich  eine  Periode  von  freilich  sehr 
langer  Dauer  hat,  so  kann  man  sich  erlauben  e  sa  »«  zu  setzen 
und  erhält  dann  einfach: 

lang  a  =  —  cos  e^  tang  4  l 

und: 

»        sin  Bn  sin  / 

cos  0  =  

cos  a 

Wiewohl  hier  a  durch  die  Tangente  gefunden  wird,  so 
erhält  man  doch  den  Werth  von  a  ohne  alle  Zweideutigkeit 
da  derselbe  zugleich  die  Bedingung  erföUen  mufs,  dafs  cos  a 
und  sin  /  dasselbe  Zeichen  haben. 
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Wollte  man  z.  B.  den  Ort  des  WeHpoles  fiir  dos  Jahr 
14(X)0  kennen  und  zwar  bezogen  auf  da«  Aequinocdum  von 
1850,  so  hat  man  die  allgemeine  Präeession  während  der 
12150  Jahre  etwa  gleich  174<>,  also  wird: 

OL  -   273®  16'  und  Ä  =  +  43"  l' 

Dies  ist  sehr  nahe  der  Ort  von  m  Lyrae,  dessen  Kectas- 
cension  und  Declination  ftir  1850: 

a  =  277"  68  und  Ä  =  +  38"  3?' 

ist.  Im  Jahre  14000  wiyd  also  dieser  Stern  auf  den  Namen 
des  Polarsterns  Anspruch  machen  können. 

Wegen  der  Veränderung  der  Declinationen  der  Sterne 
durch  die  Präoession  werden  auch  im  Laufe  der  Zeiten  Sterne 
über  den  Horizont  eines  Ortes  kommen,  welche  irüher  da- 
selbst nie  sichtbar  waren,  andre  Sterne,  welche  jetzt  z.  B.  an 
einem  Orte  auf  der  nördlichen  Halbkugel  der  Erde  sichtbar 
sind,  werden  dagegen  ^ne  so  südliche  Declination  erhalten, 
daTs  sie  Air  diesen  Ort  nie  mehr  aufgehen.  Auf  gleiche  Weise 
werden  Sterne,  welche  jetzt  fiir  diesen  Ort  immer  über  dem 
Horizonte  verweilen,  anfangen  auf-  und  unterzugehen,  während 
wiederum  andre  Sterne  eine  so  nördliche  Declination  erreichen, 
dafs  sie  auch  in  ihrer  unteren  Culmination  über  dem  Horizonte 
bleiben.  Der  Anblick  der  Himmelskugel  an  einem  Orte  der 
Erde  wird  also  durch  die  Präcession  nach  groften  Zeitittum^i 
beträchtlich  verändert. 

In  der  Anmerkung  zu  Nr.  16  des  zweiten  Abschnitts 
war  das  siderische  Jahr  oder  die  siderische  Umlaufszeit  der 
Sonne  d.  h.  die  Zeit,  welche  die  Sonne  braucht,  um  an  der 
scheinbaren  Himmelskugel  volle  360^  zu  durchlaufen  oder  die 
Zeit,  in  welcher  sie  wieder  zu  demselben  Fixsterne  zurück* 
kehrt,  zu  360  Tagen  6  Stunden  9  Minuten  und  10^.7496 
oder  zu  365 .  25637  mittleren  Tagen  angegeben.  Da  nun  die 
Aequinoctialpuncte  sich  rückwärts  d.  h.  der  Sonne  entgegen 
bewegen,  so  wird  das  tropische  Jahr  oder  die  Zeit,  welche 
die  Sonne  braucht,  um  wieder  zu  demselben  Aequinoctium 
zurüdczukehren,  kürzer  als  das  siderische  Jahr  sein  und  zwar 
um  die  Zeit,    in  welcher  die  Sonne  den  kleinen  Bogen,  der 
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gleicb  der  jährUcheii  Präeession  ist,  durchltiuft.  Es  ist  aber 
für  das  Jahr  1800  js  54^2235  und  da  die  mittlere  Bewe- 
gung der  Sonne  59^  8''. 33  beträgt,  so  erhält  man  jßir  diese 
Zeit  0.01415  Tage,  mithin  fiir  die  Länge  des  tropischen  Jahres 
365.24222  Tage.  Da  nun  aber  die  Präcession  veränderlich  ist 
und  die  jährliche  Zunahme  derselben  0''.00O2442966  beträgt, 
so  ist  auch  das  tropische  Jahr  veränderlich  und  die  jähr- 
liche Veränderung  desselben  gleich  0.000000068848  Tagen. 
Drückt  man  die  Decimaltheile  in  Stunden,  Minuten  und  Se- 
cunden  aus,  so  erhält  man  also  fiir  die  Länge  des  tropi- 
schen Jahres: 

865  Tage  ö*  48'  47".  8091  -  O".  00595  (/-1800) 

9.  Die  Lunisolarpräcession  enthält  nur  die  der  Zeit  pro- 
portionalen Glieder  in  der  Bewegung  des  Aequators  auf  der 
festen  Ecliptic,  welche  durch  die  Anziehung  der  Sonne  und 
des  Mondes  auf  die  sphäroidische  Erde  hervorgebracht  wird. 
Die  Theorie  lehrt  aber,  dafs  der  vollständige  Ausdruck  die- 
ser Bewegung  aufser  jenen  Gliedern  noch  andre  periodische 
enthält,  welche  von  dem  Orte  der  Sonne  und  des  Mondes, 
vornehmlich  aber  von  der  Lage  der  Mondsknoten  (d.  h.  der 
Länge,  nach  welcher  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  der 
Mondsbahn  und  der  Ecliptic  hingerichtet  ist)  abhängen*). 
Diesen  periodischen  Theil  in  der  Bewegung  des  Aequators 
auf  der  festen  Ecliptic  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der 
Nutation,  weil  derselbe  gleichsam  durch  ein  Schwanken  der 
Erdaxe  um  ihre  mittlere  Richtung  hervorgebracht  wird  und 
zwar  nennt  man  die  periodische  Bewegung  der  Durchschnitts- 
puncte  beider  Ebenen  die  Nutation  in  Länge  ,  den  periodi- 
schen Theil  der  Aenderung  der  Neigung  dagegen  die  Nutation 
der  Schiefe  der  Ecliptic.  Der  Punct,  in  welchem  der  Aequator 
und  die  Ecliptic  zu   einer  Zeit  einander  wirklich   schneiden. 


*)  Diese   Bewegung   der   Mondsknoten   ist  sehr  schnell,    da  sie  in 
etwa  19  Jahren  volle  860®  beträgt. 
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heifst  da6  wahre  Aequinoctium  su  dieser  Zeit,  dagegen 
der  von  der  Nutation  befreite  Durchschnittspunot  das  mitt- 
lere Aequinoctium.  Ebenso  nennt  man  wahre  Schiefe 
der  Ecliptic  diejenige  Neigung  der  Ecliptic  gegen  den 
Aequator,  welche  vermöge  der  Säcularänderung  und  der  Nu- 
tation zu  dieser  Zeit  wirklich  statt  hat,  dagegen  mittlere 
Schiefe  die  von  der  Nutation  befreite  Neigung. 

Die   Ausdrücke    fiir    die  Aenderungen    der  Länge    und 
der  Schiefe  der  Ecliptic,  AX  und  Ac,   sind  nun  nach  Bessel: 

AA  =  -  16".  78332  sin  D  +  O''.  20209  lin  2  f )  --  l".8S5S9  «in  2  0 
-  O".  201 28  sin  2  (T 

und: 

As  =   +   8".97707  C08  O    -  0".08778  cos  2  f)   -f   0".57990  cos  2  0 
H-  0''.08788  COS  2  S 

WO  O  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondbahn 
auf  der  Ecliptic  und  0  und  C  die  Länge  der  Sonne  und 
des  Mondes  bezeichnen,  um  nun  den  Betrag  der  Nutation 
für  Bectascension  und  Dedination  zu  berechnen,  erhält  man 
zuerst,  wenn  a  und  ö  die  mittlere  Kectascension  und  Dedina- 
tion bezeichnen,  die  mittlere  Länge  und  Breite  durch  die 
Formeln: 


cos  ß  cos  A,  =  cos  8  cos  a 

cos  ß  sin  A  =  cos  isinacos«  +  sinJsint 

sin  ß  =  —  cos  £  sin  a  sin  s  4-  sin  6  cos  e 

Vermehrt  man  dann  die  sogefundenen  Längen  um  die  Nu- 
tation AA  und  die  Schiefe  der  Ecliptic  um  As,  so  findet  man 
die  scheinbare  Kectascension  und  Dedination  a'  und  6'  durch 
die  Gleichungen: 

cos  C^  cos  a'  =  cos  J3  cos  (X+AX) 

C08  6^  sin  a!  =  cosß  sin  (A,+AA,)  cos  (£4- Ae)  —  sin  /3  sin  (e+As) 
sin  Ä'  =  cos  p  sin  (A.+AA.)  sin  (c-f  Ae)  +  sin  ß  cos  (c+Ae) 

Da   aber  die  Aenderungen   AX  und  Ac  nur  klein  sind» 
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80  wird    man  immer  mit  Differcntialfonneln  ausreichen.      Es 
ist  nämlich: 

und: 

Nach  den  DifTcrentialformehi  in  I.  Nr.  10  hat  man  aber, 
wenn  man  für  cos  fi  sin  ri  und  cos  fi  cos  r;  die  Ausdrücke 
durch  a  und  6'  setzt: 


I  -ry  )  =  CO«  e  -f  SU  e  tang  O  sin  a    (  tt  j  =  cos  a  si 
[  -r—  1  =  —  cos  a  taug  o 


I  -r-  I  =  Sin  a 


woraus  man  durch  Differentiation  erhält: 


(  — ^  ]       =  sin  e'  [1^  sin  2  a  4*  cotang  e  cos  a  tang  6  +  sin  2 a  tangd*] 

(— J   =r  -.  dn  e  [cos  a*  —  cotang  e  tang  6  sin  a  +  tang  Ä*  cos  2  a] 
d  A .  df/ 

[  — y)       =  —  [Jr  sin  2  a  +  sin  2  a  tang  6*] 

( -jYi  )       =  —  sin  €*  sin  a  [cotang  e  +  tang  6  sin  a] 

/  d*6  \  .  .  j,, 

I     ^        j   =  sm  e  cos  a  [cotang  f  -|-  sm  a  tang  Oj 

i  — j-  j      a  —  cos  a'  tang  0 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (Jb) 
und  setzt  aufserdem  für  AA  und  Ae  die  vorher  gegebenen 
Werthe  aus  den  Gleichungen  (a)  und  für  i  die  mittlere  Schiefe 

13 
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der  Ediptic  für  den  Anfang  des  Jahres   180()  =  23«  27'  54", 
BO  erhält  man  fiir  die  Glieder  erster  Ordnung: 

a'-a  =  -   15". 89537  sin  ^ ^  -  [6". 68299  sin  O  «in  a 

+  S". 97 707  cos  D  cos  a]  tang6 

+   O".  18538  sin  2  O   +  [O".  08046  sin  2  fl  ain  a 

+   0".O8778  cos  2f)  C03a]tang6 

-   l". 22542  sin  2©  -  [o".  53194  sin  2  ©  sin  a 
/^)  +  O". 57990  cos  2 ©  cos  a]  tong6 

O".  18463  sin  2  g  -  [o". 0801 5  sin  2  g  sin  a 

+  O".  08788  cos  2C  cos  a]  tang6 

Ä'  -  6  =  -  6"68299  sin  i)  cos  a  +   8". 97707  cos  D  sina 
+  O". 08046 8in2ricosa-  0".0877d  cos  2  O  sin  a 
~  0".53194sin2©cosa  +  0".57990  cos  2  ©  sin  a 
-^  0".08015  sin2([  cosa  +  o". 08788  cos  2^  sin  a 

Von  den  Gliedern  der  zweiten  Ordnung  können  nur  die- 
jenigen von  einiger  Bedeutung  sein,  welche  aus  dem  gröfsten 
Gliede  in  AA,  und  As  stehen.     Setzt  man: 

Ae  =  8".97707  cosf)   =  acosD 

und: 

—  »in  fiAÄ  =  6". 68299  sin  O  =  &  «in  H 
80  werden  diese  Glieder: 

«'_«  =:      ""^    sin  2  a  [tang  d*  +  J]  +  T  *^"g  ^  ^^^  "  cotang  f 
4  4 

+  [J  — cotangf  sincittangÄ  +  tang6'cos2a+ icos2f/] --  sin  2  O 
—      — Zf_tang6'8in2a  +  — tang Ä cos acotgf+  — —  sin 2a     cos  2  Q 

und: 

,^     .  a*cosa*  +  6*  sin  a*  ^        A*    . 

^'—0   = tang  o sin  a  cotang  e 

4  4 

—  [tang  ö  sin  2a  +  2  cotang  £  cosa]  — sin  2  ^) 

fa*  cos  a*  —  ft' sin  a'          *      ft*  .  .  1  .»  ^ 

_ tango sina  cotang  £     cos  2  Ji 

Von  diesen  Gliedern  verändern  die  von  S}  unabhängigen 


195 

nur  den  mittleren  Ort  der  Sterne  und  können  defshaib  ver- 
nachlässigt werden.     Ein  anderer  Theil  der  Glieder»  nämlich : 

ftb  .       ^r^      /ab  .         .      .r^      ^*  \ 

-—  8111 2  6  /  —  (  -—  cotangc  smoe  am 2 Q  +  -  cotg  e  cos  a  coh  2  O  )  tangÖ 


und: 


—  -—  cotaiig  £  sm  2  j  /  cos  a  +  —  cotang  e  sin  a  cos  2  Q 
2  4 


vereinigt  sich   mit  den   ähnlichen,    in   sin  2  Q  und  cos  2  Q 
multiplicirten    Gliedern    der    ersten    Ordnung,    sodafs    diese 
werden: 
in  u 

+  O".  l8ö458in2n+[0".080r28in2O8ina+0".08761co82Ocosajtang6 
und  in  6   * 

+  O".  080 12  sin  2  Q  cos  a  -  o".  087 61  cos  2  Q  sin  a  (B) 

Die  dann  noch  übrigen  Glieder   der  zweiten   Ordnung  sind 
die  folgenden: 

in  Uectascension: 

+  0".0001454  [Ung  S*  +   |]  cos  2a  sin  »D 

-  0"  0001518  [tang  ö*  +  |]  sin  2a  cos  2  O 

und  in  Declination: 

—  O''.  0000727  tang  6  sin  2  a  sin  2  Q 

~  [O".  00002 17  +  0".0OOO769  cos  2  a]  tang  6  cos  2  O 

Da  aber  die  ersteren  Glieder  erst  fiir  die  Declination 
88»  l(y  den  Werth  (/'.Ol  in  Zeit,  die  andern  erst  für  die 
Declination  Se^"  26'  den  Werth  (/'.Ol  im  Bogen  erhalten,  so 
kann  man  dieselben  immer  veraachlässigen. 

10*  Um  die  Nutation  in  Rectascension  und  Declination 
leichter  berechnen  zu  können,  hat  man  Tafeln  dafür  einge- 
richtet.    Zuerst  hat  man  die  Glieder: 

-   15".  39537  sin  D  =  c  und  -  l".22M2  sin  2  0=^ 

in  Tafeln  gebracht,  deren  Argumente  f)  und  2  Q  sind. 

Die  einzelnen    in  tang  ö  multiplicirten  Glieder  fiir  Rec 
tascension  haben  nun  die  Form: 

a  cos  p  cos  y  +  b  m\  ß  siny  =  A[u  cos  ß  cos  y  +  üa  ß  m  y] 

13  • 
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Einem  jeden  Ausdrucke  Ton  dieser  Form  kann  man  aber 
immer  die  folgende  Gestalt  geben ,  nämlich: 

X  cos  [j3  —  y  +  y\  (a) 

wenn  man  nur  die  Grröfsen  x  und  y  gehörig  bestimmt.  Ent- 
wickelt man  aber  den  letzteren  Ausdruck  und  vergleicht  den- 
selben mit  dem  vorigen,  so  erhält  man  für  Bestimmung  von 
X  und  y  die  Gleichungen: 

A  OL  cos  ß  =  a:  [coa  /3  cos  y  —  sin  j3  sin  ?/] 
y4  sia  p  =  x  [ain  ß  cos  y  +  cos  [i  sia  y\ 

woraus  man  ftir  x  und  y  die  Werthe  erhält: 

X«  =  ^»[l-(l-a*)cosß»] 

und: 

(1  — a)  sin  ß  cos  ß 

tang  y  =  ^^ -r- r ^^ 

^  ^         1  -  (l  -a)  cos  .3" 

Bringt  man  dann  die  Gröfsen  x  und  y  in  Tafeln,  deren 
Argument  ß  ist,  so  kann  man  den  Ausdruck  (a)  leicht  be- 
rechnen. 

Auf  ähnliche  Weise  sind  nun  Tafeln  fiir  die  entsprechen- 
den Glieder  der  Nutation  in  Declination  entworfen,  da  diese 
von  der  Form: 

i4  [  —  a  cos  ß  sin  y  +  sin  ß  cos  y\ 

sind  und  man  fiir  einen  solchen  Ausdruck  immer  setzen  kann: 

x  sin  [ß  —  y  +  y\ 

WO  X  imd  y  dieselben  Werthe  wie  vorher  haben. 

Man  findet  eine  solche  Tafel  fiir  die  Nutation  von  Nicolai 
berechnet  in  Wamstorffs  Hülfetafeln,  die  dabei  zum  Grunde 
liegenden  Constanten  sind  aber  andre  als  die  oben  angege- 
benen, nämlich  die  Peters'schen  (siehe  Abschn.  V.  Nr.  7). 
Man  findet  dort  aufser  dem  Gliede  c  die  Gröfsen  log  h  und  B 
mit  dem  Argumente  Ci  und  erhält  damit  die  von  sin  O  und 
cos  i\  abhängigen  Glieder,  die  fiir  Rectascension : 

c—h  tang  6  cos  {TX  -¥  B  —  d) 

und  iijr  Declination: 

-  Ä  «in  (f)  +  J5  -  a) 
sind.     Dieser  Theil  der  Nutation  heifst  die  Lunar nutation. 
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Eine  zweite  Tafel  giebt  mit  dem  Argumente  2  0  die 
Gröfsen  g^  F  und  log  /,  womit  man  die  von  2  Q  abhängigen 
Glieder  findet,  die  fiir  Rectascension : 

=  g  — /  tang  6  cos  (2^0  +  F  -  u) 
und  für  Declination: 

/sin  (2  0  +F-a) 

sind.        Dieser    Theil    der    Nutatiou    wird    Solarnutation 
genannt. 

Die  von  den  Argumenten  2  d  und  2  Q  abhängigen  Glie- 
der der  Nutation  orgeben  sich  dann  aus  der  Tafel  fiir  die 
Solarnutation,  wenn  man  in  dieselbe  statt  mit  2  0  einmal  mit 
2  d  und  dann  mit  2  ^  /  +  180^  eingeht  (weil  die  letzteren 
Glieder  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben)  und  zuletzt  von 
der  Summe  der  diesen  beiden  Argumenten  entsprechenden 
Kesultate  den  sechsten  Theil  nimmt,  da  dies  etwa  das  Ver- 
iiähnifs  ihres  CoefHcienten  zu  dem  der  Solarnutation  ist. 

II.  Nachdem  man  so  die  Veränderungen  der  Ebenen, 
auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  werden,  kennen 
gelernt  hat,  kann  man  die  absolute  Rectascension  eines  Sterns 
mit  aller  Genauigkeit  bestimmen,  indem  man  diese  Aenderun- 
gen  dabei  mit  in  Rechnung  zieht.  Man  hat  also  zunächst 
die  Beobachtungen  der  Sonne  und  des  Sterns  von  der  Nuta- 
tion zu  befreien.  Für  das  Beispiel  in  Nr.  4  dieses  Abschnitts 
war  die  Declination  der  Sonne  in  beiden  Beobachtungen: 

Marx  23     Z)    =  +   1^*6'  54" 
Sept.  20     Z/  =  +   l     1    57 

und  die  Rectascensionen  der  Sonne  und  des  Sterns,  die  man 
immer  durch  die  frühere  Bestimmung  und  die  beobachteten 
Rectascensionsunterschiede  kennt : 

März    23     ^    =        2®  34' 
Sept.    20     Ä  =   177"  37' 

und: 

a  =   112*  85' 
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Ferner  war  die  Länge  des  aufsteigenden    Knotens  der 
Mondfibahn  zu  den  Zeiten  der  beiden*  Beobaditungen: 

Q   =  207*21',   Jl'  =  197*45' 

und  die  Länge  der  Sonne: 

0  =  2*49'  und  0'  =  177*26'. 

Mit  diesen  Werthen  findet  man: 

Nutation  fiir  die  Sonne: 
März  23  in  Rect.  +  0".48     in  Decl.  +  2".  8 
Sept  20  +  0".S4  -  2  .4 

und  die  Nutation  in  Reetascension  fiir  u  Canis  minoris,  wenn 
man  d  =  +  5®  39'  nimmt: 

Mars  28     +  0".47  und  Sept  20     -f  0".30 

Bringt  man  diese  Werthe  für  die  Nutation  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  an  die  beobachteten  Culminationszeiten 
(die  von  den  Kectascensionen  nur  um  den  Fehler  der  Uhr 
▼erschieden  sind)  undr  an  die  Declinationen  an,  so  erhält  man 
diese  Gröfsen  auf  das  jedesmalige  mittlere  Aequinoctium  des 
Beobs  :;htung8tages  bezogen.  Zuletzt  hat  man  nun  noch  auf 
die  Veränderung  des  Aequinoctiums  durch  die  Präcession 
Rücksicht  zu  nehmen  oder  alle  4|p)bachteten  Data  auf  ein 
festes  Aequinoctium  zu  beziehen.  Nimmt  man  als  Epoche 
den  Anfang  des  Jahres  1828,  so  hat  man  fiir  die  Priicession 
ftir  den  Ort  der  Sonne: 

März  23     AA  =  +  0".71     AT)  =  +  4". 6 
Sept.  20     A^'=  +  2".28     Ai/  =  -  14  .5 

und  iiir  den  Stern: 

Mürz  28     Aa  =  +  0".73         Aa'  =  +  2".  82 

Bringt  man  diese  Werthe  mit  umgekehrten  Zcicheu  an  die 
beobachteten  Data  an,  so  findet  man  also  mit  Rücksioht  auf 
alle  Corrcctionen: 


T  =        0*  11'  12".  62 

r  = 

11    50   82.06 

/    =        7     81    18  .00 

/'  = 

7   80   22.74 

/;   =  +  1       6   54  . 9 

1/  = 

+    1      2      5.6 
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Endlich  erhält  man  tUr  die  Schiefe  der  E^liptic  zu  bei- 
den Epochen  mit  Kücksicht  auf  die  S&cularätiderung  und 
die  Nutation: 


£  =  25 

27   38 

.9 

t^  = 

23 

27 

38. 

l 

und  daraus: 

,   r        .    tangZ) 
f     arc  im  — ^—  - 
|_             tang  e 

—  arc  i 

iin 

tang  r/  ' 
tang  fi'^ 

+ 

6* 

j^^ 

6^ 

i  (/-T)  +   i  (<'-7^)  =  '  129  55.68 

mithin    die   Rectuscension   von   u  Canis   minoria  bezogen  auf 
das  mittlere  Äequinoctium  zu  Anfang  des  Jahres  1828: 

a  =  7*  80'  IT".  78 

Macht  man  nun  die  Bestimmung  der  absoluten  Rectas- 
censionen  and  Deolinationen  der  Sterne  zu  versohiedenen  Zei* 
ten,    so  erhält  man  aus  der  Vergleichung  beider  Positionen 
den  Betrag  der  Präcession  in  Kectascension  und  Dedination 
in  der  Zwischenzeit  und  kann  also  daraus  die  Werthe  von  m 
und  n  (Nr.  6)    also    auch    die   jährliche  Lunisolarpräcessiön 
neu   bestimmen.      Dann  wird  man  aber  immer  finden ,   dafa 
man   aus    verschiedenen  Sternen    auch    verschiedene  Werthe 
dieser  Constante   erhält ,    weil  nämlich  die  Sterne  aufser  den 
bisher    betrachteten    scheinbaren   auch   noch  eigne  Bewegun- 
gen haben,    vermöge  welcher  dieselben  ihren  Ort  im  Räume 
wirklich  verändern.     Da  nun  diese  eignen  Bewegungen  ebenso 
wie  die  Präcession,  wenigstens  innerhalb  keiner  allzu  grofsen 
Zeiträume,  als  der  Zeit  proportional  erscheinen,  so  kann  man 
die  numerischen  Werthe  beider  Veränderungen  nicht  anders  be- 
stimmen als  dadurch,  dals  man  die  Lunisolarpräccessionaus  einer 
sehr  grofsen  Anzahl  von  Sternen  berechnet  und  aus  diesen  ein- 
zelnen Bestimmungen  das  arithmetische  Mittel  nimmt,  indem  man 
dabei  voraussetzt,  dafs  die  eignen  Bewegungen,    welche   bei 
verschiedenen  Sternen  verschiedene  Werthe  haben  und  auch  in 
verschiedener  Richtung  vor  sich  gehen,  in  diesem  Mittclwerthe 
einander  aufheben.     Die  Unterschiede,  welche  sich  dann  noch 
mit  den  Beobachtungen  zur  Zeit  if  zeigen,  wenn  man  den  Ort 
eines  Sterns  für  diese  Epoche  aus  den  Beobachtungen  zur  Zeit  t 
mit   dem  so  bestimmten  Werthe  der  Lunisolarpräcessiön  her- 
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leitet,  betrachtet  man  dann  als  die  eigne  Bewegung  des  Sterns 
in  Rectascension  und  Declination  während  der  Zeit  (f-^^t 

Wegen  der  Veränderungen  der  Oerter  der  Sterne  durch 
die  Präcession  und  die  eigne  Bewegung  gelten  die  Verzeich- 
nisse dieser  Oerter  oder  die  Stemcataloge  immer  nur  für 
eine  gewisse  Epoche.  Um  dann  die  Beduction  der  Stemörter 
von  dieser  Epoche  auf  eine  andre  Zeit  mit  mehr  Bequem- 
lichkeit machen  zu  können,  ist  gewöhnlich  schon  in  diesen 
Verzeichnissen  neben  jedem  Sterne  die  jährliche  Veränderung 
desselben  in  Rectascension  und  Declination  durch  die  Prä- 
cession und  eigne  Bewegung  als  variatio  annua  und  mo- 
tus  proprius  angegeben  und  aufserdem  noch  die  Veränderung 
der  variatio  annua  in  hundert  Jahren  oder  die  variatio  saecu- 
laris.  Ist  dann  ^  die  Epoche  des  Catalogs,  so  ist  die  Ver- 
änderung des  Ortes  des  Sterns  während  der  Zeit  <— to  gleich: 

I  variatio  annaa  -f  motus  proprius  +  — -^  variatio  saecularis  1    f— ^ 

Die  Berechnung  der  Variatio  saecularis  selbst  geschieht 
nach  den  folgenden  Formeln.  Es  waren  die  jährlichen  Ver- 
änderungen   der  Rectascension  imd  Declination  nach  Nr.  6 

gleich: 

da  .    . 

•r-  =  m  -^  n  tang  o  sm  a 

dS 

-—.  =  11  cos  a 

dt 

Differenzirt  man  diese  Oleichungen,  indem  man  alle 
Gröfs^n  als  variabel  betrachtet  tmd  bezeichnet  die  jährlichen 
Veränderungen  von  m  und  n  durch  m'  und  n',  so  erhält  man 
leicht: 

— I  =  ^  n*   tang  6*  sin  3  a  +  n*    sin  2  a  +  mn  tang  6  cos  a 

-I-  m'  +  n'  tang  6  sin  a 

d*^  1     •       1  *        jt  .     / 

— — 5  =  —  n"    sin  a'  tang  o  —  mn  sin  a  +  »  cos  a 

dt* 

und  durch  die  Multiplication  dieser  zweiten  DifTerentialquotien- 
ten  mit  100  die  Variatio  saecularis  für  Rectascension  und 
Declination. 
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12.  Wie  eben  bemerkt,  nimmt  man  immer  an,  dafs  die 
eignen  Bewegungen  der  Sterne  der  Zeit  proportional  und  in 
einem  festen  gröfsten  Kreise  vor  sicfai  gelien.  Beides  ist  nun 
zwar  in  aller  Strenge  nicht  richtig,  wegen  der  aufserordent- 
lieh  langsamen  Bewegung  der  Sterne  entsteht  indefs  aus  die- 
ser Annahme  kein  merklicher  Fehler.  Da  nun  aber  die  Grund- 
ebenen, auf  welche  die  Oerter  der  Sterne  bezogen  werden, 
sich  verändern,  so  müssen  sich  auch  dadurch  die  Compo- 
nenten  der  eignen  Bewegungen  nach  der  Kichtung  der  Po- 
larcoordinaten ,  welche  auf  diese  Grundebenen  bezogen  wer- 
den,   ändern. 

Die  Formeln,  welche  die  auf  ein  bestimmtes  Aequinoc-* 
tium  zur  Zeit  i  bezogenen  Polarcoordinaten  in  Bezug  auf 
den  Aequator  durch  die  auf  ein  anderes  Aequinoctium  zur 
Zeit  i  bezogenen  Coordinaten  ausdrücken,  sind  nun  nach  Nr.  7 : 

cos  Ä'  sin  (öc'  +  (/  —  aO  =  co*  Ä  sin  (a  +  a  +  z) 
cos  S  cos(a'  +  a'  —  2O  =  cos  fi  cos (oc  +  a  +  z)  cos  0  —  sin  <$  sin  0 

sin  6^     =  cos  ö  cos(a  +  a  +  2)  sin  0  +  sind  CO80 

WO  a  die  Präcession  durch  die  Planeten  während  der  Zeit 
^— ^  bezeichnet  und  z^  /  und  0  Hülfsgröfsen  sind,  welche 
man  durch  die  Formeln  (A)  derselben  Nummer  erhält.  Weil 
die  eigenen  Bewegungen  so  klein  sind,  dafs  man  deren  Qua- 
drate und  Producte  vernachlässigen  kann,  so  erhält  man  nach 
der  ersten  und  dritten  Formel  (11)  in  Nr.  9  der  Einleitung, 
wenn  man  bedenkt,  dafs  die  obigen  Formeln  aus  einem  Drei- 
ecke hergeleitet  sind,  dessen  Seiten  90—6',  90—8  und  0  und 
dessen  Winkel  u+a+z^  180— u'—a'+Z  und  c  sind: 

Aö'  =  COS  c  AÄ  —  sin  0  sin  (a'  +  a'— z)  Aa 
cos  6'Aa!  =  sin  cA6  +  cos  d  coscAa 

oder,  wenn  man  sin  c  und  cos  c  durch  did  übrigen  Stücke 
des  Dreiecks  ausdrückt: 

Aa  =  Aa[co8  0  +  sin0tanffacos(a+a— £)  + 1  sin  0 -^ 

«) 

A  Ä 

A6' = --Aasin0sin(a +a  — 2')+  — -^  cos  &  [cos  0+  8in0  tang  61  co8(<x'+a'— «')] 
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und  ebenso: 

Aa==  Ar/[co8O-8m0tangÄco8(a+a+2)]-  — -^^isin  0  «"(^+<'+^> 

COSO  C08  O 

(*) 

A  Ä* 

AÄ  =  Aa'sine  8in(cx+a+':)  + ^,  coaÄ  [cosO— äin0Uuig6co8(a+n-fz)J 

Beispiel.  Die  mittlere  ßectascension  und  Declination 
des  Polarsterns  für  den  Anfang  des  Jahres  1755  ist: 

a  =  10^  55'  44".  955  Ä  =  +   87®  59'  4l".12 

Durch  Anbringung  der  Präcession  war  hieraus  in  Nr.  7 
der  Ort  des  Polarsterns  für  den  Anfang  des  Jahres  1850 
berechnet  und  dafür  gefunden: 

a'  =   16®  12'  56".917  d'  =  +  88**  80'  S4".680 

Nach  Bessel's  Tabulae  Regioinontanae  ist  dieser  Ort  aber: 

a    =   16®  15'  19".530  Ä'  =  +   88®  80'  84'.898 

Dieser  Unterschied  rührt  nun  von  der  eignen  Bewegung 
des  Polarsterns  her,  die  also  in  der  Zeit  von  1755  bis  1850 
+  2'  22".  613  in  Bectascension  und  +  0",218  in  Declination 
beträgt.  Die  jährliche  eigne  Bewegung  des  Polarsterns  be- 
zogen auf  den  Aequator  von  1850  ist  daher: 

Aa'  =  +   l".  501189  A6'  =  +  O". 002295 

Wollte  man  daraus  z.  B.  die  eignen  Bewegungen  Ar/ 
und  Aö  des  Polarsterns  bezogen  auf  den  Aequator  von  1755 
haben,  so  inuPs  man  dieselben  nach  den  Formeln  (A)  be- 
rechnen.    Es  war  aber: 

0  =  0®  81'  45".  600 
a  +  fi  +  z  =  11*82'     9".580 

und  hiermit  erhält  man: 

Aa  =  +   l".10836  A6  =  +  0".005063 

Wäre  nun  der  Ort  des  Polarsterns  für  1755  und  die 
eigne  Bewegung  für  dieselbe  Zeit  gegeben  und  daraus  der 
Ort  für  1850  zu  berechnen,  so  hätte  man: 

95  Aa  =  +   l'  45".  294 
95  A6   =  +  0".481 
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also  den  Ort  iiir  1755  4-  der  eignen  Bewegung  bis  1850: 

fJL-   10"  57'  30". 249 
Ä  =   37     59   41    .601 

und  miifste  mit  diesen  Werthen  die  in  Nr.  7  aufgefiihrte 
Rechnung  wiederholen,  wo  man  dann  fiir  a'  und  d'  die  Werthe 
der  Tabulae  Regiomontanae  finden  würde. 

Anm.    lieber  die  Präcession  and  Notation  vergl.  die  Vorrede  der 
Tabnlae  Regiomontanae  pag  III  et  seq. 


III.    Mittlere  und  scheinbare  Oerter  der  Fixsterne. 

13*  Durch  das  vorige  ist  man  nun  in  den  Stand  ge- 
setzt, den  mittleren  Ort  eines  Sterns  für  irgend  eine  Zeit  zu 
berechnen,  wenn  man  denselben  für  irgend  eine  Epoche  kennt. 
Ebenso  kann  man  aus  diesen  mittleren  Oertem  die  schein- 
baren finden,  welche  die  Sterne  wirklich  an  der  Himmelsku- 
gel einzunehmen  scheinen,  indem  man  dem  mittleren  Orte 
die  verschiedenen  Correctionen  hinzufiigt,  zuerst  die  Nutation, 
dann  die  Aberration,  Refraction  und  Parallaxe.  Letztere  ist 
tiir  Fixsterne  (einige  wenige  Sterne  ausgenonmien,  deren 
jährliche  Parallaxen  indefs  sämmtlich  sehr  klein  sind)  Null, 
und  da  die  Refraction  immer  an  die  Beobachtungen  selbst 
angebracht  wird,  so  bleiben  also  nur  die  Aberration  und  Nu- 
tation übrig,  deren  Werthe  man,  wie  man  früher  g^ehen 
hat,  aus  Tafeln  entnehmen  kann.  Weil  indessen  diese  Re- 
duction  vom  mittleren  Orte  auf  den  scheinbaren  und  umge* 
kehrt  sehr  häufig  gemacht  werden  mufs,  so  hat  man  noch 
bequemere  Tafeln  eingerichtet,  welche  die  Zeit  zum  Argu- 
mente haben  und  die  Reduction  vom  mittleren  Orte  zu  An- 
fang eines  Jahres  auf  den  scheinbaren  ftir  irgend  einen  Tag 
des  Jahres  mit  grofser  Leichtigkeit  finden  lassen.  Kennt 
man  dann  also  den  mittleren  Ort  eines  Sterns  zu  einer  Epo- 
che und  sucht  daraus  den  scheinbaren  Ort  för  irgend  einen 
gegebenen  Tag  eines  andern  Jahres,  so  hat  man  zuerst  den 


2(>4 

gegebenen  Ort  durch  Anbringung  der  PräceBsion  und  nöthi- 
genfalls  der  eignen  Bewegung  auf  den  mittleren  Ort  zu  An- 
iJEUig  dieses  Jahres  zu  bringen  und  nachher  noch  die  Reduction 
auf  den  scheinbaren  Ort  des  gegebenen  Tages  aus  den  Ta- 
feln zu  entnehmen.  Diese  Tafeln  sind  von  ßessel  gegeben. 
Bedeuten  a  und  ö  die  mittlere  Rectascension  und  Decli- 
nation  eines  Sterns  zu  Anfang  eines  Jahres,  </  und  6'  dage- 
gen die  scheinbare  Kectascension  und  Declination  zur  Zeit  r, 
welche  vom  Anfange  des  Jahres  ab  gezählt  und  in  Theilen 
desselben  ausgedrückt  wird,  so  ist: 

a'  =  a  +  7  [m  4-  n  taug  6 sin  a]  -t-  r/i. .  .  Piücession  und  eigene  Bewegung. 

—  [15".  89537  +  g".  68299  lang  ö  sin  u\  ain  i  t      . 

—  S". 97707  tang  6  cos  a  cos  ^  /  I 

+  [O".  18538  +  O". 08046  tang  ö  sin  u]  sin  2Q    \  ^, 

w    «     -  *  «  /  ^  isutation. 

•f  0  .  08773  tang  0  cos  a  cos  2  j  ^  ( 

—  [l''.  22542  +  O".  53194  Ung  6  sin  a]  sin  2  ^  ^     1 

—  ö"  57990  tang  ö  cos  a  cos  2  0  ) 

—  20".  255  cos  s  sec  Ä  cos  a  cos  © )      .  . 

,,  r.  .        .    ^  J    Aberration. 

—  20  .  255  sec  0  sin  a  sm  0  ) 

und  ö'  =^  ö  +  7  n  cos  a  +  TfLi'  Prücession  und  eigne  Bewegung. 

—  6".  68299  cos  a  sin  H  +  8".  97707  sin  a  cos  j^         \ 

+  0".08046  cos  a  sin  2  D  -  O". 08773  sin  a  cos  2  f)    (    JJutation. 

—  O".  53194  cos  a  sin  20  +  O".  57990  sin  a  cos  2  0    ) 

+  20".  255  [sin  a  sin  Ä  cos  £  —  cos  6  sin  c]  cos  0     \     Al^rrÄ*" 

—  20".  255  cos  a  sin  5  sin  0  ) 

Hier  sind  diejenigen  Glieder  der  Nutation,  welche  von 
der  doppelten  Mondslänge  abhängen,  nicht  mitgenommen,  da 
sie  einmal  den  Ort  der  Sterne  nur  um  (/M  ändern  und 
aufserdem  wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mondes  eine 
sehr  kurze  Periode  haben,  sodafs  sie  sich  im  Mittel  aus  meh* 
rcren  Beobachtungen  eines  Sterns  gröfstentheils  aufheben. 

Um  nun  diese  Ausdrücke  für  u'— </  und  d'— ö  in  Tafeln 
zu  bringen,  setzt  Besscl: 

6".68299  =  ni  15".39587  -  mt  =  h 
O". 08046  =  ni  0".185S8  -  tnif  s  k' 
O".  63194  =  ni'        l".«2542  -  mi'  =  h" 
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Dann  kann  man  die  vorigen  Formeln  aach  so  schreiben : 

a'  =  a  +  [r  —  t  sin  f)  +  t'  sin  2  f^  —  i*  »in  2  0]  [m  -^  n  tang  6  sin  a] 

—  [8".97707co8^/--0".0877S  co8  2^/+O".6799coB20]tang*cofla 

—  20'^  255  cos  s  cos  0  .  sec  6  cos  a 

—  20^.255  sin  0  .  sec  6  sin  a 
•hr/Li 

—  Ä  sin  n  +  A'  sin  2  0-  A"  sin  2  0 

und: 

ö'  =  5  +  fr  —  t  sin  Q  +  i'  sin  2  Ä  /  —  i"  sin  2  0]  n  cos  a 

+  f8".97707cO8D~0".08773cos2^)  +  0".5799  cos  2  0]  sin  a 

—  20".255  cos  £  cos  0  [tang  s  cos  5  —  sin  Ä  sin  a] 

—  20".  255  sin  0  sin  S  cos  a 

Führt  man  dann  folgende  Bezeichnungen  ein : 

.1  =  7'-  i  sin  O  +  t  sin  2  Q  -  T  sin  2  0 

ß=-8".977O7cosr^+O".O8773coR2n~O".5799OcO820 

C=—  20".  255  cos  £  cos  0 

/)=-  20".  255  sin  0 

E-^  h  sin  n  +  ä'  sin  2  fj  -  ä"  sin  2  0  )  (<») 

a  =  m  +  n  tang  6  sin  a     a'  =  n  cos  a 
Ä  =  tang  6  cos  a  6'  =  —  sin  a 

c  =  sec  £  cos  a  c'  =  tang  f  cos  £  —  sin  d  sin  a 

d  =  sec  6  sin  a  J  =z  sin  6  cos  a 

80  hat  man  ganz  einfach: 

a'  =  a  +  Aa  +  Bb  -^  Cc  -^  Dd  +  r/Li  -h  JE 

ö'  =  6  +  A(/  +  B5'  +  Cc'  +  DJ  +  r^i'  ^*^ 

wo  die  Gröfsen  a,  h^  c,  rf,  a\  h\  c',  ^,  blos  von  dem  Orte 
des  Sterns  und  der  Schiefe  der  Ecliptic,  dagegen  Ay  i?,  6",  D 
blos  von  der  Zeit  abhängen  (da  0  und  i\  Functionen  der 
Zeit  sind),  also  auch  in  Tafeln  gebracht  werden  können, 
welche  die  Zeit  zum  Argumente  haben.  Diese  Tafeln  hat 
Bessel  in  seinem  Werke  ,,Tabulae  Kegiomontanae'^  von  1750 
bis  1850  von  10  zu  10  Tagen  gegeben.*) 


*)  Man   findet  diese  Tafeln   Air  die    einzelnen  Jahre   auch  in   den 
astronomischen  Ephemeriden. 
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Die  numeriachen  Werthe  der  Gronscn  t  und  h  sind: 

für   1750     I  =  0.88S08     •'  =  0.00401      i"  =  0.02651 
1850         =  0.33824  ==  0.00401  =  0.02652 

und: 

1750  Ä=  0.0645  h!   =  0.0008  ä"  =  0.0051 
1850    =  0.0468    =  0.0006     =  0.0037 

Daraus  folgt,  daTs  die  Gröfse  E  immer  nur  einige  Uun» 
derttheile  von  Secunden  betragt  und  daher  in  den  meisten 
Fällen  vemachlärsigt  werden  kann. 

14«  Die  Argumente  der  von  Bessel  berechneten  Tafeln 
sind  die  Tage  des  Jahres,  dessen  Anfang  in  dem  Augen- 
blicke angenommen  ist,  wo  die  Länge  der  Sonne  280^  be- 
trägt. Diese  Tafeln  gelten  daher  unmittelbar  für  denjenigen 
Meridian,  fiir  welchen  die  Sonne  in  dem  Augenblicke,  wo 
das  bürgerliche  Jahr  beginnt,,  diese  Länge  hat.  Weil  aber 
die  Sonne  zu  einem  vollständigen  Umlaufe  keine  ganze  An- 
zahl von  Tagen  gebraucht,  sondern  365  Tage  und  einen 
Bruchtheil,  so  werden  die  Tafeln  in  einem  jeden  Jahre  für 
einen  andern  Meridian  gelten.  Aus  den  Formeln  (G)  in 
No.  2  des  zweiten  Abschnitts  folgt  nun,  dafs  der  Winkel 
zwischen  den  Meridianen  zweier  Orte  auf  der  Erdoberfläche 
gleich  dem  Unterschied  der  Sternzeiten  an  beiden  Orten  also 
auch  gleich  dem  Unterschiede  der  mittleren  Zeiten  ist. 

Bezeichnet  man  daher  die  Meridianditierenz  in  Zeit  des- 
jenigen Ortes,  fiir  welchen  die  Sonne  beim  Anfange  des  Jah- 
res '  die  Länge  28()^  hat,  vom  Meridian  von  Paris  ab  gezählt 
mit  k  und  nimmt  dies  positiv,  wenn  der  Ort  östlich  liegt, 
bezeichnet  man  femer  die  Meridiandifferenz  irgend  eines 
Ortes  der  Erde  von  Paris,  aber  westlich  positiv  genommen 
mit  df  so  mufs  man  zu  der  Zeit  dieses  letzteren  Ortes,  fiir 
welchen  man  die  Constanten  A^  B^  Cy  D  aus  den  Tafeln 
sucht,  die  Gröfse  £+^  hinzuthun  und  mit  dieser  corrigirten 
Zeit  als  Argument  in  die  Tafeln  eingehen.  Die  Gröfse  k 
giebt  Bessel  in  den  Tabulis  Begiomontanis  fiir  jedes  Jahr 
von  1750  bis  1850. 

In  den  Tafeln  findet  man  nun  die  Constanten  A^  Bf  (7,  U 
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fiir  den  Anfang  des  imaginären  Jahres ,  welches  beginnt, 
wenn  die  Länge  der  Sonne  280^  beträgt  und  dann  fiir  die- 
selbe Zeit  jedes  zehnten  Stemtages»  sie  gelten  also  immer 
fiir  18'»  40'  Stemzeit  desjenigen  Meridians,  fiir  welchen  die 
Sonne  beim  Beginnen  des  Jahres  die  angefiihrte  Länge  hat. 
Will  man  nun  die  Werthe  aus  den  Tafeln  fiir  eine  andre 
Stemzeit  u  haben,  wofiir  hier  die  Kectascension  des  Sterns 
selbst  genommen  wird,  um  den  scheinbaren  Ort  gleich  für 
die  üulminationszeit  zu  bekommen,  so  mufs  man  zu  dem 
Argumente  k+d  die  Grrölse  hinzufugen: 

,        a-18»»40'  ^ 

Da  femer  auf  den  Tag,  an  welchem  die  Kectascension 
der  Sonne  gleich  der  Kectascension  des  Sterns  ist,  zwei  Cul- 
minationen  des  Sterns  fallen,  so  mufs  man  nach  dieser  Zeit 
zu  dem  Datum  des  Tages  eins  addiren,  sodafs  das  vollstän- 
dige Aigument  gleich  dem  Datum  wird  +  der  Gröfse: 

wo  t  =  0  ist  vom  Anfqpge  des  Jahres  bis  zu  der  Zeit,  wo 
die  Rectascension  der  Sonne  gleich  a  wird,  nachher  aber 
« s=  H- 1  ist. 

Der  mit  Jan.  0  in  den  Tafeln  bezeichnete  Tag  ist  nun 
derjenige,  zu  dessen  Stemzeit  18^  40^  das  Jahr  nach  der  gewöhn- 
lichen Methode,  die  Tage  zu  zählen,  indem  man  den  Anfang 
derselben  am  Mittage  nimmt,  anfängt.  Die  Culmination  derje- 
nigen Sterne,  deren  Rectascension  <^  18*^  40^  ist,  fällt  daher 
nicht  auf  den  in  den  Tafeln  mit  Jan.  0  bezeichneten  Anfangs- 
tag, sondern  auf  den  Tag  vorher,  man  mufs  also  dem  Datum 
des  vom  Mittage  gezählten  Tages  einen  Tag  hinzufügen,  ehe 
man  damit  in  die  Tafeln  eingeht. 


*)  Bei    den    Tafeln    in    dem  Berliner   Jahrbuehe    ist    die    Gröfse 

18*  40' 

=  0.778  an  k  angebracht  und  da  der  Meridianunterschied 


24* 

von   Berlin    und  Paris  =  0.081,   ao  sind  die  k  im  Jahrbuche  gleich 
den  k  in  den  Tab.  Beg.  -*  0.809. 
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Die  Argumente  sind  somit  die  folgenden: 

1,  wenn  a  <  18*  40' 

vom  Anfange  des  Jahres  bis  zu  dem  Tage,  an  welchem  die 
Kectascension  der  Sonne  gleich  ix  ist: 

^  ,        .       a-18A40' 

Datum  +  ifc  +  d  +   r +  1 

24* 

von  da  bis  zum  Ende  des  Jahres: 

a  — 18*  40' 

Datum  +  Ä:  +  d  + +  2 

24* 

2,  wenn  a  >  18*  40' 

vom  Anfange  des  Jahres  bis  zu  dem  Tage,  an  welchem  die 
Kectascension  der  Sonne  gleich  a  ist: 

a-18*  40' 
Datum  +  it  +  d  +  t 

24* 

und  von  da  bis  zum  Ende  des  Jahres: 

Datum  +  ib  +  d  +  n +  l 

24* 

Man  suche  z.  B.  die  scheinbaren  Oerter  von  u  Lyrae 
für  den  April  1849  und  zwar  fiir  die  Culminationazeit  für 
Berlin, 

Man  hat  für  den  Anfang  des  Jahres: 

a  =  18*  81'  49".55  =  277*  57'  28".2 

6  =  +  88*  38'  44".  89 
und  damit: 

cosa  9.14120     cos  a  tang  ^     9.04407  m^  +  46.059 

tangd  9^90287  sind  9.79554     ntg.  dsina  =  —  15. 881 


8ina9.99580n    sinatangd     9.89867n  tg.  £  cos  A       +    0.38889 

cos  d  9.89266     sincetg.dcosd—    0.61849 

taug  £  9.63740 

also  loga  =  1.47969  log  a'  =  0  44842 
logt  =  9.04407  log  h'  =  9.99580 
logc  =  9.24853  log  c'  =  9.98108 
1<^d  :=  0. 1031311  log  d'  =r  8.93673 
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und  aurseMem  ist: 

log  ^i   =  9.4425 
log  ^4'  =   9.4814 

Femer  hat  man  nach  den  Tab.  Reg: 


log^ 

logJ? 

logO 

logr 

E 

Miin 

31 

9.0986 

0.9082 

0.5628n 

9.8905 

-  0".02 

April 

10 

9.1481 

0.9071 

0.8427n 

9.4862 

-  0   .02 

20 

9.2021 

0.9186 

1.0048n 

9.4776 

-  0  .02 

80 

9.2565 

0.9216 

1.1114n 

9.5154 

~  0   .02 

und  erhält  damit: 

Aa          Bh           Cc           Dd  t/li        Summa     in  Z«it 

Min  31   +3.74   +  0.88  -  3.28   +    4.68  +  0.07    +  6".09    +  0".41 

Apr.  10  -I-  4.24  +  0.89  -  8.08  +     8  87  +  0.07   +  10.99   +  0   .78 

20  +  4.81   +  0.90  —  2.85   +  12.82  +  0.08   +  15.76   +  l   .05 

30  +  5.45   +  0.92  -  2.68   +  16.89  +  0.09   +  20.82   +  1    .  85 

Aa  Bh'  Cc'  Di  7^i       Summa 

Mtfrz  31   +0.84  +  7.93  -  17.51    -  0.31    +  007   -  9".48 

Apr.  10  +0.39  +8.00  -16.70  —  0.60  +0.07  —  8  .84 

20  +0.44  +8.12  —  15.42  —0.87   +0.08  ~  7   .65 

30   +0.50   +.8.27   -  13.71    —  l.ll    +0.09  -  5   .96 

Nun  ist: 


ifc  =  +   0.080,   d  =  -  0.031, 


C4-18^'  40' 
24* 


=  -  0.006, 


also  wird  das  Argument,  weil  rx  <:^  IS'^  A:Ql  und  im  März 
und  April  auch  die  Bectascension  der  Sonne  <C  18^  4(/  ist, 
gleich : 

Datum  +  0^993 

Man  erhält  daher  flir  die  Culroinationszeit  ffir  Berlin: 


1849 
März  81 

April  1 0 
20 
30 


Aa 


AA 


a 


+  0".44  -9".  44 

+  0  .76  -  8   .75 

+  1    .08  -  7   .51 

+  1    .88  -  5   .77 


18*  8I'  49".99      +  38°  88'  35". 45 


50  .31 
50  .63 
50   .98 


86  .14 
37  .38 
39   .12 


1&.    Diese  Art  der  Berechnung  der  scheinbaren  Oerter 

ist  besonders  bequem,  wenn  man  eine  Ephemeride  derselben 

U 
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fiir  eine  längere  Zeit  berechnen  will.  Sucht  man  nur  ^inea 
einzelnen  Ort,  so  bedient  man  sich  mit  gröfserer  Bequemlich- 
keit der  folgenden  Methode,  weil  man  dabei  der  Mühe  der 
Berechnung  der  constanten  Gröfsen  a,  b^  c  etc.  überhoben  ist. 
Die  Glieder  fiir  die  Präcession  und  Nutation  sind  näm- 
lich, wenn  man  die  Gröfse  E  vemachläTsigt: 

fiir  Bectascension: 

Am  +  An,  sin  a  tang  6  +  B  .  tang  ö  cos  <x 
und  fiir  Declination: 

An  .  cos  OL  —  B  8\n  a 
Setzt  man  nun: 

An  ^  g  cos  G 
B  =:  g  sin  G 
Am^sf 

SO  werden  diese  Glieder  für  die  Bectascension/f ^sin  (  G+u)  tang<$ 
und  fUr  die  Declination  g  cos  (6r+<'<)* 

Aufserdem  hat  man  für  die  Aberration  in  Bectascension 
und  Declination  nach  Nr.  14  des  zweiten  Abschnitts: 

Ä  sin  (H+d)  sec  ö  *) 

h  cos  {H-ha)  sin  $  +  t  cos  6 

also  sind  die  vollständigen  Formeln  fiir  den  scheinbaren  Ort 
eines  Sterns: 

a'  =  a  +  /  +  ^  sin  (G+a)  tang  6  -f  A  sin  (H+a)  sec  8  +  t/n 
6^  =  d  -I-  ^  cos  (<7+a)  +  Ä  cos  (ZT+aJ  sin  d  +  t  cos  £  +  r^/ 

Die  Grröfsen  /,  g,  fh  h  G  und  H  kann  man  dann  in  Ta- 
feln bringen,  deren  Argument  wieder  die  Zeit  ist,  sodaTs  man 
mit  Hülfe  derselben  die  scheinbaren  Oerter  aus  den  mittle- 
ren durch  eine  sehr  einfache  Bechnung  findet.  Solche  Tafeln 
werden  ftir  jedes  Jahr  in  dem  Berliner  Jahrbuche  z.  B.  von 
10  zu  10  Tagen  gegeben.  Die  Argumente  dieser  Tafeln  sind 


♦)  Wo: 

A  sin  ^  =  C,  h  eon  H  =  D  and  t  =  C  tsng  f 
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aber  nicht  wie  vorlier  die  Stemtage,   sondern  die  mittleren 
Tage. 

Sucht  man  z.  B.  den  scheinBaren  Ort  von  «  Lyrae  fiir 
1849  April  10  C*  mittlere  Berliner  Zeit,  so  hat  man  fiir  diese 
Zeit  nach  dem  Jahrbuche  die  folgenden  Werthe  der  Con- 
stanten: 

/=  +  6*\5\,g  =  +  S".66,  G  =  70<^4l',  *  =  +  18".80,  Äa:247'5l' 

i  =   -  7".  56 

also  ö  +  a  =  348*38',  Ä  +  a  =   165*48' 

und  hiermit  ist  dann  die  Rechnung  die  folgende: 

CO«  (G  +  a)  9.9914   ^  sin  (6r  +  a)  0.2272„ 
g  0.9825  tang  6        9.9029 


sin  (6?  +  a)  9.2947^  k  sin  (H-ha)  0.6639 

cos/lff+a)9.9865„  cos  6         9.8927 

h  1.2742  t  0.8726, 


sin (/f+o)  9.3897    Ä  cos  (£r+a)  1 .2607« 

sind  9.7955 

/=  +  6".  51         geoBiG-ha)        +   8".  39 

g  sin  (O-f  a)  tang  6  =  —  1   .35    h  cos  (H-^a)  sin  6  -   11 .38 

A  sin  (^+ a)  sec  6    =  +   5  .90  i  eo»  6  -  5   .90 

+  n".06  -   8".  89 

in  Zeit  +  0    .74 

Man  erhält  also  fiir  den  scheinbaren  Ort  Apr.  10  0'' 

tt  =   18*  31'  50".  29     6  =  +  38*  38'  36".  07 

indem    die    eigne   Bewegung    in   Declination    noch  -f  0".07 
macht. 

Da  die  Stemzeit  im  mittleren  Mittage  fiir  Apr.  10  1849 
gleich  1*  4f  ist,  so  verfliefsen  vom  Mittage  bis  zur  Culmi- 
nation  von  m  Lyrae  noch  17*.  3  Stemzeit,  also  entspricht  die 

14» 
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bei  Apr.  10  in  der  vorigen  Nummer  stehende  Rectascennon 
und  Declination  der  mittleren  Zeit  17*.  3.  Interpolirt  man 
den  Ort  fiir  Mittag  so  erhält  man  genau  das  eben  gefundene 
Resultat. 


Anm.  Usber  die  Berechnung  der  scheinbaren  Oerter  vergleiche 
die  Vorrede  in  Beuers  Tabulae  Regiomontanae  pag  24  und  pag  29 
et  seq. 


VIERTER  ABSCHNITT. 

Bestimmung  der  von  dem  Standpuncte  des  Beobachters 

auf  der  Oberfläche  der  Erde  abhängigen  Coordinaten 

und  Winkel  an  der  scheinbaren  Himmelskugel. 

Die  von  dem  Standpuncte  des  Beobachters  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  abhängigen  Coordinaten  sind  die  des  ersten 
und  zweiten  Systems.  Die  Coordinaten  des  ersten  Systems, 
dessen  Grundebene  der  Horizont  ist,  werden  immer  durch 
Beobachtungen  an  einem  Höhen-  und  Azimutalinstrumente  ge- 
funden und  zwar  die  Coordinate  der  Höhe  unmittelbar,  da 
man  den  dem  Zenith  entsprechenden  Punct  des  Höhenkreises 
leicht  bestinmien  kann.  Ist  nämlich  der  Azimutalkreis  mit- 
telst einer  Wasserwage  genau  horizontal,  also  die  lothrechte 
Säule  des  Instruments  genau  vertical  gestellt,  so  beobachte 
man  zuerst  das  Gestirn,  dessen  Zenithdistanz  man  kennen 
wül,  in  einer  Lage  des  Kreises  und  nachher  noch  einmal, 
nachdem  man  das  Instrument  um  die  verticale  Säule  um  180® 
gedreht  hat.  Bezeichnen  dann  4  und  <;'  diese  beiden,  zu  den 

dz 

Zeiten  t  und  if  gemachten  Ablesungen  und  ^  die  Aenderung 

der  Zenithdistanz  in  der  Einheit  der  Zeit,  so  ist,  wenn  man 
annimmt,  dafs  in  der  ersten  Lage  des  Kreises,  die  Theilung 
im  Sinne  der  Zenithdistanzen  fortging, 
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die  Zenithdistanz  zur  Zeit  ^,  dagegen 

derjenige  Punct  des  Kreises,  welcher  dem  Zenithe  entspricht 
oder  der  Zenithpunct  des  Kreises.   Um  den  Diiferentialcoeflfi- 

cienten  --  nach  I  Nr.  16  berechnen  zu  können,  ist  es  aber 
dt 

nothwendig,  dafs  man  die  Stemzeit  der  Beobachtung  kennt; 
ist  dies  nicht  der  FaU,  so  mufs  man  als  Object  einen  irdi- 
schen Gegenstand  wählen  und  diesen  in  beiden  Liagen  des 
Kreises  beobachten.  Dann  ist  ^{4-^^)  der  Zenithpunct  des 
Kreises.  Beobachtet  man  die  Höhen  mit  einem  Spiegelin- 
strumente, so  kann  man  auch  da  leicht  den  Punct  bestimmen, 
von  welchem  aus  man  die  Ablesungen  zu  zählen  hat,  um 
wahre  Höhen  zu  erhalten,  wie  dies  noch  ausführlich  bei  die- 
sem Instrumente  vorkommen  wird. 

Dagegen  erhält  man  mit  einem  Höhen-  und  Azimutal- 
instrumente unmittelbar  nur  Azimutaluntcrschiede  und  es 
bleibt  also  hier  noch  die  Aufgabe,  irgend  ein  absolutes 
Azimut  oder  die  Richtung  des  Meridians  zu  finden. 

In  dem  zweiten  Coordinatensystcme  hängt  der  Stunden- 
winkel vom  Standpimcte  des  Beobachters  auf  der  Erdober- 
fläche ab  und  aufserdem  noch  der  Winkel,  welchen  die  Grund- 
ebenen des  ersten  und  zweiten  Systems  mit  einander  bilden 
d.  h.  die  Höhe  des  Aequators  oder  das  Complement  der  Pol- 
höhe zu  90^.  Diese  Gröfsen  werden  nun  immer  durch 
Beobachtung  der  Coordinaten  des  ersten  Systems  hergeleitet. 
Die  Gleichungen,  welche  die  Transformation  der  Coordinaten 
des  ersten  Systems  in  die  des  zweiten  ausdrücken,  sind  aber 

(I  Nr.  6): 

sin  A  =  sin  q>  sin  6  +  COf  «p  cos  6  cos  t 

cos  h  sin  A  =  cos  <p  sin  t 

cos  h  cos  i4   =  —  cos  <p  sin  d  +  sin  q)  cos  6  cos  t 

Diese  Gleichungen  werden  also  dazu  dienen,  aus  den 
Beobachtungen  von  Höhe  und  Azimut  eines  Sterns,  dessen 
Declination  S  gegeben  ist,  die  Polhöhe  und  den  Stundenwin- 
kel, mithin  auch,  wenn  die  Rectascension  bekannt  ist,  die 
Stemzeit  zu  finden  und  zwar  zeigt  die  erste  der  Gleichungen, 
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dafs  man  aus  einer  einzigen  Höhenbeobachtung  entweder  die 
Zeit  bestimmen  kann,  wenn  die  Polhöhe  gegeben  ist,  oder 
aber  die  Polhöhe,  wenn  die  Zeit  gegeben  ist.  Verbindet  man 
zwei  Höhenbeobachtungen  zweier  bekannter  Sterne,  so  hat 
man  zwei  Oleichungen,  aus  denen  man  die  Polhöhe  und  die 
Zeit  zugleich  bestimmen  kann. 

Die  beiden  letzten  der  angefahrten  Gleichungen  erge- 
ben femer: 

cotang  A  am  t  =  ^  cos  <p  tang  ö  +  sin  5  cos  ^ 

Hat  man  also  ein  Azimut  eines  Sterns  beobachtet,  so 
kann  man  daraus  ebenfalls  bei  bekannter  Zeit  die  Polhöhe, 
oder  bei  bekannter  Polhöhe  die  Zeit  bestimmen. 

Denkt  man  sich  nun  an  einem  Orte  eine  Zeitbestimmung 
angestellt,  so  ist  dadurch  die  Rectascension  des  culminiren- 
den  Punctes  des  Aequators  ftir  diesen  Ort  in  dem  bestimm- 
ten Augenblicke  gegeben.  Ist  nun  in  demselben  Augenblicke 
an  einem    andern  Orte  der  Erde  ebenfalls  eine  Zeitbestim- 
mung gemacht,    so  kennt  man  dadurch  auch   die  Rectascen- 
sion des  an  diesem  Orte  culminirenden  Punctes  des  Aequa- 
tors.    Der  Unterschied    beider  Rectascensionen    oder  beider 
Zeiten  ist  aber  der  Winkel,    welchen  die  Meridiane  beider 
Orte  am  Pole  mit  einander  bilden  oder  der  unterschied  der 
geographischen  Längen   beider  Orte.     Jede    Längenbestim- 
mung kommt  also  auf  eine  Zeitbestimmung  an  zwei  Orten 
hinaus  und  man  hat  nur  noch  die  Methoden   kennen  zu  ler- 
nen, durch  welche  man  bewirkt,  dafs  die  Zeitbestimmungen 
an  beiden  Orten  gleichzeitig  gemacht  werden  oder  durch  die 
man,  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  den  Unterschied  der  Zei- 
ten   kennen  lernt,   zu  denen    die  Beobachtungen  an  beiden 
Orten  angestellt  sind. 

Zu  allen  diesen  Bestimmungen  mufs  man  nun  immer  die 
scheinbaren  Rectascensionen  und  Declinationen  der  beobach- 
teten Gestirne  kennen,  die  im  Augenblicke  der  Beobachtung 
wirklich  Statt  hatten,  also  so  wie  sie  durch  Befraction,  Par- 
allaxe, Aberration»  Präcession  und  Nutation  verändert  schei- 
nen.   Man  bringt  indessen  der  einfacheren  Rechnung  wegen 
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die  Refraction  und'  Parallaxe  immer  unmittelbar  an  die 
Beobachtungen  der  Höhen  oder  Zenithdistanzen  an»  sodaTs 
man  dieselben  so  erhält,  wie  man  dieselben  gefunden  hätte, 
wenn  das  beobachtete  Gestirn  unendlich  M'eit  «itfemt  gewe- 
sen wäre  und  die  Lichtstrahlen  von  demselben  durch  einen 
leeren  Raum  zum  Beobachter  gelangt  wären.  Zur  Berech- 
nung dieser  so  reducirten  Beobachtungen  hat  man  dann  die 
durch  Aberration,  Präcession  und  Nutation  veränderten  Stem- 
örter^  die  man  nach  IIl  Nr.  13  und  14  findet,  anzuwenden. 


I.    Bestimmung  der  Richtung  des  Meridians  oder  emes 

absoluten  Azimuts. 

1«  Die  einfachste  Methode  zur  Bestimmung  der  Zeit, 
wann  ein  Gestirn  im  Meridiane  steht,  ist  die,  dafs  man 
beobachtet,  wann  dasselbe  am  höchsten  steht,  indem  die  Zeit 
der  gröfsten  Höhe  zugleich  die  Zeit  der  Culmination  ist. 
Man  verfolgt  dazu  z.  B.  die  Sonne  mit  einem  Höheninstru- 
mente und  nimmt  an,  dafs  die  Sonne  im  Meridiane  steht, 
sobald  die  Höhenänderung  derselben  aufhört.  Diese  Me- 
thode ist  indessen  unsicher,  weil  die  Höhe  im  Meridiane  ein 
Maximum  erreicht,  also  die  Aenderung  derselben  vor  und 
nach  der  Culmination  sehr  klein  ist,  wie  man  dies  sogleich 
aus  der  Formel  für  die  Höhenänderung 

dh  C08  q>  C08  6    .  .      ^ 

— _    =r   — 81Q  /   =    —    cos  CO  8in  A 

dt  cos  h  ^ 

ersieht« 

Eine  zweite  Methode  ist  die  folgende.  Man  hat  gesehen, 
dafs  diejenigen  Sterne,  deren  Declination  ^  90-- 9  ist,  för 
einen  Ort,  dessen  Polhöhe  9  ist,  nie  untergehen,  sondern  einen 
vollen  Kreis  am  Himmel  beschreiben,  wie  z.  B.  unter  nörd- 
lichen Polhöhen  der  Polarstem.  Hängt  man  nun  ein  Loth 
auf  und  ändert  dies  so  lange,  bis  der  Polarstern  hinter  dem- 
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selben  eine  Zeit  lang  fortgeht»  sodafB  er  weder  nach  Westen 
noch  nach  Osten  ausweicht ,  so  hat  man  denselben  in  seiner 
gröfsten  Digression  beobachtet  und  da  man  das  Azimut  die- 
ser Digression  aus  der  Polhöhe  und  der  Declination  finden 
kann,  so  erhält  man  daraus  die  Richtung  des  Meridians. 
Kennt  man  aber  die  Declination  und  die  Polhöhe  nicht ,  so 
mufs  man  auch  auf  der  andern  Seite  des  Meridians  nach  12 
Stunden  den  Verticalkreis  suchen,  welcher  den  Parallel  des 
Sterns  berührt.  Dann  liegt  der  Meridian  in  der  Mitte  der 
beiden  beobachteten  Sichtungen  des  Loths.  Will  man  die 
Beobachtung  genau  machen »  so  mufs  man  zu  derselben  ein 
Azimutalinstrument  anwenden,  dessen  Femrohr  im  Brenn* 
puncte  einen  verticalen  Faden  trägt.  Dann  kann  man  die 
Zeit,  wann  die  Bewegung  des  Polarsterns  diesem  Faden  pa- 
rallel ist,  genau  bestimmen  und  zugleich  das  Azimut  des 
Verticalkreises,  in  welchem  dies  Statt  findet,  an  dem  Horizon» 
talkreise  des  Instruments  ablesen.  Bestimmt  man  dasselbe 
auch  auf  der  anderen  Seite  des  Meridians,  so  wird  das  arith- 
metische Mittel  der  beiden  Ablesungen  an  dem  Kreise  dem 
Azimute  180^  entsprechen  und  wenn  man  dann  also  das  In- 
strument auf  dieses  Azimut  einstellt,  so  wird  der  verticale 
Faden  des  Instruments  sich  in  der  Ebene  des  Meridians 
befinden. 

Diese  Methode  nennt  man  die  der  Beobachtung  der 
gröfsten  Digressionen.  Man  gebraucht  bei  der  Anwendung 
derselben  am  vortheilhaftesten  den  Polarstem,  weil  derselbe 
am  längsten  in  der  gröfsten  Digression  verweilt. 

Um  die  Zeit  zu  finden,  wann  die  Sterne  sich  in  der 
gröfsten  Digression,  also  in  dem  Puncte  ihres  Parallels  be- 
finden, wo  derselbe  vom  Verticalkreise  tangirt  wird,  braucht 
man  nur  zu  überlegen,  dafs  der  parallactische  Winkel  für  die- 
sen Fall  ein  rechter  sein  mufs.  Setzt  man  also  in  der 
Gleichung: 

cos  h  cos  p  =  cos  6  sin  qp  —  sin  6  cos  q>  cos  t 
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00»  p^Of  BO  erhält  man; 

ianro 

C08  t    =:    ~ 

umgo 

oder: 

,   -        sin  (S—cp) 
am  (0  +  9) 

Eine  dritte  Methode,  den  Meridian  zu  finden,  ist  die  der 
Beobachtung  correspondirender  Höhen.  Da  nämlich  zu  glei- 
chen Stundenwinkeln  auf  beiden  Seiten  des  Meridians  auch 
gleiche  Höhen  gehören,  so  folgt,  dafs  wenn  man  zu  zwei 
verschiedenen  Zeiten  ein  Gestirn  in  derselben  Höhe  beob- 
achtet hat,  dadurch  zwei  Verticalkreise  gegeben  sind,  welche 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Meridians  gleich  weit  von  dem- 
selben entfernt  sind.  Man  wendet  dazu  ein  Höhen-  und 
Azimutalinstrument  an,  dessen  Fernrohr  im  Brennpuncte  ein 
Kreuz  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Fäden  trägt,  von 
denen  der  eine  horizontal  ist.  Beobachtet  man  dann  die 
Berührung  des  einen  Sonnenrandes  mit  dem  horizontalen 
Faden  sowie  das  Azimut,  in  welchem  dies  statt  findet  und 
wartet  dann  bis  nach  der  Culmination  derselbe  Sonnenrand 
den  Faden  des  Femrohrs  ^  welches  man  inzwischen  in  der 
Höhe  nicht  ändern  darf,  wieder  berührt  und  liest  auch  jetzt 
das  Azimut  ab,  so  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  beiden 
Ablesungen  derjenige  Punct  des  Kreiees,  welcher  dem  NuU- 
pimcte  der  Azimute  entspricht,  und  der  verticale  Faden  des 
Fernrohrs  wird  sich  in  der  Ebene  des  Meridians  befinden, 
wenn  man  das  Instrument  auf  dieses  Azimut  einstellt.  Braucht 
man  zu  diesen  Beobachtungen  die  Sonne,  welche  ihre  Dec- 
lination  in  der  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobachtungen 
ändert,  so  bedarf  die  so  gefundene  Richtung  des  Meridians 
noch  einer  kleinen  Correction.  Man  erhält  nämlich  auf  diese 
Weise  eigentlich  nicht  den  Meridian,  sondern  die  Richtung 
desjenigen  Stundenkreises,  in  welchem  die  Sonne  die  gröfste 
Höhe  erreicht  hat.  Da  man  aber  nach  I.  Nr.  15  die  Zeit 
der  gröfsten  Höhe  eines  Gestirns  berechnen  kann,  so  erhält 
man  daraus  auch  die  Correction  des  so  beobachteten  Azimnts. 
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£ine  vierte,  sehr  genaue  Methode,  deren  man  sich  ge- 
wöhnlich auch  bedient,  um  astronomische  Instrumente  in  die 
Ebene  des  Meridians  zu  bringen,  ist  die  schon  in  Nr.  1  des 
dritten  Abschnitts  erwähnte.  Unter  allen  Verticalkreisen  hal- 
Urt  nämlich  nur  der  Meridian  die  Parallelkreise  der  Sterne. 
Hat  man  also  eine  gute  Uhr,  so  stelle  man  ein  Instrument 
auf,  dessen  Femrohr  sich  in  einer  yerticalen  Ebene  bewegen 
läfet  und  beobadite  den  Durchgang  des  Polarsterns  durch 
den  senkrechten  Faden  des  Fernrohrs  dieses  Instruments. 
Darauf  beobachte  man  die  Zeiten,  wann  der  Polarstem  nach 
einem  halben  und  nach  einem  ganzen  Umlaufe  wieder  an 
den  Faden  tritt.  Liegt  dann  die  zweite  Beobachtung  genau 
in  der  Mitte  zwischen  der  ersten  und  dritten,  so  ist  der  Ver- 
ticalkreis  in  der  Ebene  des  Meridians.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  weifs  man,  dafs  der  Verticalkreis  des  Instruments 
nach  derjenigen  Seite  des  Meridians  abweicht,  auf  welcher 
der  Stern  die  kürzere  Zeit  gewesen  ist  und  kann  danach  die 
Richtung  des  Verticalkreises  verbessern.  Kennt  man  übrigens 
die  Zeit  und  die  Polhöhe,  so  giebt  die  Beobachtung  jedes 
Sterns  an  einem  .Azimutalinstrumente  auch  denjenigen  Punct 
der  Theilung  des  Kreises  an,  welcher  dem  Meridiane  ent- 
spricht, durch  die  Vergleichung  der  Ablesung  am  Kreise  mit 
dem  aus  den  Gleichungen: 

cos  h  Bin  A  =  cos  cp  sin  t 

CO0  h  cos  A  =  ^  cos  9  sin  £  -f  sin  9  cos  6  cos  i 

berechneten  Azimute.  Am  vortheilhaftesten  ist  es  auch  hier 
wieder,  den  Polarstem  zur  Zeit  seiner  gröfsten  Digression 
zu  beobachten,  weil  dann  ein  Fehler  in  der  beobachteten 
Zeit  nur  einen  sehr  geringen  Einflufs  auf  das  Azimut  hat, 
wie  man  sogleich  aus  der  Differentialformel: 

COSÄ 

di«   = cos  p dt 

COSÄ 

ersieht. 

2.  Kennt  man  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  und 
die  Zeit,    so  kann  man  aus  einer  beobachteten  Distanz  eines 
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Grestims  von  einem  irdischen  Gregenstande,  das  Acimut  A  des 
letzteren  bestimmen,  wenn  man  zugleich  die  Höhe  H  dessel- 
ben über  dem  Horizonte  beobachtet  hat. 

Aus  dem  bekannten  Stundenwinkel  des  Gestirns  zur  Zeit 
der  beobachteten  Distanz,  erhält  man  nämlich  nach  Nr.  6  des 
ersten  Abschnitts  die  Höhe  h  und  das  Azimut  a  des  Qe- 
stims  und  hat  dann  in  dem  Dreiecke,  welches  vom  irdischen 
Objecto,  dem  Grestime  und  dem  Zenith  gebildet  wird,  die 
Gleichung : 

C08  A  =  Bin  h  »in  H  •¥  cos  h  cob  H  coa  (a—A) 

wenn  A  die  beobachtete  Distanz  bezeichnet.  *) 

Man  findet  dann  also  a— u4  durch  die  Gleichung: 

y        ^.        C08  A  —  sin  A  sin  H  ,  ^. 

cos  (a-A)  = —  (A) 

cos  h  cos  H 

mithin,  da  a  bekannt  ist,  auch  das  Azimut  A  des  Objects. 

Die  Gleichung  (A)  kann  man  noch  für  die  logarithmische 
Rechnung  bequemer  einrichten.     Man  erhält  nämlich: 

,       ,.        cos  (H-hh)  +  cosA 

1  +  cos  (a-^A)  =  ^ — T- — £- — 

'  cos  A  cos  £r 


und: 


mithin: 


1   -  cos  («- J)  =  ^ — -  -^—5= 

cos  A  cos  J7 


*  ^^      ^         co8]t(A-»-JEr-l-A)co8i(JEr-l-A-A) 


oder,  wenn  man 

Ung  i(a— ^)*  =   i :!—— i — -.<  KP) 

*'^         ^  cos  S  cos  (5- A) 


*)  An  das  berechnete  h  hat  man  zuerst  noch  die  Refraction  and, 
wenn  die  Sonne  beobachtet  ist,  auch  die  Höhenparallaxe  anzubringen, 
ond  ebenso  för  H  die  gemessene  mit  der  Refraction  behaftete  Hohe  so 
nehmen,  um  dann  auch  die  gemessene  Entfernung  A  in  der  Formel  an- 
wenden zu  können. 
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Liegt  das  irdische  Objeet  im  Horizonte  ^   ist  also  H^O 
so  eriiftlt  man  einfach: 

tang  i  (a-Ä)  *  =  Ung  }  (A-KA)  tkng  \  (A~A) 

Differenzirt  man  die  Gleichung  fiir  cos  A,    indem  man 
a^A  and  A  als  veränderlich  ansieht,  so  erhält  man: 

d(a—Ä)  =   r ^-r-7 ^^^ 

cos  h  eoB-H  mn{a^A) 


und  nach  I.  Nr.  7: 


cofldcosp  , 

da  =   --i-  (i< 

cofi  A 


Daraus  sieht  msn  also,  dafs  man  um  den  Einflufs  eines 
Beobachtungsfehlers  in  der  Zeit  und  der  gemessenen  Oistamr 
auf  A  nicht  zu  sehr  zu  yergrörsem,  das  Gestirn  nahe  am 
Horizonte  beobachten  mnfs,  wo  cos  h  gleich  eins  ist. 

Mit  gröfserer  Schärfe  erhält  man  aber  das  Azimut  eines 
irdischen  Gegegenstandes,  wenn  man  den  Azimutalunterschied 
zwischen  demselben  und  einem  Grestime  mifst  und  das  Azimut 
des  Gestirns  wie  vorher  aus  der  Zeit,  der  Polhöhe  und  der 
Dedination  nach  den  in  Nr.  1  angeführten  Formeln  be- 
rechnet. 

Hat  man  zwei  Distanzen  eines  Gestirns  von  einem  irdi- 
schen Objecte  beobachtet,  so  kann  man  daraus  den  Stunden- 
winkel und  die  Dedination,  also  auch  Höhe  und  Azimut  des- 
sdben  berechnen. 

Nennt  man  nämlich  D  und  T  Dedination  und  Stunden- 
winkel des  Objects,  6  und  t  dasselbe  für  den  Stern,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole,  dem 
Gestirne  und  dem  irdischen  Objecte: 

cof  A  =  gin  6  sin  Z)  +  cos  6  cos  D  cos  (/—  7*) 

Ist  dann  A.  die  Zwischenzeit  zwischen  beiden  Beobacht- 
ungen, die  für  die  Sonne  in  wahrer  Zeit  ausgedrückt  sein 
mufs,  so  erhält  man  für  die  zweite  Distanz  A'  die  Gleichung: 

cos  A'  =  sin  d  sin  Z>  -I-  cos  6  cos  i)  cos  (t  —  T-^k) 
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Aus  beiden  Gleichungen  kann  man»  wie  in  Nr.  13  dieses 
Abschnitts  gezeigt  werden  wird»  Dvüidt'—T  finden.  Berech- 
net man  dann  fax  die  Zeit  der  ersten  Beobachtung  den  Stun- 
denwinkel t  des  Gestirns»  so  erhält  man  auch  7'  und  kann  dann 
aus  7'  und  D  nach  den  Formeln  in  I.  Nr.  6  A  und  H  finden. 


II.    Bestinunung   der  Zeit   oder  der  Polhöhe   aus  der 
Beobachtung  einer  einzelnen  Höhe. 

S.  Hat  man  die  Höhe  eines  bekannten  Sterns  beobachtet 
und  kennt  aufserdem  die  Polhöhe  des  Beobaditnngsortes,  so 
erhält  man  den  Stundenwinkel  aus  der  Gleidrang: 

sin  h  —  sin <p  sind 
cos  <  =  « 

cos  <p  cos  o 

Um  diese  Formel  für  logarithmische  Rechnung  bequemer 
einzurichten»  verf&hrt  man  wie  bei  der  ähnlichen  Gleichung 
in  Nr.  2  und  erhält  danu»  wenn  man  statt  der  Höhe  die 
Zenithdistanz  einführt: 


_  sin  I  (a->y>f  6)  sin  j  (g-Kp-d) 
^  *  cos  J  (2+9  +  *)  cos  iCip+ö-z) 


oder  auch: 


^*  cos  5.  cos  (5-2)      \  (A) 

wo  S  =  4(2+<P  +  Ä) 

Da  diese  Gleichung  das  Zeichen  von  i  unbestimmt  läftt» 
so  mufs  man  wissen,  auf  welcher  Seite  des  Meridians  die 
Beobachtung  angestellt  ist  und  dann  t  positiv  oder  n^ativ 
nelynen,  je  nachdem  die  Höhe  auf  der  West-  oder  Ostseite 
beobachtet  wurde. 

Ist  dann  a  die  Rectascension  des  beobachteten  Gestirns, 
so  erhält  man  die  Steinzeit  der  Beobachtung  aus  der  Gleichung: 

e  =  <  +  a 
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hat  man  dagegen  die  Sonne  beobaditet,  8o  ist  der  berechnete 
Stundenwinkel  die  wahre  Sonnenzeit. 

Beispiel.  Dr.  Westphal  hat  1822  Oet.  29  zu  Abutidsch 
in  Aegypten  die  Höhe  des  unteren  Sonnenrandes 

Ä  =  38*42'  18".  7 

beobachtet,   als  die  Uhr  zeigte  20^  16'  20". 

Diese  Höhe  hat  man  nun  zuerst  wegen  der  Kefraction 
und  Parallaxe  zu  corrigiren;  da  aber  die  meteorologischen 
Instrumente  nicht  beobachtet  sind,  so  kann  man  nur  die  mitt- 
lere Refractiouy  gleich  V  26''.  4  aus  den  Tafeln  nehmen. 
Zieht  man  diese  von  der  beobachteten  Höhe  ab  und  legt 
dazu  den  Halbmesser  der  Sonne  16^  8^.7  und  die  Höhen- 
parallaze  ff'.d^  so  erhäk  man  für  die  redndrte  Höhe  des 
MittelpunctB  der  Sonne: 

h  =  88*57'  7".  9 

Die  Polhöhe  von  Abutidsch  ist  nun  27^  5'  (/%  die  De- 
clination  der  Sonne  war: 

-18®  88'  11".  1 

also  ist: 

S  =  i(2  +  9  +  *)  =  +  »4®  *4'  ÖO".ö 
Ä-q)  =  +   7®39'50".5,  .S-Ä=  +  48®  28' l".6,  Äf-«  =  -  21*  18' l".6 

und  damit  ist  die  Rechnung  die  folgende: 

sinOSf-q))  9.1250885  cos  S  9.9146991 

sin(5-Ä)    9.8786752     cob(S-z)  9.9692707 

8.9987187 
9.8889698 


tang^t^  9.1147439       tang  ^  <  9.5578719 

4<  =  -  19®  50' 87".  98 

f  =  —  89    41    15  .  96 

=  -      2*  88'  45".  06 

Es  war  also  die  wahre  Sonnenzeit  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung gleich  2P  21'  14".9  und  da  die  Zeitgleichung  -  16'8".7 
war,  so  hatte  man  21^  5'  6".  2  mittlere  Zeit.  Die  Uhr  ging 
daher  48'  46".  2   gegen  mittlere  Zeit  nach   oder  man  mufste 
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-^  48' 46".  2  za  der  Angabe  der  Uhr  addiren,    um  mittlere 
Zeit  zu  erhalten. 

Da  die  Declination  der  Sonne  und  die  Zeitgleichung 
veränderlich  sind,  so  mufs  man  eigentlich  schon  die  Zeit 
kennen  9  um  bei  der  Berechnung  von  t  diejenige  Declination 
und  nacher  auch  diejenige  Zeitgleichung  anwenden  zu  kön- 
nen,  welche  wirklich  für  den  Augenblick  der  Beobachtung 
galt.  Man  mufs  daher  zuerst  einen  genäherten  Werth  für 
die  Declination  der  Sonne  nehmen  und,  nachdem  man  damit 
eine  genäherte  Zeitbestimmung  erhalten  hat,  die  Declination 
der  Sonne  noch  einmal  schärfer  aus  den  Ephemeriden  inter- 
poliren  und  damit  die  fiechnung  wiederholen. 

Die  Zahl,  welche  man  zur  Angabe  der  Uhr  hinzufügen 
mufs,  um  die  wirkliche  Zeit  zu  erhalten,  heifst  der  Stand 
der  Uhr.  Gang  der  Uhr  nennt  man  dagegen  den  Unter- 
schied zweier  zu  verschiedenen  Zeiten  beobachteten  Uhrstände 
und  man  nimmt  das  Zeichen  desselben  immer  so  an,  dafs 
ein  positiver  Gang  zu  langsames,  ein  negativer  zu  schnelles 
Gehen  der  Uhr  anzeigt.  Sind  beide  Beobachtungen  um 
24^— t  Stunden  aus  einander  und  ist  Au  der  Gang  der  Uhr 
während  dieser  Zeit,  so  erhält  man  den  Grang  der  Uhr  in 
24  Stunden  nach  der  Formel: 

24Ati  Au 


24 -<  J^ 

""24 

Differenzirt  man  die  ursprüngliche  Gleichung: 
amh  =  sin  q>  sin  fi  +  cofl  9  cos  £  cos  f 
so  erhält  man  nach  I.  Nr.  7: 

dÄ  =  —  cos  Adqi  —  cos  6  sin  pdt 


oder  da: 


ist: 


cos  Ö  »inp  =  cos  <p  sin  A 


dt  = z—r-dh  = -dcp 

cos  9  sin  A  cos  9  tang  A 
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Die  CoefiScienten  von  dh  und  d<p  werden  nun  desto  klei- 
ner,  je  mehr  A  sich  dem  Werthe  ±  90^  nähert.  Für  diesen 
Fall  wird  die  Tangente  unendlich»  also  hat  ein  Fehler  in  der 
Polhöhe,  sobald  die  Höhe  im  ersten  Verticale  genommen  ist, 
gar  keinen  Einflufs  auf  die  Bestimmung  der  Zeit  Da  femer 
in  diesem  Falle  sin  A  ein  Maximum,  also  der  CoefBcient  von 
dli  ein  Minimmn  ist,  so  hat  dann  auch  ein  Fehler,  welcher 
in  der  Messung  der  Höhe  begangen  ist,  den  möglichst  klein- 
sten Einflufs  auf  die  Bestimmung  der  Zeit.  Um  daher  die 
die  Zeit  durch  Höhenbeobachtungen  zu  bestimmen,  wird  es 
immer  zweckmäfsig  sein,  dieselben  im  ersten  Verticale  oder 
doch  so  nahe  als  möglich  dabei  zu  nehmen. 

Da  der  Coefficient  von  dh  auch  i^leich  —  — ^r-; —    ist, 

^  C08  o  Binp 

80  sieht  man,  dafs  man  bei  der  Zeitbestimmung  durch  Höhen 
die  Beobachtungen  von  Sternen  mit  grofser  Declination  ver- 
meiden mufs  und  dafs  es  am  vortheilhaftesten  ist,  Aequator- 
stemc  zu  beobachten. 

Berechnet  man  die  numerischen  Werthe  der  Differential* 
quotienten  fUr  das  vorige  Beispiel,  so  erhält  man  zuerst  nach 
der  Formel: 

.     .       cos  6  aint     .  ._„  ^  .  ^ 

sin  A  = —    i4  =  —  48"  26  .4 

C08Ä 

und  dann: 

dt  ^  -¥  1.5010  dh  +  0.9958  <2(p 

oder,  wenn  man  dt  gleich  in  Zeitsecunden  haben  will: 

dt  =  +  O.lOOl  dh  +  0.0664  rf<p 

Hat  man  also  in  der  Höhe  um  eine  Bogensectmde  ge- 
fehlt, so  begeht  man  in  der  Zeit  einen  Fehler  von  (/'.  10,  da- 
gegen beträgt  der  Einflufs  des  Fehlers  von  einer  Bogense- 
cunde  in  der  Polhöhe  nur  0".07. 

Die  Differentialgleichung  zeigt  noch,  dafs  je  gröfser  die 
Polhöhe,  je  kleiner  also  cos  9  ist,  desto  mifslicher  die  Zeit- 
bestimmung durch  Höhenbeobachtungen  wird,  Unter  dem 
Pole,  wo  cos  9  S3  0  ist,  wird  dieselbe  ganz  unbrauchbar. 

15 
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4.  Hat  man  mehrere  Höhen  oder  Zenilhdistanzen  nach 
einander  beobachtet,  eo  hat  man  nicht  nöthig,  den  Stand  der 
Uhr  aus  jeder  einzelnen  Zenithdistanz  zu  berechnen,  wenn 
man  sich  nicht  vielleicht  von  der  Uebereinstimmung  der  ein- 
zelnen Beobachtungen  unter  einander  überzeugen  will,  son- 
dern man  kann  sich  hierzu  des  Mittels  aus  allen  beobachteten 
Zenithdistanzen  bedienen.  Da  aber  die  Zenithdistanzen  nicht 
proportional  den  Zeiten  wachsen,  so  mufs  man  entweder  an  das 
arithmetische  Mittel  derselben  eine  Correction  anbringen  um  den 
fiir  das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  geltenden  Stundenwinkel 
aus  dieser  verbesserten  Zenithdistanz  zu  erhalten  oder  muTs 
einfacher  an  den  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Zenith- 
distanzen berechneten  Stundenwinkel  eine  Correction  anbrin- 
gen,  damit  derselbe  für  das  arithmetische  Mittel  der  Zei- 
ten gelte. 

Es  seien  t^  t\  f  etc.  die  einzelnen  Bcobachtuugszeiten, 
deren  Anzahl  n  ist,  ferner  bezeichne  2'  das  arithmetische 
Mittel  aus  allen,  so  hat  man,  wenn  man  Z  die  zur  Zeit  2' 
gehörige  Zenithdistanz  nennt  und: 

t^T  =  r,  t'-T  =  /,  ^'-3'  =  r"  etc. 


setzt: 


dZ  ,  d^Z    , 


oder  da: 


r  +  7'  +  7"  + =  0 


ist: 


«  +  2'  +  /'  +  . ..        d^Z  2  2  sin  \  7^ 

+ 


n  d7"  n 


wenn   man    durch   2  2  sin  W  die  Summe   aller    einzelnen 
Gröfsen  2  sin  h  7^  bezeichnet.     Substituirt  man  nun  hier  für 
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--;5  den  in  I.  Nr.  16  gefundenen  Ausdruck,    so   erhält  man 
dT 

endlich: 

^       «  +  «'  +  ä"  +  ....   cos  Ä  cos  <p  ^  2  2  sin  ^  r' 

Z   = +   : — =7-^   COS  A  COS  p  = 

n  sin  Z  n 

Mit  diesem  verbesserten  arithmetischen  Mittel  der  Ze- 
nithdistanzen  hätte  man  dann  den  Stundenwinkel  zu  berech- 
nen und  dazu  die  Bectascension  zu  legen ,  um  aus  der  Yer- 
gleichung  der  so  gefundenen  Stemzeit  mit  dem  arithmetischen 
Mittel  aller  beobachteten  Uhrzeiten  den  Stand  der  Uhr  zu 
erhalten. 

Berechnet  man  aber  den  Stundenwinkel  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  aus  allen  Zenithdistanzen,  so  hat  man  an 
den  gefundenen  Stundenwinkel   die   Correction  anzubringen: 

dT     COS  6  COS  cp  ^  2  2  sin  i  r' 

+  --  .  .     „       COS  A  COS  p ä— 

dZ  sin  Z  n 

imd  da  nun  nach  I.  Nr.  17. 

(ZT  _  2.  sinZ  1 

dZ  ""  1 5  '    cos  d  cos  9    *  sin  r 

ist»   wenn  man  die  Correction  in  Zeit   ausgedrückt  erhalten 
will,  so  wird  dieselbe  einfach: 

cos  p  cos  A  2  2  sin  ^  r^ 


15  sin  T  n 


i^) 


WO  dann; 


und: 


sin  T 
sin  /i 


*         A  »'»^    ^  X 

Sin  A  =  -; — '    cos  o 
sin  Z 


Für  die  Gröfscu  2  sin  \  7*9  die  man  sehr  häufig  braucht, 
bat  man  Tafeln  berechnet,  aus  welchen  man  dieselben  mit 
dem  Argumente  7  findet.  Solche  Tafeln  stehen  z«  B.  in 
WamstorflPs  Hülfstafeln,  wo  sie  von  r  =  (/  bis  r  s  41'  be- 
rechnet sind. 

15* 
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Zählt  man  die  Stundenwinkel  nicht  auf  die  gewöhnliche 
Weise,  sondern  zu  beiden  Seiten  des  Meridians  von  0  bis 
180^9  so  hat  man  die  Correction  immer  an  den  absoluten  Werth 
von  T  anzubringen  und  das  Zeichen  dersdben  hängt  dann 
allein  von  dem  Zeichen  des  Products  cos  p  cos  A  ab,  welches 
positiv  oder  negativ  sein  wird,  je  nachdem  cos  A  und  cos  p 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben.  Nun  ist  cos  A 
positiv,  solange  die  Zenithdistanz  kleiner  ist  als  die  Zenith- 
distanz  im  ersten  Yertical,  solange  also  (L  Nr.  17): 

>8ia  8 
-. 
sm<p 

negativ  dagegen,  solange: 

^  sin  6 

cw  s  <C  -: — 

smq) 

Für  A  ^  9  ist  dagegen  cos  A  immer  negativ. 

Der  parallactische  Winkel  wird  femer  gleich  9(y',  wenn: 

sino) 

cosz  =  -. — 5 

8in  0 

der  Cosinus  desselben  ist  daher  positiv ,  wenn: 

^  8in<p 

cos  z  <  -T— ^ 
gm  o 

und  negativ,  wenn: 

>sintp 
-, — fr 
sin  o 

Sucht  man  daher  den  Bruch: 

sin  Ä  *^     * 

-; — ,  wenn  cp  >  o 
8in9 


und: 


-7-^ ,  wenn  q^  <Z.  O 
sin  0 


80  haben  die  beiden  Cosinus  gleiche  Zeichen  oder  das  Pro- 
duct  derselben  ist  positiv,  wenn: 

cos  z  ^  als  dieser  Brach  ist 
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dagegen   haben  sie.  verschiedene  Zeichen  oder  ihr  Fh)duct 
ist  negativ y.  wenn: 

CO«  z  ^  als  dieser  Bruch  ist. 

Für  Sterne  mit  südlicher  Declination  ist  cos  A  und  cos  p 
immer  positiv,  also  hat  auch  die  Correction  immer  dieses 
Zeichen.*) 

Dr.  Westphal  hatte  am  29.  October  nicht  blos  eine 
Zenithdistanz  der  Sonne  genommen,  sondern  deren  acht, 
nämlich: 


Wahre  Zenithdistanz  des 

Uhrzeit. 

Mittelpuncts  der  Q 

r 

2  «in  i  r' 

20*  16'  20" 

56**  2'  52".  1 

3'  32" 

24".  51 

17   21 

15 52    51 .5 

2   31 

12  .43 

18   21 

42    51  .0 

1    81 

4  .52 

19   21 

32    50  .5 

0  31 

0  .52 

20   21 

22    50  .0 

0   29 

0  .46 

21   23 

12    49  .4 

1   81 

4  .52 

22  23 

2    48  .9 

2  31 

12  .43 

28   25 

54  52    48  .4 
55*  27'  50".  2 

3   33 

24  .  74 

20*  19'  52" 

10". 52 

Rechnet    man    nun    mit    dem  arithmetischen  Mittel  der 
Zenithdistanzen : 

55*27'  50".  2 

und  der  Declination  der  Sonne: 

-  13*38'  14".7 

den  Stundenwinkel 9  so  erhält  man: 

2*  35' 13".  18 

Hieran  hat  man  nun  die  Correction  anzubringen.      Es 
ist  aber: 

sinj>  =  9.83079     sin^  =  9.86881 

mithin  die  Correction,  da  die  Declination  südlich  ist: 

+  8". 32  im  Bogen  oder  +  0".55  in  Zeit 


*)  Wamstorff*s  Hülfstafeln  pag.  112. 
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Mit  dem  verbesserten  Stnndenwinkel 

-  2*35'  13". 78 

erhält  man  dami  die  mittlere  Zeit: 

21*  8'  37".  6 

also  den  Stand  der  Uhr  gleich: 

+  48' 45". 6 

5.  Hat  man  die  Höhe  eines  Sterns  beobachtet  und  ist 
die  Zeit  bekannt,  so  kann  man  daraus  die  Polhöhe  des  Beob- 
achtungsortes berechnen.  Man  hat  nämlich  wieder  die 
Gleichung: 

8in  h  =  sin  q)  sin  d  +  cos  cp  cos  6  cos  t 

Setzt  man  nun: 

»in  8  —  M  sin  N 
cos  ö  cos  t  =  AfcosA" 

so  erhält  man: 

sia  h  —  M  cos  (<p  — AO 


also: 


.        -_.         sin  Ä        sinA'     .     , 
eos  (9-iV)  =   -—  =  -— -  siii  h  (B) 

M  sin  0 


Hier  findet  nun  ein  zweideutiger  Fall  statt,  indem  man 
jRir  <p— iV  den  zu  cos(9--iV)  gehörigen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth  nehmen  kann.  Alan  kann  indessen  hierüber 
immer  leicht  durch  eine  geometrische  Betraclitung  entschei- 
den. Fällt  man  nämlich  Fig.  (5  vom  Orte  vS  des  Sterns  ein 
Perpendikel  SQ  auf  den  Meridian,  so  sieht  man  leicht,  dafs 
JV=  90  —  PQ^  also  gleich  dem  Abstände  von  Q  vom  Aequa- 
tor  (oder  Z  <)  =  qj  -  A' ) ,  während  M  der  Cosinus  des  Per- 
pendikels SQ  ist.  Solange  also  SQ  südlich  vom  Zenith  den 
Meridian  trifft,  liat  man  9— N  zu  nehmen,  dagegen  N— 9, 
wenn  der  Fufspunct  des  Perpendikels  nördlich  vom  Zenith 
liegt.  Ist  t  >  90,  so  fällt  das  Perpendikel  nördlich  vom  Pol, 
also  wird  der  Abstand  des  Fufspunctes  desselben  vom  Aequa- 
tor  >  90^  und  der  Abstand  vom  Zenith  gleich  iV— 9.  Man 
hat  also  auch  dann  für  den  diurch  den  Cosinus  gegebenen 
Winkel  den  Werth  iV— 9  zu  nehmen. 
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Ist  die  Höbe  im  Meridiane  selbst  beobachtet ,  so  erhält 
man  <p  einfach  aus  der  Gleichung: 

je  nachdem  der  Stern  südlich  oder  nördlich  vom  Zenith  cul- 
minirt.  Ist  dagegen  der  Stern  in  der  imteren  Culmination 
beobachtet,  so  ist: 

Dr.  Westphal  hat  am  19ten  October  1822  zu  Benisuef 
in  Aegypten  um  23*  1'  10"  mittlere  Zeit  die  Höhe  des  Mit- 
telpuncts  der  Sonne  gleich  49^  17'  22".  8  beobachtet.  Die 
Declination  der  Sonne  war  —  10®  12'  16".  1,  die  Zeitgleichung: 

=  -   15'  0".0 

also  der  Stundenwinkel  der  Sonne: 

23*  16'  10".0  =  -  10«  57'  80".0 

Damit  erhält  man: 

Ung6  =  9.2552942m 
cos /  =  9.9920078 


i\r  =  -  10*23' 23".  67 
siniV  =  9.2561063» 
sin  S  =  9.2483695,, 

0.0077868 
siiiA         9.8796788 


(p^N  t=  39'*29'54".51 
also  9  =  29      6   SO  .84 

Um  den  Einflufs  zu  schätzen,  welchen  Fehler  in  der 
Bestimmung  von  h  und  t  auf  die  Folhöhe  haben,  differenzire 
man  >vieder  die  Gleichung  ftir  sin  hy  wodurch  man  nach 
I  Nr.  7  erhält: 

rf  cp  =  —  sec  -^1  £/Ä  —  cos  cp  tang  A,dt 

Hier  werden  nun  die  CoefHcienten  am  kleinsten,  wenn  A 
=  0  oder  =  180^  ist.  Dann  erreicht  nämlich  die  Secante  von  A 
ihr  Maximum  ±  1.  Die  Fehler  in  der  Höhe  werden  also 
dann  nicht  weiter  vergröfsert  auf  die  Polhöhe  einwirken,  und 
da  dann  die  Tangente  von  A  gleich  Null  wird,    so  werden 
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Fehler  in  der  Zeit  gar  keinen  fiinflufs  auf  die  Bestimmung 
der  Polhöhe  haben.  Um  daher  die  Polhöhe  durch  Höhen- 
beobachtungen möglichst  sicher  zu  finden,  wird  es  immer  er- 
forderlich sein,  dieselben  im  Meridian  oder  demselben  so 
nahe  als  möglich  zu  nehmen. 

Da  fiir  das  angeföhrte  Beispiel  A  t=:  ^  16^  40'.  1  ist,  so 
erhält  man: 

dcp  =:  -  l.OU  dh  +  0.2616  dt 

oder^  wenn  man  dt  in  Zeitsecunden  ausdrückt: 

(2cp  =  -  1  .  044  c2A  4-  S  .  924  dt 

Sind  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  erhält  man  nach 
Nr.  2  die  zu  dem  Mittel  der  Zeiten  gehörige  Höhe  durch 
die  Formel: 

Ä  +  ä'  +  //'  +  . . .        COS  ö  COS  cp  ,  6  2  sin  ^  r' 

ff  = — -L.  COS  A  cos  p  ' 

n  coaH  n 

6.  Hat  man  die  Beobachtung  der  Höhe  sehr  nahe  am 
Meridiane  angestellt,  wie  es  zur  Bestimmung  der  Polhöhe 
zweckmäfsig  ist,  so  gelangt  man  auf  einem  andern  Wege  be- 
quemer zum  Ziele  als  durch  die  Auflösung  des  Dreiecks. 
Da  nämlich  die  Höhen  der  Sterne  im  Meridiane  ein  Maxi- 
mum erreichen,  so  ändern  sich  dieselben  in  der  Nähe  des- 
selben nur  langsam,  und  man  wird  daher  zu  einer  in  der 
Nähe  des  Meridians  beobachteten  Höhe  nur  eine  kleine  Cor- 
rection  hinzuzufügen  haben,  um  daraus  die  Meridianhöhe  zu 
erhalten.  Aus  dieser  findet  man  aber  unmittelbar  die  Polhöhe 
durch  die  Gleichung: 

90  —  Ä  =  6  —  9 

Diese  Methode,  die  Polhöhe  zu  bestimmen,  nennt  man 
die  der  Circummeridianhöhen. 
Es  ist: 

cos  z  =  cos  (9—6)  —  2  006  9  cos  £  sin  ^  <^ 
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also  9  wenn  man  die  Zenithdistaiiz  im  Meridian  mit  Z  be- 
zeichnet: 

cos  s  —  cos  J^  =  —  2  cos  9  cos  6  sin  \  i^ 

oder: 

äin  sin =  —  cos  0)  cos  o  sin  *  < 

2  2  * 

Setzt  man  hier: 

Z—z  =  LZi  so  wird  -— ^  =  Z  —  ^  A«,  also: 

tt 

•      i.  A  CM  9  COS  Ä         .      1  ,s  ,  ,v 

Ist  ^,  mithin  auch  Lz  sehr  klein,  so  kann  man  sich  er- 
lauben, für  diese  Gleichung  zu  schreiben: 

cos  9  cos  tf   „    .    ,  ,j  ,  V 

Ai  = ;— 7 ;i^    2  sin  J  r  (a) 

sin  (9—0)  ' 

wo  die  rechte  Seite  mit  206265  multiplicirt  oder  2  sin  4  i^  in 
Secunden  ausgedrückt  werden  mufs,  wenn  man  A;;  in  Secun- 
den  haben  will.     Daraus  erhält  man  dann: 

-        cos  9  cos  6  ^    .     .    fl  ^ ... 

9  =  -  +  6 ;— i — —  2  8in  \  r  (B) 

^  sm  (9—0) 

Die  Rechnung  ist  somit  sehr  einfach,  besonders  wenn 
man  sich  der  Tafeln  fiir  2  sin  -i  i^  bedienen  kann;  da  aber 
die  Polhöhe  auch  in  dem  CoeiBcienten  von  2  sin  \  t^  vor- 
kommt, so  mufs  man  einen  genäherten  Werth  von  9  kennen. 
Sterne,  die  in  der-  Nähe  des  Zeniths  culminiren,  mufs  man 
bei  diesen  Beobachtungen  vermeiden,  weil  fiir  solche  Sterne 
die  Correction  wegen  des  kleinen  Divisors  9— Ä  sehr  ver- 
gröfsert  wird. 

Westphal  hat  zu  Cairo  am  3ten  October  1822  um  0^  2'  V.l 
mittlere  Zeit  die  Höhe  des  Mittelpuncts  der  Sonne  beobachtet 
gleich  550  58' 25".  8. 

Die  Declination  der  Sonne  war  -  %^  48'  51".  2,  die  Zeit- 
gleichung  ^  KV  48".  6,  also  der  Stundenwinkel  der  Sonne: 

+  12'  51".  8 
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Damit  erhält  man: 

2  sin  ^  t^  =  324".  38 

und  wenn  man: 

9  =  30^  4'  nimmt,  As  =  -  8'  22".  5 

mithin: 

<p  =  3Ö<*4'  20".  5 

Ist  A^  SO  grofs,  dafs  man  den  Sinus  nicht  mit  dem  Bo- 
gen vertausehen  darf,  so  kann  man  dasselbe  aus  der  Glei- 
chung (^4)  mit  der  Genauigkeit  Ijcrechnen,  die  man  nur  ver- 
langt, indem  man  zuerst  den  AVerth  von  Az  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  gleich  Null,  also  9—6  fiir  Z— J  Ar  nimmt 
und  damit  einen  Werth  von  A^  berechnet.  Wenn  man  dann 
diesen  eben  gefundenen  Wcrth  von  Az  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  substituirt,  so  wird  man  einen  neuen  Werth 
von  Az  erhalten  und  auf  diese  Weise  fortfahren,  bis  man 
zwei  Mal  nach  einander  denselben  Werth  liir  Az  findet. 

Auf  der  rechten  Seite  kommt  nun  auch  die  gesuchte  Gröfse  9 
vor.  Wenn  man  diese  noch  nicht  beiläufig  kennt,  so  muls 
man  hiefiir  zuerst  ebenfalls  einen  Näheiiingswerth,  etwa  z+S, 
nehmen  und  kann  dann  bei  den  folgenden  Nähenmgen  im- 
mer genauere  Werthe  von  9  nämlich  z+S—Az  anwenden. 
Ist  die  Höhe  nicht  allzu  weit  vom  Meridiane  genommen 
und  9  auf  einige  Minuten  bekannt,  so  wird  man  immer  nur 
nöthig  haben,  die  Gleichung  zwei  oder  drei  Mal  zu  berechnen. 

Man  kann  auch  noch  etwas  anders  verfahren,  indem  man 
die  Näherungsformel  nach  und  nach  verbessert.  Aus  der 
Gleichung  (a)  fiir  Az  erhält  man,  wenn  man  diese  Gröfse 
mit  a  bezeichnet: 

cos  cp  cos  6        .    4    n 
sinZ 

während  die  strenge  Formel  die  folgende  ist: 

sin  ^  X  cos  9  cos  S         •    1    s         sinZ 

IX  smZ  8m(Z+-Jx) 

In  Nr.  10  der  Einleitung  war  aber  gezeigt,  dafs bis 
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8 


auf  die  dritte  Potenjz  genau  gleich  \  cos  a  ist.  Wendet  man 
dies  hierauf  an  und  bezeichnet  den  Werth  von  Xy  welchen 
man  aus  der  ersten  Näherung  erhält,  mit  4  sodaTs: 


4  =        y  ^       2  8in  \  /«  (O 

sin  /S 


80  erhält  man: 


3 sin^ 


oder,  wenn  man  die  Gleichung  nach  x  auflöfst,  rechts  überall 
4  statt  X  schreibt  und  den  neuen  Näherungswerth  mit  4'  be- 
zeichnet : 

Diese  zweite  Näherung  ist  in  den  meisten  Fällen  schon 
hinreichend  genau.  Liegt  die  Höhe  aber  so  weit  vom  Me- 
ridiane ab  9  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  mufs  man  einen 
dritten  Werth  4'  ^i^  ^  suchen,  indem  man  rechts  in  dem  Fac- 
tor von  4  jetzt  4'  statt  4  setzt,  sodafs: 

In  dem  Beispiele  in  Nr.  3  war: 

t  =  -  10®  57' 80". 0«  =  40*  42' 37". 2 

und: 

«  =  -  10M2'  16".  1. 

Indem  man: 

9  =  29^  6',  also  Z  =  39®  18'  16" 
nimmt,  erhält  man: 

log  2  tfin  ^  t^  3.57531 

cos  £  9.99808 

cos  9  9.94140 

cosecZ  0.19829 


log  4      8.70808 
4  =  1«25'6".0 
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Damit  erhält  man  ftir  den  zweiten  Nähenxngswertb: 

log  4  8.70808 

sec  ?j-  ^i  0.00001 

slnZ  9.80171 

C08ec(Z+|4)  019181 

log  4'     3.70161 
4'  =  1®28'Ö0".5 

Man  erhält  also  cp  =  29«  6'  30"  6.  Berechnet  man  nun 
mit  diesem  Werthc  von  9  und  dem  entsprechenden  Werthe 
von  Z  =•  390  18'  46". 7  noch  einmal  4,  so  findet  man: 

log  4  =  3.70797 

und  als  letzte  Näherung: 

log  4"  =   3.70159 
4"  =   1^23' 50".  25 

und:  I 

9  =  29®  6' 30".  85 

genau  so,  wie  es  in  Nr.  3  berechnet  war. 

Die  bequemste  Form  f  lir  die  Reduction  der  Zenithdistanz  ' 

auf  den  Meridian,  welche  man  deshalb  auch  am  häufigsten 
anwendet 9  erhält  man,  wenn  man  z  aus  der  ursprünglichen 
Gleichung : 

cos  z  =  siu  9  äiu  d  +  cos  9  cos  d  cos  i 

=  cos  (9— Ä)  —  2  cos  9  cos  Ä  sin  \  t^ 

nach  Potenzen  von  sin  \  ^  entwickelt.  Da  nämlich  diese 
Gleichung  die  Form: 

cos  z  =  cos  H  -h  b 
hat,  so  findet  man  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

j.  2C089C08Ä      .  ,  2C0S9*C0«fi*         ^  ,  Xn    •      «  .4 

z  =  9-0  +  -7-7 j^.-  am  ^  r :^ — j-r-  cotang(9— 0)  sm  i  r 

sin  (9—0)  ^  sin  (9—0)'  ^^ 

oder,  wenn  man    ?"  ^  ^^V  mit  b  bezeichnet: 

sin  (9—0) 

9  c  Ä  +  Ö  -•  Ä.  2  sin  f  /»  +  ft?  cotang  (9-6)  .  2  sin  |  <*  (F) 
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Um  diesen  Ausdruck  leicht  berechnen  zu  können »  mufs 
man  aufser  den  Tafeln  fiir  2  sin  i  t*  auch  noch  solche  haben, 
die  den  Werth  2  sin  ^  t*  in  Bogensecunden  mit  dem  Argu- 
mente t  geben.  Man  findet  diese  Tafel  ebenfalls  in  den 
Wamstorffschen  Hülfstafeln  und  zwar  sind  dort  aufser  d^ 
Tafeln  für  2  sin  4  t^  und  2  sin  i  t*  auch  noch  Tafeln  fiir  die 
Logarithmen  dieser  Gröfsen  gegeben. 

Für  die  Polhöhe  von  Cairo  war  vorher  gefunden: 

cp  =  30*4' 20". 5 

indem   bei   der  Eechnung   nach  Formel  (B)  nur   das  erste 
Glied  der  Seduction  nämlich: 

cos  9  cos  ^      o    •     1     2 


sin  Z 


.  2  sin  I  t 


angewandt  war.    Berechnet  man  jetzt  auch  das  zweite  Glied, 


so  ist: 


log  2  sin  i  t* 

9.4060 

log  5» 

0.8802 

cotang  (cp— Ä) 

0.1730 

9.9592 

CoiTCctiou 

+  0".  9 

mithin  die  Polhöhe: 

<p  =  30®  4'  2l".4 

Für  das  zweite  Beispiel,  wo  der  Stundcnwinkel  10<*  57'  30" 
war,  würde  diese  Methode  kein  genaues  Resultat  mehr  ge- 
ben,  indem  in  diesem  Falle  aucJi  noch  die  höheren  Glieder 
zu  berücksichtigen  wären.  Diese  machen  indessen  auch  bei 
einem  so  grofseii  Stundcnwinkel  nur  wenige  Secunden  aus. 

Die  Formel  {IQ  gilt,  wenn  der  Stern  auf  der  Südseite 
des  Zenitha  cuhninirt.  Ist  aber  die  Dcciination  des  Sterns 
gröfser  als  die  Polhöhe,  sodufs  der  Stern  zwischen  Zenith 
imd  Pol  culmiuirt,  so  ist  in  diesem  Falle  d— 9  statt  9— ä  fiir 
die  Meridianzenithdistanz  zu  nehmen,  und  man  erhält  dann: 


9  =  5- 


cosq>cos5  ^  .    -   «      cosra^cosÄ'      ^        ,*      v        .    . 
+  -:— ^ •.  2  sin  Jr r-^j — -TY  cotang  (ö-  9)  .  2  sm  ^  t 

««(0—9.)  sin  (0—9)'  ö  X       -r/  a 
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lat  endlich  t  ^  90^,  so  hat  man,  wenn  man  t  vom  nord« 
liehen  TheUe  des  Meridians  an  rechnet: 

C08  2  =  cog  (180— 9— 6)  +  2  C08  9  cos  S  Bin  J  <* 

und  erhält  daraus: 


9=  180-6-^ --r-^ 

sin 


Wenn  man  auf  diese  Weise  die  Polhöhe  eines  Ortes 
bestimmen  will,  so  wird  man  sich  in  der  Begel  nicht  damit 
begnügen,  nur  eine  Höhe  in  der  Nähe  des  Meridians  zu 
beobachten,  sondern  man  wird  deren  so  viel  es  eben  geht 
nehmen,  um  im  Mittel  aus  den  einzelnen  Beobachtungen  ein 
genaueres  Resultat  zu  erzielen.  Man  sucht  dann  fiir  jeden 
einzelnen  Werth  von  t  die  Gröfsen  2  sin  1 1^  und  2  sin  ^  t\ 
nimmt  aus  allen  die  Mittel  und  hiultiplicirt  diese  mit  den 
Constanten  Factoren.  Die  so  gefundene  Correction  legt  man 
dann  zu  dem  Mittel  der  beobachteten  Zenithdistanzen,  um  die 
Meridianzcnithdistanz  zu  erhalten. 

7.  Nimmt  man  Circummeridianhöhen  der  Sonne,  so  ist 
hier  noch  der  Umstand  zu  berücksichtigen,  dafs  diese  ihre 
Declination  ändert,  dafs  also  die  Bcchnung  fiir  jeden  Stun- 
denwinkel mit  einer  andern  Declination  geführt  werden  muTs. 
Um  mm  in  diesem  Falle  die  Rechnung  bequemer  aiuzuföh- 
rcn,  verfährt  man  auf  folgende  Weise. 

Es  war: 

-.        cos  9  cos  S        .     -    o 

9  =  Ä  +  Ä r— ^ — 3^-    2  sin  l  i* 

^  sin  (9—0) 

Ist  nun  D  die  Declination  der  Sonne,  welche  im  Mit- 
tage statt  findet,  so  kann  man  die  zu  jedem  Stundenwinkel  t 
gehörige  Declination  ausdrücken  durch  D-V^^t,  wo  p  die 
stündliche  Aeuderung  der  Declination  bezeichnet  und  t  in 
Stunden  ausgedrückt  ist.     Dann  hat  man  also: 

.    ^       «         cos  9  cos  6  ^   ..    -  .  . 

9  =  Ä  +  Z)  +  S^ r-7 .c  2  sin  5  0  (a) 

^  *^  8in  (9—0) 
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Setzt  man  nun: 


•^  siD  (<p— 0)  sm((p— ö) 

80  hat  man  zur  Bestimmung  von  j/  die  Gleichung: 

cos  <p  cos  Är.^,..,  .4      41  «. 

oder  da: 

sin  a*  —  sin  b^  =  sin  (a+ft)  sin  («—5) 

.    ,  n     sin  (9-6)  t 

sin  J  y  =  —  p . j     .    .,,  ,    V 

•      cos «p cos  o   sm  (/  +  |.v) 

also: 

_  sin  (q)— 6>        206265 

^  ~        '    '   coscpcosd  *  8600X15 

WO  der  Zahlenfactor  der  rechten  Seite  daher  kommt,  dafssin  (t+^y) 
£=  t  gesetzt  ist,  t  aber/ zur  Einheit  die  Stunde  hat,  während 
bei  sin  t  der  Radius  als  Einheit  zum  Grunde  lag.  Nennt 
man  nun    die  48    stündige  Aenderung   der  Declination  der 

Sonne  in  Bogensccundcn  /r,  so  wird  1^  =  ;^/  oder,  wenn  man  y 
in  Zeitsecunden  haben  will,  ß  =  -— -  .  Damit  erhält  man  dann: 

720 
^  ^  ~   188  ."ä  '^^^^"^  ^^  "^  ^'^"^  ^^  ^'^^ 

und  nach  den  Gleichungen  (a)  und  {(/)  die  Polhöhe  aus  je- 
der einzelnen  Beobachtung  dm-ch  die  Formel: 

cos  03  C08  ö         .      ,    ,         X  9 
'  Sin  (<p  — 0)  -   V      ^^  \   / 

Die   Groföc  y  ist  nichts  anderes  als  der  Stundcnwinkel 
der  gröfsten  Höhe,  aber  negativ  genommen. 

In  I  Nr.  15  war  nämlich  hierfür  der  Ausdruck  gefunden: 

dö  r  \  ri    206265 

^   =    --    tans  (p  —  tau;?  0     -     

"         dt   ^      ^  ^  "^     ■'         15 

WO  —  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecunde 
bedeutet  und  to  in  Zeitsecunden   ausgedrückt  ist.     Da  aber 
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die  Aenderung  der  Dedination  in  einer  Zeitsecunde 
ffleich  -^  .  rr—  ist,   so  erhält  man  für   den  Stnndenwinkel 

*  48       8600 

der  grölsten  Höhe,  in  Zeitsecunden  ausgedrückt: 

u     ,  ..^      206265 

'•=    JFO  ^**^«  ^  -  ^-^^  *1   3600-^ 

also  bis  auf  das  Zeichen  dieselbe  Formel  wie  für  y.  Die 
Gröfse  t+y  ist  daher  der  Stundenwinkel  des  Sterns,  welcher 
nicht  von  der  Culmination  sondern  von  der  Zeit  der  gröfsten 
Höhe  an  gerechnet  ist. 

Wenn  man  daher  Circummeridianhöhen  eines  Gestirns 
beobachtet  hat,  dessen  Dedination  veränderlich  ist,  so  hat 
man  nicht  nöthig,  zur  Rcduction  auf  den  Meridian  die  einem 
jeden  Stundenwinkel  entsprechende  Dedination  anzuwenden, 
sondern  kann  fiir  alle  die  Dedination  nehmen,  welche  bei 
der  Culmination  statt  findet,  mufs  aber  dann  die  Stunden- 
winkel nicht  von  der  Zeit  der  Culmination,  sondern  von  der 
Zeit  der  gröfsten  Höhe  ab  rechnen.  Dadurch  ist  dann  die 
Berechnung  ebenso  bequem  wie  im  ersteren  Falle,  wo  die 
Dedination  des  beobachteten  Gestirns  als  unveränderlich  an- 
genommen wurde. 

Fiir  die  in  Nr.  ö  berechnete  Beobachtung  zu  Cairo  ist: 

log  fti  -  3.4458„  und  iD  =  -  ,3^  48'  38". 6. 
Damit  erhält  man: 

y  =  +  9". 6,  abo  f  +  y  =  13'  0".9 
und  hiermit  die  Reduction  auf  den  Meridian: 

=  -  8'  35".  1,  also  cp  =   30**  4'  20".  5 

genau  so  wie  es  vorher  berechnet  war.  Wegen  des  zweiten 
von  sipi  2  t*  abhängigen  Gliedes  der  Reduction  hat  man  hierzu 
noch  +0".9  zu  addiren. 

Ist  nur  eine  einzelne  Höhe  beobachtet,  so  ist  es  natür- 
lich bequemer,  die  Dedination  der  Sonne  fUr  die  Zeit  der 
Beobachtung  zu  interpoliren;  sind  indessen  mehrere  Höhen 
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genommen,  so  bedient  man  sich  mit  mehr  Vortheü  der  eben 
gegebenen  Methode. 

8»  Da  die  Polardistanz  des  Polarsterns  (u  Ursae  mino- 
ris)  sehr  klein  ist,*)  so  wird  derselbe,  in  welchem  Stunden- 
winkel er  sich  auch  befinden  mag,  immer  nur  ein  kleines 
Azimut  haben,  also  fiir  die  Bestimmung  der  Polhöhe  in  jedem 
Augenblicke  mit  Vortheil  angewandt  werden  können.  Für 
diesen  Fall  wird  aber  die  eben  gegebene  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Reduction  auf  den  Meridian  nicht  mehr  brauch- 
bar sein,  weil  die  dort  gefundene  Beihe  nur  für  kleine  Werthe 
des  Stundenwinkels  convergirte.  Man  mufs  daher  jetzt  einen 
andern  Weg  verfolgen  und  zwar  wird  es  wegen  der  Klein- 
heit der  Polardistanz  zweckmäfsig  sein,  die  an  die  beobach- 
tete Höhe  anzubringende  Correction  nach  Potenzen  dieser 
Gröfse  zu  entwickeln.  Bezeichnet  man  nun  die  Polardistanz 
mit  fy  so  hat  man  die  Gleichung: 

sin  A  =  sin  <p  cos  p  +  cos  <p  sin  />  cos  t 

oder,   wenn  man  fiir  coBp  und  sinp  die  bekannten  Reihen 
setzt  und  bei  den  dritten  Potenzen  stehen  bleibt: 

sin  h  =  sin  9  «f  ^  cos  cp  cos  <  —  |r  p'  sin  cp  —  |  p'  cos  q)  cos  t 

oder: 

sin  A  =  sin  <p  +  6  (a) 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

ft  =  />  cos  <p  cos  <  —  J  p'  sin  <p  —  -g- />'  cos  <p  cos  r  (b) 

Aus  dieser  Gleichung  (a)  erhält  man  nach  Formel  (20) 
der  Einleitung: 

h                          b*  Ä* 

Ä  =  9  + +  i  tang  9 5  +  |  [l  +  3  tang  9*] 


cos  9    '    *        °  ^  cos  9'         •   -  "  •   "    COS9' 


*)  Sie  beträgt  jetzt  etwa  1^  Grade. 

16 
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oder,  wenn  man  fiir  b  seinen  Werth  aus  der  Gleichung  (&) 
substituirt  und  die  höheren  Potenzen  als  die  dritte  ver- 
nachläfsigt : 

A  =  q)  4-  p  cos  t  —  \p^  tang  ^  —  \ p^  cos  / 

+  f  Lp    CO*  <P    cos  t    —  »*  sm  cp  cos  <p  cos  t\  ^ 

•^  cos  9' 

+  4-/>*  cos  9*  cos  t^    \ r-i-J 

(      C0S9*      ) 

=  9+i>cosMl>*tang98inf»-|p>cos«  i  H.8tang9«~^^^^'^^"^^'"g? 

(  cos  9* 

oder  endlich: 

A  =  9^+/>  cos  r  -^  li?'  tang  9  sin  <*- -J;?»  cos  t%mt^  \ lilL?*!^|      (c) 

(      cos  9       ) 

Um  aus  dieser  Gleichung  9  zu  finden,  muls  man  eigent- 
lich schon  einen  genäherten  Werth  von  9  kennen.  Setzt  man 
nun  als  erste  Näherung: 

*  =  9  +  />  cos  / 
so  hat  man  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze: 

i.^      i       X               p  cos  t 
tangÄ  =  tang  9  +  ^ =  +  ... 

cos  9' 

und  erhält  dann,  wenn  man  den  Werth  von  tang  9  aus  die- 
ser Gleichung  in  (c)  substituirt: 

A  =  9  +  p  cos  <  —  I  ;>*  sin  £*  tang  h  +  |  />•  cos  r  sin  <" 

Das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  hat  nur  geringen  Ein- 
flufs  und  kann  daher  in  den  meisten  Fällen  vemachläfsigt 
werden.  Der  Factor  cos  t  sin  t^  ist  nämlich  ein  Maximum 
für  denjenigen  Werth  von  ^  welcher  durch  die  Gleichung 
bestimmt  wird: 

—  sin  «'  +  2  cos  /'  sm  /  =  0 
oder  ftir: 

tang  /  =  V^ 
für  welchen  Werth  das  zweite  Differential  negativ  wird.     Ist 
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aber  tang  t  ==  y  2,  so  ist  sin  t  =  Vf  und  cos  ^  =  V |,  also 
wird  das  letzte  Glied  im  Maximum: 

I  p'  vT 

mithin  für: 

p  =  100'  =  6000"  gleich  0".65 

Wenn  es  daher  nicht  auf  die  äoTserste  Genauigkeit  ankommt 
z.  B*  bei  Beobachtungen  zur  See,  so  wird  man  das  letzte 
Glied  immer  fortlassen  können  und  hat  dann  ganz  einfach: 

9  =  A  —  7»  cos  /  +  J  j»*  taug  k  sin  t"  (A) 

Um  nun  nach  dieser  Formel  die  Polhöhe  leichter  be- 
rechnen zu  können,  hat  man  Tafeln  construirt,  welche  man 
im  Nautical  Almanac  und  in  den  Berliner  Jahrbüchern  filr 
jedes  Jahr  findet.  In  diesen  Tafeln  hat  man  die  Einrichtung 
getroffen,  dafs  man  von  bestimmten  Werthen  der  Rectascen- 
sion  imd  Dedination  des  Polarsterns,  die  ao  und  po  sein  mö- 
gen, ausgeht,  während  die  wahren  Rectascensionen  und  Decli- 
nationen  fiir  die  Zeit  der  Beobachtimg: 

a  =  0^  +  Aa  und  p  =  Po  +  Ajp 

sind.  Substituirt  man  diese  Werthe,  so  wird  die  Formel  {A), 
da  ;£  =  0  —  a  ist: 

q)  =  A  —  Jpg  C08  <^  +  J  j»Q  '  tang  k  sin  r* 
—  Ap  cos  i^  -^  p  Bin  Iq  Aa 

WO  ^0  =  ®  ""  "o  iflt« 

In  den  angefiihrten  Jahrbüchern  findet  man  nun  drei 
Tafeln.  Die  erste  giebt  den  Werth  —  po  cos  ^  mit  dem  Ar- 
gumente 0,  da  Po  und  (äq  constant  sind  und  blos  0  veränder- 
lich ist.  Die  zweite  Tafel  giebt  das  Glied  i  po*  tang  h  sin  Iq* 
und  da  dies  von  h  und  ^o  abhängt,  so  hat  diese  Tafel  das 
doppelte  Argument  h  und  0.  Diese  beiden  ersten  Tafeln 
sind  nun  in  allen  Jahren  dieselben,  so  lange  die  Werthe  otq 
und  pq  dieselben  bleiben.  Die  dritte  Tafel  giebt  endlich  das 
▼on  t,  Aa  und  Ap  abhängige,  dritte  Glied 

—  Ap  cos  1^  —  i>  sin  /^  Aa 

und  hat  als  Argumente  die  Stemzeit  0  und  die  Tage  des  Jahres, 

16*  , 
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Alle  Gröfsen  in  den  Tafeln  2  und  3  sind  übrigens  po- 
sitiv angegeben»  indem  eine  Constante  hinzuaddirt  ist,  welche 
die  gröfsten  negativen  Werthe  positiv  macht.  In  den  Tafeln 
des  Berliner  Jahrbuchs  ist  diese  Constante  von  den  Grofsen 
der  ersten  Tafel  wieder  abgezogen.  In  den  Tafeln  des  Nau- 
tical  Almanac  ist  dies  indessen  nicht  der  Fall,  sodafs  man 
die  Constante,  welche  eine  Minute  beträgt,  von  der  beobach- 
teten Höhe  abziehen  mufs,  wenn  man  sich  dieser  Tafeln 
bedient. 

Beispiel.  Den  12ten  October  1847  wurde  auf  der 
Sternwarte  des  Hm.  Dr.  Hülsmann  zu  Düsseldorf  um  18^  22^48^8 
Stemzeit  die  Höhe  des  Polarsterns  beobachtet  und  daför  nach 
Abzug  der  Befraction  gefunden  50^  55'  3(y^8. 

Nach  dem  Berliner  Jahrbuche  hat  man  für  diesen  Tag 
den  Ort  des  Polarsterns: 

a  =  1*  6'  Sl".7     S  =  88«  29'  52".4 

Es  ist  also; 

p  =  l*^80'7".6  log  p  =  8.788006,  log />*  =  2.161585 
t  =  17*  17'  17".  1  =  259"  19'  16".5 

mithin  erhält  man: 

~  pcosf  =  +  16'  42". 04 
+  ip*  tang  h  sin  <*  =  -f     1    24  .80 

und  endlich: 

<p  =  51**  18'  87".  14 

Will  man  auch  das  letzte  Olied  +  }  p'  sin  ^*  cos  t  mit- 
nehmen, so  hat  man,  da  log  p*  =  1.19901  ist: 

—  Ijp'  coatslnt*  =  +  0".22 

sodafs  dann: 

<p  =  51^18'  87".  86 

9.  Dr.  Petersen  hat  ebenfalls  sehr  bequeme  Tafeln  ge- 
geben, nach  denen  man  aus  gemessenen  Zenithdistanzen  des 
Polarsterns  mit  grofser  Leichtigkeit  und  vollkommener  Schärfe 
die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes   berechnen  kann.     Diese 
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Tafeln  sind  in  Wamstorffs  Htilfstafeln  gegeben  und  beruhen 
auf  folgenden  Formeln. 

Fällt  man  vom  Orte  des  Polarsterns*)  auf  den  Meridian 
ein  Perpendikel  u  Fig.  7  und  bezeichnet  das  Stück  des  Me- 
ridians zwischen  dem  Fufspuncte  des  Perpendikels  und  dem 
Pole  mit  X,  das  andre  Stück  dagegen  zwischen  dem  Fufs- 
puncte und  dem  Zenith  mit  ^— y»  wo  z  die  Zcnithdistanz 
ist,  sodafs: 

90— cp  =  z  —  y  +  a: 

oder: 

9  =  90  —  2  +  y  —  z  (a) 

80  hat  man,  wenn  man  die  Polardistanz  des  Polarsterns  miip, 
seinen  Stundenwinkel  mit  t  beaeichnet: 

tang  X  =  iMkgp  cos  / 
und  C08  z  =  cos  (z  — y)  cos  u 

Die  Polardistanz  beträgt  nun  jetzt  etwa  1^  SC/  und  ändert 
sich  jährlich  um  etwa  19'\  Berechnet  man  also  die  Gröfsen  a 
und  y  för  die  verschiedenen  Werthe  von  t  mit  einem  bestimm- 
ten Polarabstande,  etwa  1®  3(y,  so  wird  man,  um  die  wahren 
Grröfsen  zu  erhalten,  nachher  nur  kleine  Correctionen  hinzu- 
zufügen haben,  welche  von  dem  Unterschiede  der  wahren 
Polardistanz  von  der  angenommenen  1^  30'  abhängen.  Be- 
zeichnet man  diesen  bestimmten  Werth  1^  3(y  der  Polardistanz 
mit  TT,  so  hat  man: 

tanff  p 
tang  X  =  — = —  tanff  «  cos  t 
tang^c 

oder,  wenn  man  setzt: 

tang  ic  cos  t  =  tang  a  (A) 

tangp 
tang  X  =   — s—   tang  a 
^  tang«       ^ 

Der  Quotient     ^^^  ist  aber,  wie  man  leicht  findet,  wenn 

tang« 


*)  Dessen  Stundenwinkei  ^  ±  6*  angenommen  wird. 


246 

man  statt  der  Tangenten  die  bekannten  Reihen  setzt  und  die 
dritten  Potenzen  noch  beibehält: 

«         *    «    206265* 

also  ist: 

S  9 

t>ngx=  ^tang«+   '- p  .  ^-^  coB  l 

Da  nun  sc  eine  kleine  GWifse,  nämlich  1^  3(/  ist,  so  sind 
auch  (X  und  a  kleine  Gröfsen  und  es  \nrd  daher  immer  er- 
laubt sein  9  statt  der  Tangenten  nur  die  ersten  Glieder  der 
Reihen  für  dieselben  zu  setzen,  indem  man  wieder  die  Glie- 
der der  fünften  und  höheren  Ordnungen  vemachlälsigt.  Dann 
wird  aber: 

X  =   ^  a  +  |/>  .   ~^^,   cos  /  +  I   ^  taug  «'  cos  <'  206265 


'    206266* 

oder,  wenn  man  statt  a  auf  der  rechten  Seite  den  Näherungs- 
werth  p  cos  t  einfuhrt: 

p  *       p  — Ä  1         P  — Ä  , 

a:   =   —  a   +   <  ö   — =   COS  /  •—  ^  »  .    — i  COS  i 

1t  *^    206266"  '^       206265* 

P  \  P     *  •  9 

=  -    a  +  -J  p  .  ■=-- 5  cos  t  sin  < 

Ä  *^      206265* 

Setzt  man  nun: 

»*-Ä* 

<  P  -^- w  cos  t  sin  t*  =  y  (B) 

'  ^  206265*  ^  ^    ^ 

und: 

Ir      =       -^  (^ 

SO  wird: 

x  =  i4  a  +  y  (/)) 

Petersen  hat  nun  zwei  Tafeln  berechnet,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Argumente  t  den  Werth  a  giebt,  die  andre 
den  Werth  y  mit  dem  doppelten  Argumente  p  und  t,  sodafs 
man  die  Gröfse  .«  mit  Leichtigkeit  finden  kaim. 
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Zur  Berechnung  der  Polhöhe  aus  der  Gleichung  (a) 
mufs  man  nun  noch  die  Gröfse  y  kennen.  Entwickelt  man 
aber  die  zweite  der  Gleichungen  (6),  so  erhält  man: 


cos  z  —  CO»  z  cos  u  cos  v 
sin  y  = ^ 


sin  z  cos  ti 
_   cotang  z  (1  —  cos  t<) 
cos  ti 


+   2  cotang  ;ü  sin  |^  y 


cotang  z,,  H^  .    .     , 

Da  aber  nach  Einleitung  Nr.  10  bis  auf  die  dritten  Po- 
tenzen genau: 


sin  u 


und  zugleich: 


80  wird: 


(l-sinw*)! 


sm  t4  =  sm  p  sin  t 


sin  »    sin  r*  .    .     - 

SU  y  =;  cotang  a?  .  —7- : s-: — =7-5^  +  2  cotang  z  sin  ^  y" 

'  *         2(1— 8in/>*sin<*)f  *  '^ 


•       •  •    <i 
sin  IT  sin  C' 


oder,  wenn  man  setzt: 

.  sin«' .    _  ,^^ 

%    .     = ; =-; spT    =   «n  3  iE) 

'       [1  -  Sin  «*  Sin  f  •]  I  ^ 

und: 

2  cotang  2  sin  I  y*  =  /ti  (F) 

endlich: 

^,    1 1  —  sin«*sin<*)  I    .     ,, 
sm  y  =  cotang  z  .  .4*      - — .      ,  . --i    *  sin  ^  +  /i 

( 1  — -  sin  p  sin  I  ) 

Da  die  von  Petersen  berechneten  Tafeln  nur  fiir  Polar- 
distanzen zwischen  l^  2(/  und  1^  4(/  gelten,  so  ist  die  Gröfse: 

il  —  sinÄ^sin^)  \ 
\  \  —  sin/>*sin/'i 

gleich  eins  gesetzt,  weil  man  dadurch  im  Maximum  nur  ei- 
nen Fehler  in  y  begeht,  der  kleiner  als  0".01  ist,  und  man 
erhält  dann  einfach: 

;/  =  .4 '  ß  cotang  ä  +  /ti  {<r) 


1 
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Petersen  giebt  nun  wieder  zwei  Tafeln,  von  denen  die 
eine  mit  dem  Argumente  t  die  Werthe  von  ß^  die  andre  mit 
dem  doppelten  Argumente  y  und  der  Höhe  des  Polarsterns 
oder  auch  der  Polhöhe  die  sehr  kleine  Gröfse  /ti  gieht. 

Hat  man  so  a  und  y  nach  den  Formeln  (2>)  und  (G) 
berechnet,  so  erhält  man  die  Polhöhe  aus  der  Gleichung  (a) 
oder  aus: 

q)  =  90—2  +  .4*  j3  cotang  z  +  ^ie  —  i4a  —  y 

Ist  der  Polarstern  der  unteren  Culmination  näher  als 
der  oberen,  so  fällt  das  Perpendikel  nicht  mehr  zwischen 
Zenith  und  Pol,  sondern  trifft  den  Meridian  in  einer  kleineren 
Höhe  als  der  Pol  hat  und  es  ist  dann: 

90  —  qp  =  2  —  y  —  X 

oder: 

9  =  90  —  2  +  A^  ß  cotang  z  +  (n  •¥  Aa  +  y 

Man  nimmt  dann  in  letzterem  Falle  12*  —  ^  statt  t  als 
Argument  oder  zählt  die  Stundenwinkel  von  der  untern  Cul- 
mination ab. 

Berechnet  man  das  in  der  vorigen  Nummer  gegebene 
Beispiel  nach  dieser  Methode,  so  erhält  man,  da: 

t  =  5*  17'  17".  l 

nach  der  unteren  Culmination  und: 

p  =  1*30' 7". 6,  90-2  =  60<»65'80".8 

war: 

\ogA  =  0.0006108 
a  =  lOOO".  66 
g  =  68.28 
y  =  0.00 


und  damit: 


also: 


Aa  =  16' 42". 07 
/1*P  cotang 2  =     1  24. SS 
^4  =  0.02 

9  =  51"18'87".22 
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10.  GauPs  hat  ebenfalls  eine  Methode  gegeben,  um  die 
Polhöhe  aus  dem  Mittel  mehrerer  von  der  Culmination  ent- 
fernten Zenithdistanzen  eines  Sterns  zu  finden.  Dieselbe  ist 
besonders  für  den  Polarstem  bequem. 

Kennt  man  einen  genäherten  Werth  «p©  der  Polhöhe  9 
und  ist  $  die  Stemzelt,  zu  welcher  man  eine  Zenithdistanz  z 
gemessen  hat,  so  kann  man  aus  0  und  90  eine  Zenithdistanz  4 
berechnen  nach  den  Formeln: 

tang  X  =  cos  t  cotang  Ö 


und  erhält  dann: 


sind    .    ,      ^    . 
cos  q  =    -; —  sm  (9.  +  x) 


./9.^  =  ^-^ 


also: 


4-z 


rf  9  =    sin  5      cos  (9^,  +  ar) 
cos  X  '         sin  4 

X  ist  hier  wieder  der  Bogen  des  Meridians,  welcher  zwischen 
dem  Pole  und  dem  Fufspuncte  des  von  dem  Sterne  auf  den 
Meridian  gefällten  Perpendikels  enthalten  ist,  und  da  dieser 
Bogen  immer  zwischen  den  Grenzen  ±  90— d  liegt,  so  kann 

man  fiir  den  Polarstem  sowohl  als  auch  — ^-z —  deich 

cosx  sm  4 

eins  setzen,  sobald  nur  die  Pohöhe  bis  auf  einige  Secunden 
bekannt,  also  r/9  nur  eine  kleine  Gröfse  ist. 

Hat  man  eine  zweite  Zenithdistanz  zur  Sternzeit  0'  ge- 
messen, so  ist: 

tang  z'  =  cos  if  tang  S 

cos  4^  =  — — r  "Q  (9o  +*') 
sin  X 


und: 

dtp  = 


d<p 


850 

oder,  wenn  Z  das  arithmetiflche  Mittel  der  beiden  gemesBenen 
Zenithdistanzen  gleich  4(^  +  2^)  bedeutet: 


wo: 


i(^+B) 


.  _    «inÄ  C08  ((|>, -t-z) 
C0B2  '         sin  4 

_   sin  d  eog  (9,  +  J) 
eoe^  '        lin  ^ 


(«) 


(ft) 


oder  auch 


A  =  cotang  ^  .  cotang  (9^  +x) 
J3  =  cotang  4^  .  cotang  (<po  +  x') 


(0 


oder  endlich  9  wenn  man  j^  aus  der  ursprünglichen  Gleichung: 

cos  4  =  ^^  q>Q  sia  S  +  cos  %  cos  5  cos  t 
sucht: 

4  •  ^  .  n\        cos  <p  sin  Ä        sin  9  cos  6  4  ,j     ^  r^ 

sin  is  sin  ji 

Für  den  Polarstem  erhält  man  einfach: 

Hätte  man  nun  mehrere  Zenithdistanzen  beobachtet,  so 
mttfste  man  eigentlich  ftir  jede  einzelne  Stemzeit  die  Zenith- 
distanz  4  berechnen  und  erhielte  dann: 

wo  Z  wieder  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  gemessenen 
Zenithdistanzen  bezeichnet.  Statt  dessen  verfährt  man  aber 
auf  folgende  Weise: 
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Bezeichnet  man  mit  &  das  arithmetische  Mittel  aus  allen 
Sternzeiten 9  und  setzt: 

*-^e  =  7,  ^-0  =  /  etc. 

so  erhalt  man,  wenn  ^o  ^^  zu  der  Stemzeit  0  gehörige  Ze- 
nithdistanz  bedeutet: 

oder,  da: 

r  +  /  +  /'+...  =  0  wt: 

4  +  if  +  ^'  +  ...  _  ,    _^£4o  Hl! 

n  ^    *    dt*        n 

_    ,     ^  ^      22Mn  I  r* 
-  ^    *    dt*    ■  n 

r 

Bezeichnet  nun  7'  einen  Winkel,  sodaTs: 

I  -  S  2  Bin  I  r* 


2  sin  I  T*  = 


fi 


so  sind  die  zu  der  Sternzeit  0  —  7'  und  0+7'  gehörigen  Ze- 
nithdistanzen  ^  und  /: 


/ 


^    *     dl     ^    ^    ^    dt^    ^ 


oder: 


und  man  man  erhält  dann  nach  Formel  (f)  einfach: 

wenn  man  die  zu  z  und  /  gehörigen  Werthe  von  A  und  B 
mit  ^'  und  ^  bezeichnet. 
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Hat  man  also  mehrere  Zemthdislaiizea  eines  Sternes  ge- 
messen, so  niimnt  man  das  ACttel  der  beobaditeten  Uhrzeiten 
und  zieht  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  jede  einzebie  Uhr- 
zeit davon  ab.  Diese  Unterschiede  in  Stemzeit  verwandelt 
geben  die  Grofsen  r,  für  welche  man  ans  den  Tafeln  die 
einzelnen  Grofsen  8  sin  i  r*  ninunt.  Dann  sucht  man  aus 
denselben  Tafeln  das  zum  arithmetischen  Iffittel  aller  dieser 
Grofsen  gehörige  Aigument  T,  berechnet  die  Stnndenwinkel: 

e-(a+r)  =  * 

und  dann  z  und  z'  nach  den  F<Nrmdn: 

tangx  =  co6(  cotsngd 

sind 
co»2  =  — —  8m(<p,+x) 
cos  X 

und: 

Ung  X   =  eoß  f  cotang  ö 

,        sin* 
CO«  s    =  — —  sm  (9,  +  x) 

cos  X 

Hat  man  dann  den  Polarstem  beobachtet ,  so  ist  un- 
mittelbar: , 

wo  Z  das  arithmetische  Mittel  ans  allen  gemessenen  Zenith- 
distanzen  ist  Für  andre  Sterne  hat  man  aber  die  vollstän- 
dige Formel  für  d^  zu  berechnen,  nämlich: 

wo  die  Grofsen  A  und  B  durch  die  Formeln  (b)^  (c)  oder 
(d)  gefunden  werden,  wenn  man  darin  4  =  z  und  ^  ^  t! 
nimmt*) 


*)  WanutorTs  Hül&tafeln  pag.  127. 
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Beispiel.  Am  12.  October  1847  worden  auf  der  Stern- 
warte des  Herrn  Dr.  Hiilsmann  folgende  zehn  Zenithdistanzen 
des  Polarsterns  beobachtet: 


Stemzeit. 

Zenithdistanz. 

7 

2  8iiiir* 

17*  56' 21".  4 

39^18' 

42".  1 

13' 

19" 

.75 

348  .75 

59  54  .5 

12 

17   .6 

9 

46 

.65 

187  .69 

18      S  29   . 7 

11 

6  .8 

6 

11 

.45 

75  .24 

6     2.9 

10 

3  .6 

3 

88 

.25 

25  .98 

8  35  .0 

9 

0  .6 

1 

6 

.15 

2  .39 

11     5  .  1 

8 

2  .8 

1 

23 

.95 

3  .85 

13  32  .0 

7 

7   .6 

8 

50 

.85 

29  .06 

16  34  .0 

6 

4  .8 

6 

52 

.85 

92  .95 

18  28  .1 

5 

15  .8 

8 

46 

.95 

151 .48 

22  48  .8 

3 

42  .7 

13 

7 

.65 

388  .  28 

18*    9' 41".  15 

39®   8'38".89 

125 .56 

Befr. 

46  .50 

• 

r  = 

7'  59".  83 

Z  =  39®  9' 24".  89 
0-(a+r)  =  16*56'    9".  6     e-(a-r)  =    17*12'   9".S 
=  254®2'24".  0  =258     2  19  .5 

Nimmt  man  nun: 

9^,  =  51®  15'  30".  0 

80  erhält  man: 

2  =  89®  12'  37".  61  J  -  39®  6'  34".  54 

!(«  +  «')  =  3909'  86".  07 
^  («+«') -Z  =  +   11".  18 

mithin: 

9  =  510  18' 41"  2 


m.    Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 

Combination  mehrerer  Höhen. 

II.     Nimmt  man  zwei  Höhen  von  Sternen ,    so  hat  man 
zwei  Gleichungen: 

sin  A   =  sin  9  sin  6    -f  cos  9  cos  8  cos  t 
wsk  h!  =  sin  9  sin  6'  +  cos  9  cos  Si  cos  / 
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In  diesen  Oleicfanngen  ist  6  und  6'  aus  den  Stemver- 
zeichnissen  bekannt,  femer  ist: 

t^  =  t  +  (/-t)  =  t  +  (e'-0)  -  (a'-a) 

Da  nun  a'— a  ebenfalls  aus  den  Stemverzeichnissen  entnom- 
men werden  kann  und  0^—0  die  bekannte  Zwischenzeit  der 
Beobachtungen  ist,  so  enthalten  die  beiden  Gleichungen  die 
beiden  Unbekannten  0  und  9,  die  man  durch  Auflösung  der- 
selben bestimmen  kann.  Durch  die  Beobachtung  zweier 
Stemhöhen  kann  man  also  immer  Zeit  und  Polhöhe  zugleich 
finden;  die  Verbindung  zweier  Höhenbeobachtungen  giebt 
aber  auch  in  besonderm  Fällen  sehr  bequeme  Methoden,  die 
Polhöhe  oder  die  Zeit  allein  zu  bestimmen. 

Nimmt  man  nämlich  an,  dafs  die  beiden  Höhen  im  Me- 
ridiane gemessen  sind  und  demselben  Sterne  angehören,  dafs 
man  also  den  Stern  bei  seiner  oberen  und  unteren  Culmina^ 
tion  beobachtet  hat,  so  erhält  man,  wenn  man  statt  der  Höhen 
Zenithdistanzen  einfuhrt,  für  die  obere  Culmination: 

2=6  —  9 
und  för  die  untere  Culmination: 

2'  =  180  -  «  -  <p 

Das  arithmetische  Mittel  aus  beiden  Zenithdistanzen 
wird  also: 

1(2+/)  =  90  — cp 
und  die  halbe  Differenz: 

\i(7!-z)  =  90-« 

und  man  kann  daher  durch  die  Beobachtung  der  Circumpo- 
larsteme  bei  ihrer  oberen  und  unteren  Culmination  die  Pol- 
faöhe  und  dabei  zugleich  ihre  Declination  bestimmen. 

Ebenso  erhält  man  die  Polhöhe  durch  blofse  Unterschiede 
der  Zenithdistanzen  zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  im 
südlichen,  der  andre  im  nördlichen  Quadranten  des  Meridians 
culminirt  Ist  nämlich  6  die  Abweichung  des  gegen  Süden 
culminirenden  Sterns,  so  ist  seine  Meridianzenithdistanz: 

2  =  9  —  6 
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Ist  dagegen  S'  die  Declinatioii  des  gegen  Norden  cul- 
ininirenden  Sterns ,  so  ist  dessen  Zenithdistanz: 

oder: 

a/  =  180  -*'— 9 

je  nachdem  er  in  seiner  oberen  oder  unteren  Culmination 
beobachtet  ist.    Man  erhält  daher: 

wenn  beide  Sterne  in  ihrer  oberen  Cnhnination  beobachtet 
sind  und: 

9  r=  90  +  H*-*0  +  i  («-*') 

wenn  der  nördliche  Stern  in  seiner  unteren  Cofanination  be- 
obachtet ist. 

12.  Nimmt  man  an,  daTs  zwei  Höhen  eines  und  dessel- 
ben Sternes  beobachtet  sind  und  aufserdem,  dafs  beide  Höhen 
einander  gleich  sind,  so  hat  man: 

sinA  =  8in9flin£  +  cos  9  cos  6  cot  I 
sin  A'  =  Bin  9  sin  6  +  cos  9  cos  S  cos  / 

woraus  ^  ss  —  ^  folgt  Die  Höhen  sind  dann  also  auf  beiden 
Seiten  des  Meridians  in  gleichen  Stundenwinkeln  genommen. 
Ist  nun  u  die  Uhrzeit  der  ersteren  Höhe,  ti'  die  der  zweiten, 
so  wird  I  (tt'+ti)  die  Zeit  sein,  zu  welcher  der  Stern  im  Me- 
rid]anewar,und  da  diese  gleich  der  bekannten  Beotasoension  a 
des  Sterns  sein  mufs,  so  erhält  man  daraus  den  Stand  der 
ühr  gleich: 


*)  Beobachtet  man  auf  diese  Weise  verschiedene  Sterne,  indem 
man  bei  jedem  einseinen  gleiche  Höhen  auf  der  Ost-  and  Westseite 
des  Meridians  nimmt,  so  erhält  man  den  Unterschied  der  Zeiten,  zu 
welchen  diese  Sterne  im  Meridiane  waren,  oder  ihren  Rectascensionsun- 
terschied,  Daza  ist  es  aber  noch  nöthig,  den  Gang  der  ühr  zu  kennen, 
den  man  erhklt,  wenn  man  denselben  Stern  an  auf  einander  folgenden 
Tagen  beobachtet. 
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Diese  Methode  der  oorrespondirenden  Höhen  ist  die 
sicherste,  um  die  Zeit  durch  Höhenbeobachtungen  zu  be- 
stimmen und  da  man  weder  die  Polhöhe  des  Beobachtnngs- 
ortes  noch  die  Declination  des  Gestirns,  also  auch  nicht  den 
Meridianunterschied  von  dem  Orte,  für  welchen  die  Epheme- 
ride gilt,  zu  kennen  braucht,  so  eignet  sich  dieselbe  beson- 
ders zur  Zeitbestimmung  an  solchen  Orten,  deren  geogra- 
phische Lage  ganz  unbekannt  ist.  Man  hat  aber  ebensowe- 
nig nöthig,  die  Höhe  selbst  zu  kennen,  sodaTs  man  also  durch 
diese  Methode  selbst  mit  schlechten  Instrumenten,  welche 
absolute  Höhen  mit  Genauigkeit  nicht  messen  lassen,  scharfe 
Resultate  erhalten  kann.  Das  einzige,  welches  diese  Methode 
erfordert,  ist  eine  gute  Uhr,  auf  deren  gleichförmigen  Gang 
in  der  Zwischenzeit  man  sich  verlassen  kann  und'  dann  eben 
ein  Höheninstrument,  welches  nicht  einmal  eine  Theilung  oder 
wenigstens  keine  genaue  zu  haben  braucht. 

Hierbei  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  das  Gestirn  seine 
Declination  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  nicht 
ändert  Nimmt  man  nun  aber  Höhen  der  Sonne,  deren  Dec- 
lination sich  im  Laufe  mehrerer  Stunden  sehr  merklich  än- 
dert, so  wird  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  Beob- 
achtungszeiten nicht  mehr  die  Zeit  geben,  zu  welcher  die 
Sonne  im  Meridiane  war,  sondern  wenn  ihre  Declination  zu- 
nimmt, (d.  h.  wenn  sie  sich  dem  Nordpole  nähert)  so  wird 
zu  derselben  Höhe  Nachmittags  ein  grölserer  Stundenwinkel 
gehören  als  Vormittags,  also  wird  das  Mittel  der  Zeiten  nach 
Mittag  fallen.  Umgekehrt  wird  das  Mittel  der  Zeiten  vor 
Mittag  fallen,  wenn  die  Sonne  sich  dem  Südpole  nähert  oder 
ihre  Declination  abnimmt.  Man  mufs  daher  in  diesem  Falle 
zu  dem  Mittel  der  Zeiten  noch  eine  Correction  hinzufiigen, 
welche  von  der  Aenderung  der  Declination  abhängt.  Diese 
Correction  heifst  die  Mittagsverbessernng. 

Ist  5  die  Declination  der  Sonne  im  Mittage  und  Ad  die 
Aenderung  der  Declination  vom  Mittage  bis  zu  der  Zeit, 
wo  jede  Höhe  genommen  wurde,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 

nnh  =  sin  9  sin  (ß—AS)  +  cos  (p  cos  (£— A  S)  cos  t 
sin  A  =  sin  9  sin  (£+ A6)  -I-  cos  <p  cos  (£-1- A6)  cos  ^ 
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Die  Uhrzeit  der  Beobachtung  am  Vormittage  sei  wie- 
der u,  die  andre  u\  so  ist  |(u'+u)  =  U  die  Zeit,  zu  welcher 
die  Sonne  im  Meridiane  gewesen  wäre,  wenn  die  Declination 
derselben  sich  nicht  geändert  hätte.  Diese  Zeit  U  nennt 
man  den  unverbesserten  Mittag« 

Bezeichnet  man  dann  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beob- 
achtungen \i  (ti  -^)  durch  r,  die  Mittagsverbesserung  durch  x^ 
80  wird  der  Augenblick  des  wahren  Mittags  U-\-x  und: 

r  =   J  (u—u)  +  a:  =  T  +  X 
/  =   |(t/-w)  —  a:  =r  r  — x 

es  wird  also  auch: 

sin  h  =  sin  9  sin  (Ö-^AS)  +  cos  q>  cos  (fi-^AÖ)  cos  (r-hx) 
und: 

sin  A  =  sin  q)  sin  (Ö  + AÄ)  +  cos  q>  cos  (ß+AÖ)  cos  (r— ar) 

Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  von  sin  h  einander 
gleich,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

0=  sinqp  cos  Sein  Ad—  cos  9  sin  fisin  A6  cos  r  cos  z-f  cos  9  cos  A6cos  Sain  r  sin  x 

Bei  der  Sonne  ist  nun  a  immer  eine  so  kleine  Gröfse, 
dafs  es  erlaubt  ist,  den  Cosinus  gleich  eins  zu  setzen  und 
den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu  vertauschen.  Dadurch  wird, 
wenn  man  auch  Aö  statt  tang  Aö  setzt: 

\  sin  r         tang  tJ 

Bezeichnet  man  nun  mit  /n  die  Aenderung  der  Declina- 
tion der  Sonne  in  48  Stunden,  so  wird,  da  man  diese  Aende- 
rung hier  als  der  Zeit  proportional  betrachten  kann: 


*)  Da  man  die  Aenderung  der  Declination  für  den  Augenblick  des 
Mittags  braucht,  so  müiste  man  das  Mittel  der  Aenderung  vom  vorigen  und 
der  Aenderung  bis  zum  folgenden  Mittage  nehmen.  Statt  dessen  ist 
aber  in  den  Ephemeriden  immer  die  Gröfse  fn  aufgeführt 

17 
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also: 

oder,  wenn  man  a  in  Zcitsecunden  finden  will: 

X  =  ~—  i  —  tamr  <p  +  — -^  tansT  Ä  1 

720  V     »in  r  ^  ^       tang  r      ®    / 

Zur  leichteren  Berechnung  dieses  Ausdrucks  hat  man 
nun  Tafeln,  die  zuerst  von  Gaufs  in  der  monatlichen  Cor- 
respondenz  Band  XXIII.  gegeben  sind  und  die  man  auch  in 
Wamstorffs  Hülfstafeln  findet.  Diese  Tafeln  geben  mit  dem 
Argumente  r  oder  der  halben  Zwischenzeit  der  Beobachtun- 
gen die  Gröfsen: 

720      Binr 


und: 

1 


=  B 


720      tang  7 

und  die  Formel  fiir  die  Mittagsverbesserung  wird  dann  ganz 
einfiich: 

a;  =  —  AfA  tang  9  +  Bfi  tang  6  (Ä) 

Differenzirt  man  die  beiden  Formeln  (a),  indem  man  6 
als  constant  ansieht ,  se  erhält  man: 

dA  =  —  cos  A  dq)  —  cos  cp  sin  A  dt 
dÄ'  =  —  cos  A'dtp  —  cos  9  sin  A'dt 

Hier  ist  in  beiden  Gleichungen  d^  als  gleich  angenom- 
men, weil  man  den  Fehler,  welchen  man  in  der  Zeitbestim- 
mung begangen  hat,  immer  auf  den  Fehler  in  der  Beobach- 
tung der  Höhe  übertragen  kann.  Da  nun  auch  das  Azimut 
in  beiden  Beobachtungen  gleich  grofs,  aber  entgegengesetzt 
im  Zeichen  ist,  sodafs  A^^-^A,  so  hat  man: 

dA    =r  —  cos  A'dq>  +  cos  9  sin  A'dt 
dh!  =  —  cos  A' dip  —  cos  9  sin  A'dt 

also: 

^  J  (dh  -  dh') 

at  = ; -7- 

cos  9  sm  ^ 
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Man  sieht  also  daraus,  dafs  man  zur  Bestimmung  der 
Zeit  aus  correspondirenden  Höhen  Sterne  wählen  murs,  deren 
Azimut  nahe  ±  90^  ist. 

1822  October  8.  wurden   von  Westphal  zu  Cairo  die  folgen- 
den correspondirenden  Sonnenhöhen  genommen:*) 

Doppelte  Höhe  der  0         Uhrzeit  Uhrzeit 


(Unterer  Rand) 

Vormittags 

Nachmittags 

Mittel. 

73"    0' 

21*    7' 27" 

2*  83'  ö9" 

23*  50'  43".  0 

20' 

8  24 

83     3 

43  .5 

40' 

9   23 

32      5 

44  .0 

74       0 

10  18 

31      9 

43  .5 

20 

11    16 

80   12 

44  .0 

40 

12   11 

29   14 

42  .5 

75       0 

13    11 

28   18 

42  .0 

20 

14     9 

27   15 

42  .0 

40 

16   10 

26    15 

42  .  5 

76       0 

16      6 

25   20 

43   .0 

Daraus  ergiebt  sich  fiir  den  unverbesserten  Mittag  im 
Mittel: 

28*  50'  48".  00 

Nun  ist  die  halbe  Zwischenzeit  zwischen  den  ersten  Be- 
obachtungen 2*  43'  16" ,  zwischen  den  letzten  2*  34'  37",  also 
im  Mittel: 

r  =  2*  88'  56".  5  =  2*.  649 

Berechnet  man  damit  die  Gröfsen  A  und  B,  so  er« 
hält  man: 

log  7     0.42808  0.42808 

cosec  7     0.19435  cotang  7  0.08028 

Compl.  log  720      7.14267  7.14267 

log  .4    7.7601  log  B  7.6460 


*)  Diese  Beobachtangen  werden  immer  so  angestellt,  daft  man  das 
HÖheninstmment  Vor-  und  Nachmittags  auf  eine  runde  Zahl  einstellt 
nnd  dann  die  Zeit  beobachtet,  wann  derselbe  Sonnenrand  diese  Hohe 
erreicht. 
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und  da: 


und: 


80  wird: 


d  =  -  6®  7\  <p  =  30*4 


log^t  =   3  .  4391  n 


a;  =  +    10".  46 


Die  Sonne  war  daher  im  Meridiane  oder  es  war  0*  wahre 
Zeit,  aU  die  Uhr  zeigte  23*  50'  53".  46.  Da  nun  die  Zeit- 
gleichung —  12'  33".  18  war,  so  ging  die  Sonne  an  dem  Tage 
um  23*  47'  26".  82   mittlere  Zeit  durch  den  Meridian  und   es  i 

war  daher  der  Stand  der  Uhr  gegen  mittlere  Zeit: 

-  3'  26".  64  ! 


I 


Berechnet  man  noch  die  Differentialgleichung,  so  erhält 
man,  wenn  man  dt  in  Zeitsecunden  ausdrückt: 

dt  =  -  0.0459  (dh'-dh) 

woraus  man  sieht,  dafs  man  einen  Fehler  von  0".46  in  der 
Zeitbestimmung  begeht,  wenn  man  die  eme  Höhe  um  10^ 
gröfser  oder  kleiner  beobachtet  als  die  andre. 

Diese  Differentialformel  kann  man  auch  brauchen,  um 
die  kleine  Correction  zu  berechnen,  welche  man  zu  dem  Mit- 
tel der  Zeiten  hinzuzulegen  hat,  um  die  Zeit  der  gröfsten 
Höhe  zu  erhalten,  wenn  man  Vor-  und  Nachmittags  nicht 
correspondirende,  sondern  nur  nahe  gleiche  Höhen  genom- 
men hat.  Ist  dann  nämlich  h  die  Vormittags  und  A'  die 
Nachmittags  gemessene  Höhe  tund  h'  ^h=:  dh,  so  ist  diese 
Correction: 

dh 

dt  —   + 


=    + 


30  cos  9  sin  A 

dh .  cos  h 
30  cos  9 .  cos  6  .  sin  / 


Will  man  die  äufserste  Genauigkeit  erreichen,  so  wird 
man  eine  solche  Correction  sogar  dann  nöthig  haben,  wenn 
man  gleiche  Höhen  beobachtet  hat.  Wiewohl  nämlich  (är 
gleiche  scheinbare  Höhen   die  mittlere  Refraction  gleich  ist, 


«' 


y 
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80  wird  dies  doch  nicht  mit  der  wahren  Refraction  der  Fall 
sein*),  wenn  nicht  zufällig  der  Stand  der  meteorologischen 
Instramente  Vor-  und  Nachmittags  derselbe  war.  Ist  nun 
aber  die  Refraction  des  Vormittags  9,  Nachmittags  q  -)-  (Jq, 
so  hat  man  das  Gestirn  Nachmittags  in  einer  wahren  Höhe 
beobachtet,  die  um  dq  kleiner  ist,  als  die  am  Vormittage  ge- 
messene und  man  hat  daher  dem  Mittel  der  Zeiten  die  Cor- 
rection  hinzuzuiiigen: 

do  cos  h 
dt  =  -  ^ 


30  C03  (p  cos  6  sin  / 

13»  Häufig  hindert  die  Witterung,  des  Vor-  und  Nachmit- 
tags correspondirende  Sonnenhöhen  zu  nehmen.  Man  kann 
aber  auch,  wenn  man  Nachmittags  und  am  folgenden  Tage  Vor- 
mittags correspondirende  Höhen  nimmt,  daraus  die  Zeit  der 
Mittemacht  suchen.  Die  von  der  Aenderung  der  Declination 
abhängige  Gröfse,  die  man  in  diesem  Falle  zu  dem  Mittel 
der  Uhrzeiten  oder  der  unverbesserten  Mittemacht  hinzuzu- 
legen hat,  um  die  wahre  Mittemacht  zu  erhalten,  nennt  man 
die  Mittemachtsyerbesserung. 

Ist  .7'  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen,  so  wer- 
den die  Stundenwinkel: 

r  =  12*  -  r 

und: 

—  f  =  -  12*  +  r 

Der  Fall  ist  dann  ganz  derselbe  wie  vorher,  nur  hat  diesmal 
die  Sonne  in  dem  Stundenwinkel  ^  r,  wenn  Aö  positiv  ist, 
die  gröfsere  Declination,  sodafs  man  ftir  die  Mittemachts- 
verbesserung fi  mit  umgekehrten  Zeichen  anwenden  mufs.  Es 
wird  daher  jetzt: 


720 

=  JL 

720 


(-L  tang  cp  -.  ^  tang  «  ) 


^)  Namentlich,  sobald  die  Höhen  klein  sind. 
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Schreibt  man  daför: 

80  kann  man  die  Tafeln  fiir  die  Mittagsverbesserung  auch 
ftir  die  Berechnung  der  Mittemachtsverbesserung  anwenden. 

Die  Gröfse  kann  man  dann  auch  noch  mit  dem  Argu- 
mente T  oder  der  halben  Zwischenzeit  in  Tafeln  bringen. 
In  WamstorflP's  Hülfstafeln  ist  diese  Gröfse  mit  /  bezeichnet» 
sodafs  dann  also  die  Mitternachtsverbessening  wird: 

*  =  fi\  \A  tang  9  —  5  tang  6] 

V.  Zach  hat  am  17.  und  18.  September  1810  zn  Mar- 
seille corrcspondirende  Sonnenhöhen  genommen.  Die  halbe 
Zwischenzeit  T  war: 

10*  55',  Ä  =  +  2*^  14'  16",  9  =  430  \f  50" 

und: 

log  |U  =  3  .  4463n 
Damit  erhält  man: 

/  =   1 . 0038 

/ti/i4  tang  9  =  —  142".  83 
-  ^KfB  tang  *  =  +       5.67 

also  fiir  die  Mittemachtsverbesserung: 

ar  =  -   186".  66 

Anm.  1.  Die  MitternachtsverbeMerung  findet  man  ebenso  wie  die 
Mittagsverbesserung  in  wahrer  Sonnenzeit.  Hat  man  nun  an  einer  Uhr 
beobachtet,  die  nach  mittlerer  Zeit  geht,  so  kann  man  ohne  weiteres 
auch  die  Verbesserung  als  in  mittlerer  Zeit  ausgedrückt  annehmen. 
Geht  aber  die  Uhr  nach  Stemzeit,  so  reicht  es  hin,  die  Verbesserung 
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mit  — -  zu  multipliciren ,  wovon  der  Logarithmus  0.0012  ist 

Anm.  2.  Ist  der  Stnndenwinkel  f  so  klein,  dafs  man  statt  des 
Sinus  und  der  Tangente  den  Bogen  setzen  kann,  so  wird  die  Mittags- 
Verbesserung : 


w--^ 
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Da  nun  aber  r  im  Zähler  aod  Nenner  nicht  in  einerlei  Einheit 
ausgedrückt  war,  indem  im  Zäler  die  Stunde,  im  Nenner  der  Radius 
als  Einheit  zum  Grunde  lag,  so  muls  man  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  noch  mit  206265  multipliciren  und  mit  15  X  8600  dividiren, 
und  erhält  dann: 


=  -  räfll  [t«»«  9  -  t«ng  «J 


WO  also  z  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden  fiir  r  =  0  ist. 
Wenn  aber  der  Stundenwinkel  gleich  Null  ist,  so  fallen  die  correspon- 
direnden  Höhen  in  eine  einzige  zusammen,  nämlich  in  die  gröfste  Höhe. 
X  ist  dann  also  diejenige  Gröfse,  welche  man  zu  der  Zeit,  wo  man  die 
grölste  Höhe  beobachtet  hat,  hinzulegen  muls,  um  die  Culminationszeit 
xn  erhalten. 

Derselbe  Ausdruck  war  schon  in  Nr.  7  bei  der  Reduction  der 
CircummeridianhÖhen  gefhnden. 

14«  Hat  man  keine  correspondirenden  Beobachtungen 
gemacht,  aber  doch  Vor-  und  Nachmittags  einige  Höhen  ge- 
nommen,  80  kann  man  durch  paarweise  Verbindung  solcher 
ungleicher  Höhen  eine  gute  Zeitbestimnmng  erhalten. 

Nimmt  man  wieder  an,  dafs  h  die  am  Vormittage,  h!  die 
am  Nachmittage  beobachtete  Höhe  ist,  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen: 

sin  A  —  sin  (p  sin  6 


cos  <  = 


cos  9  cos  ö 


j        sin  k'  —  sin  op  sin  d^ 

cos  r  =  -^ 

cos  9  cos  o 

Daraus  erhält  man: 

cos  9  cos  6  cos  Si   [cos  /  —  cos  ^]  =  sin  h  cos  ^  —  sin  V  cos  d 

+  sin  9  sin  (Ä'  — 6) 


oder  da: 


sin  h  cos  ^'  —  sin  ä'  cos  6  =  [sin  h  —  sin  *']  cos  6 

—  sin  h  [cos  6  —  cos  &] 


8  cos  9  cos  8  cos  6f  sin  —  sin =  2  cos  J-  (A+ä')  sin  |-  (h—h!)  cos  6 

-  2  sin  Ä  sin  J  (6'+6)  sin  \  (S-8) 
+  sin  9  sin  (6'  —6) 


2M 

Da  nun  die  gröfse  Aenderang  der  Declination  der  Sonne 
in  einem  Tage  noch  nicht  volle  24  Minuten  beträgt,  so  kann 
man  immer  statt  sin  (6'— 5)  und  sin  |  (6'— 6)  den  Bogen  setzen 
und  erhält  dann: 

«„  i  r/4./^   -  sin  i(h^h')  cos  i(h-^k') 

sin  \  y^i'Tt)  =  — ; — —-J — jT- 

8IO  f  (r  —  0  cos  <p  cos  o 


+ 


^  _  ^  sm  <p  -  sm  h  sin  — -  (.4) 

cos  q)  cos  0  cos  o  sm  


Den  Winkel  if—t  erhält  man,  wenn  man  die  halbe  Zwi- 
schenzeit   der  Beobachtungen    in    wahre    Zeit    und  dann  in 

Grrade  verwandelt.     Hat  man  aus  (A)  — —  gefunden,  80  maSs 

man  dies  in  Zeit  verwandeln  nnd  von  der  halben  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  abziehen.  Dann  erhält  man  den  zu 
der  vormittägigen  Höhe  gehörenden  Stundenwinkel  in  Zeit, 
dessen  absoluter  Werth  zu  der  Uhrzeit  der  ersten  Beobachtung 
addirt  die  Uhrzeit  im  wahren  Mittage  giebt. 

Für  einen  Fixstern  ist  6'  =  6 ,  dann  ist  also  das  zweite 
Glied  der  rechten  Seite  der  Gleichung  {Ä)  gleich  Null  und 
man  hat  einfach: 

,  siu cos  

.    <+/  2  2 

sin 


2                              j.    .    i-^i 
cos  <p  cos  o  sm 


Anm.  Waren  die  beiden  Höhen  einander  gleich,  so  wird  das  erste 
Glied  der  Gleichung  {Ä)  gleich  Null  und  man  erhält,  wenn  man  mit  6 
die  Declination  im  Mittage  bezeichnet  und  cos  6  =  cos  b*  nimmt, 
da  1^  (^+0  ^i'^®  kleine  GrÖfse  ist: 

\  (f +0  =    — —  (  tong  9  j.g   .    ^   -    — jj  tang  * ) 

2      \  cos  0    sm  r         COS9CO8O  sm  r  / 

oder,  da: 

sin  A  s=  sin  <p  sind  +  cos  9  cos  d  cos  r 

und: 


^  7 
720 
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wenn: 

ist: 

\  (^  +  0  ^^  ^'^'^  <^®^  2U  <^®i^  arithmeüschen  Mittel  ^  der  Uhrzeiten 
gehörende  Siundenwinkel.  Will  man  also  die  Zeit  dee  wahren  Mittags 
haben,  so  hat  man  zu  U  die  Gröfse  hinzuzulegen; 

Dies  ist  aber  derselbe  Ausdruck,  der  vorher  ftir  die  Mittagsverbes- 
serung gefunden  war. 

15.  Aus  zwei  beobachteten  Höhen  zweier  Gestirne 
kann  man  immer  Zeit  und  Poihöhe  zugleich  finden.  Man 
hat  in  diesem  Falle  wieder  die  beiden  Gleichungen: 

sin  A  ==  sin  9  sin  £  +  cos  9  cos  S  cos  / 
sin  A'  =  sin  9  sin  &'  +  cos  9  cosS'  cos<^ 

Ist  nun  u  die  Uhrzeit  der  ersten  Beobachtung,  u'  die 
der  zweiten,  äu  der  Stand  der  Uhr  gegen  Stemzeit,  so  ist: 

/    =  w  +  Ati  —  a 
«^  =  «'  +  Att  -  a' 

wo  At4  fiir  beide  Beobachtungen  als  gleich  angenommen  ist, 
da  man  voraussetzen  kann,  dafs  der  Gang  der  Uhr  während 
der  in  der  Regel  kurzen  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  be- 
kannt ist.     Dann  ist  also: 

(t/^„)  _  (a'_a)  =  A. 
eine  bekannte  Gröfse  und: 

m 

/  =  t  +  X. 

In  den  beiden  Gleichungen  (a)  sind  also  nur  die  beiden 
Unbekannten  9  und  t  cntlialten,  die  sich  also  daraus  bestim- 
men lassen.     Man  kann  nämlich  die  drei  Coordinaten: 

cos  9  cos  /,  cos  9  sin  t  und  sin  9 
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durch  eine  Unbekannte,  nämlich  den  parallactischen  Winkel, 
der  sich  leicht  durch  die  gegebenen  Gröleen  finden  läTst,  aus- 
drücken. Denn  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pol,  dem  Ze- 
nith  und  dem  Stern  hat  man: 

« 

sin  q>  =  sin  A  sin  6  +  cos  h  cos  6  cos  p 
cos  q>  sin  t  =  cos  h  sin  p  (jb) 

cos  9  cos  1  ==  sin  A  cos  S  —  cos  h  sin  6  cos  p 

mithin,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  ftir  sin  h' 
substituirt: 

sin  k'  =  [sin  £  sin  d'  +  cos  S  cos  S^  cos  k]  sin  h 

+  [cos  ö  sin  6'  —  sin  ö  cos  ö^  cos  X]  cos  h  cos  p  (c) 

—  cos  6^  sin  A  .  cos  A  sin  p 

Da  man  nun  aber  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pol  P 
und  den  beiden  Sternen,  wenn  man  die  Distanz  derselben 
mit  D  und  den  Winkel  am  ersten  Sterne  mit  s  bezeichnet 
(Fig.  8)  hat: 

cos  D  =  sin  5  sin  Sf  +  cos  6  cos  S'  cos  X 
sin  D  cos  8  =  cos  S  Bin  Sf  —  sin  Ö  cos  d'  cos  X  {d) 

sin  jD  sin  «  =  cos  S  sin  A 

so  erhält  man  aus  (c): 

sin  A'  =  cos  D  sia  h  +  sin  D  cos  A  cos  (5  +7)) 

wie  auch  unmittelbar  die  Betrachtung  des  Dreiecks  zwi- 
schen dem  Zenith  Z  und  den  beiden  Sternen  ergiebt«  Es 
ist  also : 

.         sin  ä'  —  cos  D  sink  ,  . 

cos  («+/>)  =  ; — 7 (e) 

.  ^     ^  sin  jD  cos  A 

Hat  man  durch  die  Gleichungen  (d)  und  (e)  den  Winlcel  p 
gefunden,  so  erhält  man  durch  die  Gleichungen  (6)  die  ge- 
suchten Grölsen  9  und  L  Die  Gleichungen  (d)  geben  fiir 
D  und  9  und  ebenso  die  Gleichungen  (b)  für  9  und  t  den 
Sinus  und  Cosinus,  folglich  kann  kein  Zweifel  darüber  blei- 
ben, in  welchem  Quadranten  diese  Winkel  genommen  werden 
müssen.  Die  Gleichung  («)  giebt  dagegen  nur  den  Cosinus 
yons+pf    und   man  kann  daher  nicht  wissen,    in  welchem 


'  i 
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Quadranten  «H-7>f  also  auch  p  liegt,  sondern  mufs  dies  aus 
andern  Betrachtungen  finden.     Es  ist  aber: 

sin  Z)  sin  (»  +/>)  =  cos  Ä'  sin  (A'—Ä) 

wo  A  und  A  die  beiden  Azimute  der  Sterne  bezeichnen. 
Ist  nun  D  nicht  über  180'*,*)  so  ist  sin  D  positiv,  also  müs- 
sen dann  sin  (s  +  p)  und  sin  {Ä  —  .4)  immer  dasselbe  Zeichen 
haben.  Der  Beobachter  weifs  aber  immer,  welches  Azimut 
das  gröfsere  ist  und  so  konnte  hierüber  nur  ein  Zweifel  ob- 
walten, wenn  A'^A  nahe  bei  0®  oder  ISQ^  wäre.  Dieser 
Fall  ist  aber,  wie  man  sogleich  sehen  wird,  ganz  zu  ver- 
werfen. 

Um  die  Formeln  (cf),  («)  und  Cb)  fiir  die  logarithmische 
Rechnung  bequemer  zu  machen,  mufs  man  Hülfswinkel  ein- 
fuhren.    Setzt  man; 

ün  Si  =  sin/ sin  F 
cos  Ä'  cos  X  =  sin/  cos  F 
cos  fi'  sin  A.  =  cos/ 

so  werden  die  Gleichungen  (d): 

cos  D  =  dn/cos  (F— Ä) 
sin  Z)  cos  s  =  sin /sin  (F— 6) 
sin  D  sm  8  =  cos/ 

Der  Formel  {e)  kann  man,  wie  dies  schon  früher  in 
Nr.  2  und  3  dieses  Abschnitts  mit  ähnlichen  Formeln  gesche- 
hen ist,  die  folgende  Gestalt  geben: 

.  .         ^,  cos  5  sin  (S—h!) 


C08(Ä-Z))8in(5-Ä) 
wo: 

^,  _  -D  +  A  +  A' 

o     —     — — ^— — — 


*)  Es  liegt  immer  in  der  Gewalt  des  Beobachters,    solche  Sterne 
auszuwählen,  bei  denen  dies  nicht  statt  findet 
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Setzt  man  endlich: 

sin  ^  sin  Cr  =  sin  A 
sin  g  cos  G  =:  cos  h  cos  p 
cos  g  =  cos  h  sin  p 

80  werden  die  Formeln  (i): 

sin  9  =  sin  ^  cos  ((7—5) 
cos  9  sin  t  =  cos  g 
cos  cp  cos  ^  =  sin  g  sin  (G—S) 

So  hat  man  also  ein  System  von  13  Gleichungen  zu  be- 
rechnen,  welches  man  auch  durch  die  Verbindung  mehrerer 
(sodafs  man  die  Tangenten  findet)  auf  neun  zurückfuhren 
kann. 

Um  nun  zu  sehen,  wie  man  die  Sterne  auswählen  mufs, 
wenn  man  durch  diese  Methode  die  sichersten  Resultate  er- 
zielen will,  mufs  man  die  beiden  Differentialgleichungen: 

dÄ  =  —  COS  A  dq)  —  cos  9  sin  A  dt 
dU  =  —  cos  Ä  dcp  —  cos  <p  sin  A^  dt 

betrachten,  wo  in  den  beiden  Gleichungen  derselbe  Fehler 
in  der  Zeit  angenommen  ist,  weil  man  den  Unterschied  immer 
mit  auf  den  Fehler  in  der  Höhe  übertragen  kann.  Durch  die 
Combination  beider  Gleichungen  findet  man  nun,  je  nachdem 
man  dq*  oder  cos  qtdt  eliminirt: 

cos  A'  cos  A  ,  - 

'*"  'P'^'  =         .in  (A'-A)  '^*  -  sin  (A'-A)  *** 

sin -4'  ,,  sin  ^  ,,, 

sm  {A  —A)  sm  (A  —  A) 

Daraus  sieht  man  also,  dafs  wenn  die  Fehler  in  h  und  A' 
keinen   grofsen  Einflufs    auf  das   Resultat  haben  sollen,   die 
Sterne  so  auszuwäMen  sind,  dafs  A'—A  möglichst  nahe  ±  90^ 
ij  wird.     Ist  Ä^A  genau  gleich  90<^,  so  wird: 

||  cos  9(i/  =  cos  A  dh  ^  cos  Adh 

d9  =  —  sin  Ä dh  +  sin  AdJi 


Ist  dann  Ä  nahe  bei  ±  90<^,  also  A  nahe  bei  0  oder  ISCP, 
so  wird  in  der  erstcren  Gleichung  der  Coefficient  von  dh  ein 
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Minimum 9  der  ron  dli  dagegen  ein  Maximum ,  also  hängt 
die  Genauigkeit  der  Zeitbestimmung  hauptsächlich  von  der 
Höhe  ab  9  welche  nahe  am  ersten  Verticale  genommen  ist. 
Ebenso  sieht  man  aus  der  zweiten  Gleichung,  dafs  die  Ge- 
nauigkeit der  Breitenbestimmung  hauptsächlich  von  der  Ge- 
nauigkeit der  Höhe  abhängt,  welche  nahe  am  Meridiane  ge- 
messen ist. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dafs  man  zwei  verschie- 
dene Sterne  beobachtet  hat,  man  kann  indessen  auch  densel- 
ben Stern  einmal  nahe  beim  Meridiane  das  andre  Mal  nahe 
am  ersten  Verticale  beobachten,  wo  dann  die  Formeln  noch 
etwas  einfacher  werden.  Nimmt  man  aber  zwei  Sonnenhö- 
hen, so  mufs  man  zur  Berechnung  derselben  die  vorher  ge- 
gebenen Formeln  anwenden,  weil  die  Declinaüon  für  beide 
Beobachtungen  verschieden  ist. 

Beispiel.  Westphal  hat  am  29sten  October  zu  Beni- 
suef  in  Aegypten  die  folgenden  Höhen  des  Mittelpuncts  der 
Sonne  beobachtet: 

u    =  20*  48'  48"     h    =  S7^  66'  69".  6 
m'  =  23      7     17        ä'  =  50    40   65  .3 

Vemachläfsigt  man  den  geringen  Unterschied  zwischen 
mittlerer  und  wahrer  Zeit  während  2*  18',  so  erhält  man: 

A  =   2*  18'  29".0  =  84®  37'  15".0 

Die  Declinationen  der  Sonne  waren: 

Ä  =  -  10*  10'  60".  1      Ä'  =  -  10*  12'  57".  8 

Damit  erhält  man  dann: 

F  =  -   12*  21'  8".99 
8in/=         9.9185944 
cos/=        9.7475171 

8  =        93*  12'  59".25 

;?  =  —  39   57    17.38 

G   =    45  29  37.58 
sin^  =   9.9356598 
C08^  =    9.7044877« 
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und  daraus  endlich: 

9=        29*    5' 39".  6 
«  =  -  85    24   59  .46 
=  -     2*  2l'  89". 97 

Da  die  Zeitgleichung  —  15'  0".0  betrug,  so  war  es  dem- 
nach 21»  23'  20".  0  als  die  Uhr  20»  48'  48".  0  zeigte,  also  der 
Stand  der  Uhr: 

Au  =  +  34'  82". 0 

Berechnet  man  die  Differentialgleichung,   so  erhält  man,  da: 

i4  =  -  46"  20'  und  ^'  =  -  1®  15' 
dtp  =  +  0.0808  dh  —  1.0215  dh' 
eosqtdt  =  +  0.0941  dh  —  0.0650  dh' 

yivo  dt  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist.  Hier  hat  also  auch 
noch  die  zweite  Höhe  einen  grofsen  Einflufs  auf  die  Zeitbe- 
stimmung, weil  die  erste  weit  vom  ersten  Vertical  genom- 
men ist. 

16»  Wenn  man  einen  Stern,  dessen  Declination  sich 
nicht  ändert,  zwei  Mal  beobachtet,  so  wird  die  Auflösung 
des  eben  betrachteten  Problems  einfacher.  Fällt  man  dann 
nämlich  vom  Pole  auf  den  beide  Sterne  verbindenden  gröfs- 
ten  Elreis  SJ^  Fig.  9  einen  senkrechten  gröfsten  Kreis  PQf 
so  halbirt  dieser  die  Seite  Stff.  Bezeichnet  man  dann  PQ 
mit  N,  SJff  mit  D,  so  hat  man: 

sia  \  D  =  cos  6  ain  i  X 
cos  i  D  sia  N  =  cos  6  cos  |  A.  (Ä) 

cos  ^  Z>  cos  iV  =  sin  A 

Zieht  man  femer  vom  Zenith  nach  Q  einen  gröfsten  Kreis 
und  bezeichnet  den  Winkd  ZQS  mit  Q,  so  ist: 

sin  h    =  coa  i  D  cos  QZ  +  sin  ^  Z)  sin  QZ  cos  Q 
sin  h'  =  cos  1^  D  cos  QZ  —  sin  i  D  sin  QZ  cos  Q 

also: 

^„       8inh  +  sin  h' 

cos  QZ  = T 

2  cos  i  /> 
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und: 


.     ^  «.         ^       sin  Ä  —  ßin  V 

Bin  QZ  COB  Q  =  — ^    '     <   r. 

2  sin  I  i) 


Fällt  man  endlich  vom  Zenith  auf  PQ  einen  senkrechten 
gröfBten  Kreis  ZM  und  nennt  F  und  G  die  Stücke  PM 
und  ZMf  so  hat  man  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  QMZ: 


cos  QZ  —  coB  O  cos  (N—F) 
sin  QZ  cos  (2  =  sin  G 


also  ist  auch: 


.    ^        co8H*  +  Ä')«ni(Ä-Ä') 

sm  Cr  =  »    .  y^ 

sin  f  D 

cos  ö  cos  (N—F)  =  j-rr 

cos  f  /> 


(5) 


Hat  man  auf  diese  Weise  mittelst  der  Formeln  (i4)  und 
{B)  die  Gröfsen  F  und  (r  berechnet,  so  erhält  man  cp  und  t 
durch  die  Formeln: 

sin  9  =  cos  F  cos  6? 
cos  9  sin  (f  4-  )>  A)  =  sin  6^  (€) 

cos  9  cos  0  -f  i  A)  =  cos  6^  sin  F 

welche  sich  einfach  durch  die  Betrachtung  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  PMZ  ergeben. 

Dieselbe  Methode  der  Auflösung  der  Aufgabe  kann 
man  nun  auch  auf  den  in  Nr.  15  betrachteten  allgemeinen 
Fall  anwenden,  indem  man  entweder  den  Winkel  an  der 
Spitze  des  Dreiecks  PSI^  halbirt,  wo  dann  die  Grundlinie  SS 
nicht  mehr  halbirt  wird  oder  umgekehrt  die  Mitte  der  Grrund- 
linie  mit  der  Spitze  verbindet,  wodurch  der  Winkel  in  zwei 
ungleiche  Theile  zerlegt  wird.  Bezeichnet  man  dieselben 
durch  \  X-^x  und  ^  A— «,  so  hat  man  zuerst  x ^D  und  N  zu 
bestimmen  und  findet  dann  9  und  t  durch  die  eben  gegebe- 
nen Formeln  (E)  und  (C),  wo  dann  in  den  letztem  nur  k  ^^-^ 
statt  \  X  vorkommt. 

Nimmt  man  als  Beispiel  das  in  der  vorigen  Nummer  ge- 
brauchte, indem  man  auf  die  Aenderung  der  Declination  der 
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Sonne  keine  Rücksicht  nimmt,  sondern  dieselbe  als  constant 
nämlich  gleich  —  10®  12'  57''. 8  nimmt«  so  erhält  man; 

N  =  100^41'  19".9 
N—F  =41  1  56  .8 
also  F  =     59    89  28  .6 

G  =-l5    44     8  .4 

und  damit  endlich: 

9  =  29"  5  '  40".5 

t  =  -  85*23'  22". 4 

=  -  2*  21'  83".  6 

Att  =  +  84'  88".  5 

17.  Diese  Methode ,  die  Polhohe  und  Zeit  aus  zwei 
Höhenbeobachtungen  zu  bestimmen ,  wird  sehr  häufig  zur 
See  angewandt.  Die  Seefahrer  gebrauchen  aber  nicht  die  eben 
gegebenen  directen  Auflösungen  der  Aufgabe,  weil  die  Rech- 
nung nach  denselben  zu  weitläuftig  ist,  sondern  bedienen  sich 
immer  einer  indirecten  Methode ,  welche  von  Douwes,  einem 
holländischen  Seefahrer  zu  diesem  Zwecke  vorgeschlagen  ist. 
Da  ihnen  nämlich  die  Breite  durch  die  gewöhnliche  SchiflFs- 
rechnung  nach  Compass  und  Log  annähernd  bekannt  ist,  so 
finden  sie  mit  dieser  genäherten  oder,  wie  man  in  der  Schif- 
fersprache sagt,  gegifsten  Breite,  aus  der  vom  Meridiane  ent- 
fernten Höhe,  der  Zwischenzeit  und  der  Declination  eine 
freilich  nur  annähernd  genaue  Zeitbestimmung,  mit  welcher 
sie  aus  der  dem  Meridiane  nahen  Höhe  die  Polhöhe  berech- 
nen. Mit  diesem  neuen  Werthe  der  Polhöhe  wird  dann  die 
Rechnung  für  die  Zeitbestimmung  wiederholt. 

Nimmt  man  wieder  an,  dafs  dasselbe  Gestirn  zwei  Mal 
beobachtet  ist,  so  hat  man: 

sin  h  —  sin  h!  =  cos  9  cos  6  [cos  <  —  cos  0+A)] 

-  2  cos  9  cos  6  sin  0  +  ^  A)  sin  ^  X 

ako: 

2  sin  (t+^  X)  =  sec  9  sec  6  cosec  ^  X  [sin  h  —  sin  h!] 

oder,  wenn  man  die  Formel  logarithmisch  schreibt: 

{A)    log .  2  sin  (<-f  I X}  :=^  log  sec  9 + log  sec  d+log  [sin  A— sinA'] + log  cosec  ^X 
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Da  nun  9  annähernd  bekannt  ist,  so  kann  man  aus  die- 
ser Gleichung  ^+1^9  also  auch  t  finden  und  erhält  dann 
ans  der  am  Meridiane  gelegenen  Höhe  A'  eine  genauere  Pol- 
hohe durch  die  Formel: 

CO8  (9—6)  =  sin  h'  +  CO8  9  cos  ^ .  2  sin  i  0+^)'  (-B) 

Stimmt  das  hierdurch  gefundene  Resultat  mit  der  gegifs- 
ten  Breite  nur  entfernt  überein,  so  mufs  man  die  Formeln  (A) 
und  (jB)  mit  dem  jetzigen  Werthe  von  9  von  neuem  be- 
rechnen« 

Zur  Erleichterung  der  Rechnung  sind  nun  von  Douwes 
Tafeln  gegeben,  die  sich  in  den  „Tables  requisites  to  be  used 
with  the  nautical  ephemeris  for  finding  the  latitude  and  lon- 
gitude  at  sea^'  und  in  den  Handbüchern  der  Schifffahrtskunde 
finden.  Diese  Tafeln  geben  die  Werthe  von  log  cosec  1  X 
für  die  Stundenwinkel  in  Zeit  unter  der  Aufschrift  log.  half 
elapsed  time  (Logarithmus  der  halben  verflossenen  Zeit)  und 
von  log  2  sin  (^+  ^  ^)  unter  der  Aufschrift  log.  middle  time 
(Logarithmus  Mittelzeit)  und  endlich  von  log  2  sin  i  t*  unter 
der  Aufschrift  log.  rising  time  (Logarithmus  Steigezeit).  Die 
Gröfse  log.  sec  9  sec  ö  heifst  daselbst  log.  ratio  und  man  hat 
also  nach  Gleichung  {A): 

Log  Mittelzeit  =  Log  ratio  +  Log  [sin  h  —  sin  h!] 
+  Log  halbe  verflossene  Zeit. 

Sucht  man  diesen  Logarithmus  in  den  Tafeln  ftir  Mit- 
telzeit aufy  so  erhält  man  unmittelbar  t  Nun  sucht  man  fiir 
den  Stundenwinkel  t+A  den  Log  Steigezeit,  zieht  davon 
log.  ratio  ab  und  addirt  die  dazu  gehörige  Zahl  zu  dem 
Sinus  der  gröfsten  Höhe.  Dadurch  erhält  man  dann  den 
Sinus  der  Meridianhöhe  also  auch  die  Polhöhe. 

Will  man  statt  der  Douwesischen  Tafeln  die  gewöhn- 
liche sphaerische  Rechnung  anwenden ,  so  hat  man  die  For- 
meln zu  berechnen: 

«n  r/4. «  n  -  co»H^-f^OsinK^-^^) 

am  [l+i/.}  —  ITT— 7-:; 

cos  9  cos  O  sin  ^  A 

18 
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und: 

8in  Ä 

C08(9-iV)   =    -^- 

wo: 

sin  d  =  Af  sin  N 
cos  Ö  cos  t  —  M  cos  iV 

Rechnet  man  das  Beispiel  in  Nr.  15  nach  Douwes  Me- 
thode und  nimmt: 

an,  80  wird: 

log  ratio         0.06512 
log  (sin  h  -^  sin  h!)         9. 20049» 
log  half  elapsed  time         0.52645 


>g  middle  time 

9.79206m 

/  = 

-  2*  21'.  4 

also  /  = 

-  O*    2'.  9 

log  riiiing  time 

5.90S40 

log  ratio 

0.06612 

-f  0.00007 

tinhl  +  0.77864 

cos  (9-6)  =      9.88858 

9-6  =       89"18'.7 

9  =        29    5.7 

Wenn  man  die  Beobachtungen  zur  See  anstellt,  so  wer- 
den die  beiden  Höhen  in  der  Regel  an  verschiedenen  Orten 
der  Erde  genommen,  weil  das  Schiff  sich  in  der  Zwischenzeit 
der  beiden  Beobachtungen  fortbewegt.  Da  aber  die  Geschwin- 
digkeit des  Schiffs  durch  das  Log  und  die  Richtung  des 
Laufs  durch  den  Compass  bekannt  ist,  so  kann  man  immer 
die  beiden  Höhen  auf  einen  Beobachtungsort  reduciren. 

Das  Schiff  sei  bei  der  ersten  Beobachtung  in  A  Fig.  10, 
bei  der  zweiten  in  B.  Denkt  man  sich  nun  vom  Mittelpuncte 
der  Erde  nach  dem  Sterne  S  eine  gerade  Linie  gez(^;en, 
welche  die  Oberfläche  in  S  schneidet,  so  wird  in  dem 
Dreiecke  A  BS  die  Seite  BS  die  an  dem  Orte  B  gemessene 
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Zenithdistanz  sein  und  man  wird,  dti  AB  bekannt  ist«  hier- 
ans  die  Seite  AS  d.  h.  die  Zenithdistanz  des  Sterns,  welche 
man  an  dem  Orte  A  gemessen  hätte,  berechnen  können, 
wenn  man  den  Winkel  S BA  kennt.  Der  Schiffer  mufs  da- 
her, wenn  er  die  zweite  zu  redudrende  Höhe  milst,  auch 
das  Azimut  des  Sterns  nehmen  d.  h.  den  Winkel  SBC  und 
da  er  den  Winkel  CBAy  welchen  die  Richtung  des  Schiffes 
*mit  dem  Meridiane  macht,  kennt,  so  ist  dadurch  auch  der 
Winkel  SBA  bekannt.  Bezeichnet  man  denselben  durch  a 
und  die  Entfernung  der  beiden  Orte  A  und  B  mit  A,  so 
hat  man: 

sin  \  =  sin  A  cos  ^  +  sin  A  cos  h  cos  a 

WO  Ao  die  reducirte  Höhe  ist.     Schreibt  man  daflir: 

sin  h^  =  sin  A  +  sin  A  cos  h  cos  a  —  2  sin  |  A*  sin  h 

SO  erhält  man,  wenn  man  A  statt  sin  A  setzt,  nach  der  For- 
mel 20  der  Einleitung: 

Aq  =A  +  Aco8a—  \  6}  lang  h 

wo  man  gewöhnlich  das  letzte  Glied  vemachlärsigen  kann. 

18*    Hat  man  drei  Höhen  eines   und  desselben  Sterns 
beobachtet  so  hat  man  die  drei  Gleichungen: 

sin  h     =  sin  9  sin  6  +  cos  9  cos  6  cos  t 

sin  h!    =  sin  9  sin  6  -f  cos  9  cos  6  cos  0  +  A) 

sin  h"  =  sin  9  sin  d  +  cos  9  cos  6  cos  {t-¥^) 

aus  denen  man  drei  Gröfsen,  also  9,  t  und  6  bestimmen  kann. 
Führt  man  nämlich  die  folgenden  drei  Hülfsgröfsen  ein: 

X  =  cos  9  cos  ö  cos  / 
y  =  cos  9  cos  8  sin  / 
z  =  sin  9  sin  6 

SO  werden  die  drei  Gleichungen  jetzt: 

sin  A     =  2  -f  X 

sin  ä'    =  2  +  x  cos  Ai   —  y  sin  A 

sin  hf'  =z  z  -h  X  cos  X'  —  y  sin  X 

aus  denen  man  die  drei  Unbekannten  z,  y  und  x  durch  eine 

18* 
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einfache  Elimination  findet.   Kennt  man  diese  aber,  so  erhält 
man  daraus  die  Gröfsen  9,   t  und  8  durch  die  Gleichungen: 

tang  i  =  ~ 

sin  <p  sin  ö  =  z 
cos  q>  cos  6  =  Va?*+y* 

Diese  Aufgabe  wäre  nun  eine  der  bequemsten  und  nütz- 
lichsten, weil  man  zur  Berechnung  der  Beobachtungen  durch- 
aus keine  fremden  Data  zu  entnehmen  hätte.*)  Sie  ist  aber 
practisch  nicht  anwendbar»  weil  die  Fehler  in  den  Höhen  ei- 
nen sehr  grofsen  Einflufs  auf  die  zu  findenden  Gröfsen  aus- 
üben. Nimmt  man  indessen  6  nicht  mehr  als  constant  an 
sondern  beobachtet  drei  verschiedene  Sterne,  deren  Declina- 
tion  man  als  gegeben  ansieht,  so  erhält  man,  wenn  man  über* 
dies  die  drei  Höhen  als  gleich  annimmt,  eine  sehr  bequem 
anwendbare  Aufgabe. 

19«  In  diesem  Falle  werden  nämlich  die  drei  Glei- 
chungen: 

sin  A  =  sin  9  sin  S  +  cos  <p  cos  ö  cos  t 
Bin  h  =:  sin  cp  sin  6^  +  cos  9  cos  6^  cos  (t+X)         (a) 
sin  A  =  sin  9  sin  6"  +  cos  9  cos  6"  cos  (ti-X') 
wo  A    =  («'— u)  —  (a'— a) 
und  A'  =  (f/'^u)  -  (a"-a) 

Betrachtet  man   zunächst  nur  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen, so  erhält  man,  wenn  man  darin: 

i  (6'  +  Ä)  +  i  (5-fi')  statt  ö  und  4  C«+«')  -  4  («-6'; 

statt  d'    setzt  und    die  zweite  Gleichung    von    der    ersteren 
abzieht: 

0  =  2  sin  9  sin  J  (ö— ^  cos  |  (Ö+Ä*)  +  cos  9  cos  t  [cos  J  (Ä+6')  cos  J  (Ä— d') 
-  cos  9  cos  0+ A)  [cos  i  (Ä+^)  C08i  (Ä-6')  +  sin  i  (6  +  6')  sin  |  (6-^)] 


*)  Denn  da  drei  Hohen  eines  and  desselben  Sterns  beobachtet  sind, 
so  kommt  auch  die  Rectascension  in  X  und  X'  nicht  vor. 
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oder: 

0  =  sin  9  ßin  J  (tf  — 6')  coa  ^  (6  +  6') 

+  cos  <p  cos  i  (S  +  öf)  cos  i  (d  —  S>)  sin  |^  A  sin  (r+  ^  A,) 

-  cos  9  sin  J  (6+  6')  sin  J  (ö—S^)  cos  9  cos  J  A  cos  0+  J  A) 

Daraus  findet  man: 

tang  9  =  —  sin  i  A. .  sin  (/ +  ^  A,)  cotang  ^  (6— ö') 
+  cos  i  A .  cos  (r+  J  X)  tang  H*+ ^) 

Führt  man  also  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

sin  ^  A  .  cotang  J  (ß—&)  =  A'  sin  ^ 
cos  i  A  .    tang   |  (6+6')  =  ^'  cos  Bf  (Ä) 

B  +  iX    =     C/ 

so  wird: 

tang  9  =  .4'  cos  (^+C)  (B) 

Verbindet  man  auf  gleiche  Weise  die  erste  und  dritte 
der  Gleichungen  (a),  so  erhält  man  ganz  ähnliche  Formeln, 
in  denen  nur  X  imd  6  andre  Accente  haben,  nämlich: 

sin  I  A'  cotang  |  {SS^')  =  Ä'  sin  J5"   ^ 
cos  i  A'    tang    |  (^+6")  =  Ä'  cos  -B"   |  (C; 

B"  +  i  A'  =  C"  ) 

tang  9  =  Ä'  cos  O+C")  (/>) 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  Formeln  (B)  und  (I) 
erhält  man  femer: 

Ä  cos  0+C)  .=  .4"  cos  O  +  C) 

Um  nun  aus  dieser  Gleichung  t  zu  bestimmen,  schreibe 
man  dafiir: 

>4'co8  [<  +  H+C-Ä]  =  .4"  cos  [<  +  iy+C"--&] 

wo  //  ein   willkührlicher   Winkel  ist,  sodafs  man,  wenn  man 
die  Cosinus  auflöst,  erhält: 

Ä  cos  jd-n)  -  Ä'  cos  (C-//) 
tang  O  +  H)  -  ^,  __^____^  ^.^  ^^,_^ 

Für  jEf  kann  man  nun  einen  solchen  Werth  setzen,  der 
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die  Formel  am  bequemsten  macht,  also  Null  oder  C  oder  C. 
Die  eleganteste  Form  erhält  man  aber,  wenn  man: 

H=  H^  +  O 
setzt.     Dann  wird  nämlich: 

tang  [f+i  (C+O]  =  j^t!  cotang  \  (C-CO 

Führt  man  dann  den  Hülfswinkel  4. ein,  gegeben  durch 
die  Gleichung: 


so  wird: 


Ä' 
tang  (J  =  -^  iß) 


^'-^"         l  -tang  4  ,  ^^     ^ 


also: 

tAng  [<  +  i  (C^+O]  =  tang  (45 «-4)  eotang  f  (C-C)  (F) 

Die  Gleichungen  (^)  bis  (F)  enthalten  die  Auflösung 
der  Aufgabe.  Man  sucht  zuerst  aus  den  Gleichungen  (A) 
und  {C)  die  Werthe  von  A!,  B,  C  und  Ä\  B\  C\  findet 
dann  i  durch  die  Gleichungen  (E)  und  {F)  und  zuletzt  <p 
aus  einer  der  Gleichungen  {B)  oder  (Z?).  Die  Höhe  selbst 
braucht  man  also  zur  Berechnung  von  9  und  i  nicht  zu  ken- 
nen. Substituirt  man  aber  die  gefundenen  Werthe  in  die 
ursprünglichen  Gleichungen  (a),  so  erhält  man  h  und  kann 
daher,  wenn  man  die  Höhe  auch  am  Instrumente  abgelesen 
hat,  aus  der  Vergleichung  der  Rechnung  mit  der  Beobach- 
tung den  Fehler  des  Instruments  bestimmen. 

Um  nun  zu  sehen,  wie  die  drei  Sterne  am  Hinmiel  ver- 
theilt  sein  müssen,  damit  man  durch  die  Beobachtung  dersel- 
ben die  sichersten  Resultate  erhält,  betrachtet  man  wieder 
die  Differentialgleichungen.  Da  die  drei  Höhen  gleich  sein 
sollen,  so  kann  man- auch  dli  in  allen  drei  Differentialglei- 
chungen als  gleich  annehmen  und  die  Fehler,    welche  etwa 
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bei  der  Beobachtung  der  Höhen  gemacht  sind,  mit  auf  die 
Zeit  werfen.     Ist  dann: 

<  =  ti  +  ^u  —  a 

BO  wird  also  dt  aus  zwei  FeUem  zusammengesetzt  sein, 
nämlich  erstens  aus  dem  Fehler  im  Stande  der  Uhr  f/(Au), 
welcher  bei  allen  drei  Beobachtungen  derselbe  ist,  weil  der 
Gang  der  Uhr  als  bekannt  angenommen  wird,  zweitens  aber 
aus  dem  Fehler  in  der  Zeit  der  Beobachtung,  welcher  letz- 
terer fiir  jede  derselben  ein  andrer  sein  wird. 

Die  drei  Differentialgleichungen  werden  somit: 

dh  ^  —  cos  A  dq>  —  cos  9  sin  A  du  ^  cos  q)  sin  i4  d  (Ati) 
<fÄ  =  —  cos  A'  <fq)  —  cos  9  sin  A'  du'  —  cos  9  sin  A'  d  (Am) 
dh  =  —  cos  A^'  dtp  —  cos  9  sin  A"  du"  —  cos  9  sin  A"  d  (Au) 

Zieht  man  die  beiden  ersteren  Gleichungen  von  einan- 
der ab  und  verwandelt  die  Differenzen  der  Sinus  und  Cosinus  in 
Producte  der  Sinus  oder  Cosinus  der  halben  Summen  und 
Differenzen  der  Winkel,  so  erhält  man: 


A+A'    ,           ^          A-^A'               ./A    \         cos  9  sin  i4     , 
0  =  2  sin  ^9  —  2  cos  — - —  cos  9  d{Au)  —   ~- — -jf-  du 

sin  

8 

COS  9  sin  A'  ,  , 

+  ^ r-  du 

.     A-A' 

sin  — ^ 

2 

und  ebenso    durch  die   Verbindung    der   ersten   und   dritten 
Gleichung: 

^    .     A+A''  ^  A  +  A"  .,.    .        cos  9  sin  ^ 

0  =  2  sm ^9  —  2  cos cos  9  et  (Au)  — — -pj  du 

2  2  A—A 

sin 

2 

cos  9  sin  A"   ,  ,, 

Sin  — - — 
2 
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Aus  beiden   Gleichungen  findet   man  dann,  je  nachdem 

man  d(Au)  oder  dcp  eliminirt: 


cos  q>sin  A  .  coa cos  q)  sm  A  cos 

""p  =  ,  .  A^A'—^r  '*"  +  ^.  ^-A  .  /-ji'  •'"' 

2  sin  sin  2  sin sin 

2  2  2  2 


cos  9  sin  Ä*  cos 


T^V^«-" 


2  sin  sin  


und: 


,              .      A  "^ A  ,        f    .     A'T A 

sm  i4  .  sm  sin  A  sin 


rf(A«)  =  -— XZT-yiiZZ'  '*"  +  ■"     A'-A    .    !4'-^"   '*"' 
2  sin  sm 2  sin  sm 


2  2 


v/    •      -^  +  -4 
Sin  Ä   sm  • 


7r—7f  du'' 


2  sm  —  sm 


2  2 

Man  sieht  daraus,  dafs  man  die  Sterne  so  auszuwählen  hat, 
dafs  die  Differenzen  der  Azimute  je  zweier  auf  einander  fol- 
gender Sterne  möglichst  grofs  werden,  weil  dann  die  Nenner  der 
Differentialquotienten  ebenfalls  ein  Maximum  erreichen,  man 
mufs  daher  darauf  sehen,  dafs  die  Differenzen  der  Azimute 
nahe  gleich  120*^  werden.*) 

Beispiel.  Dr.  Westphal  hat  am  5ten  October  1822 
zu  Cairo  folgende  drei  gleiche  Stemhöhen  beobachtet. 

a  Ursae  minoris  um  8^  28'  17'' 

a  Hercalts  Sl    21     im  Westen 

a  Arietis  47    80     im  Osten 


*)  Die  hier  gegebene  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  von  Gaufs. 
Vergleiche  Monatliche  Correspondenz  Band  XVIII  pag.  277  und 
folgende. 
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Die  Oerter  der  drei  Sterne  waren  an  diesem  Tage: 

a  ö 

a  ürsae  minoris     0*  58'  14".lO  +  88®  2l'  54". S 
a  Herculis  17      6    84.26         14    36      2.0 

a  Arietis  1    57    14  .00         22    87    22  .7 

Nun  ist: 

t/-tt  =  +   3'  4".0  m"-«  =  +   19'  13".    0 

oder  in  Stemzeit: 

=  +  3'     4".  50  +         19    16  .16 

a'-a     =  -        7*  51'  .S9".84  af^-a  =  +  0''  58'  Ö9".90 

X         =  +        Jh  54'  44".84  A'      =  -  0'»  39'  43".  74 

=         118^*41'     5".  10  =  -   9®  55'  56".  10 

Femer  ist: 

J(6-6')  =  36*»  52' 56".  15 
J(6  +  6')  =  51  28  58  .15 
i  (6-6")  =  32  52  15  .80 
i  (6+Ö")   =  55     29   38  .50 

Damit  erhält  man  dann: 

log^'  =  0.1183684  log^"  =        0.1629829 

Bf      =  60*»  48' ll".  92  jB"      =  -  5®16'52".22 

C      =  120     8  44  .47  C"       =  -^  10   14   50  .27 

^  (&  +  &')  =      54*»  56' 57".  10 

iCCT-C")  =      65    11    47  .37 

4  =      47     56   16  .08 

/  =:-  56*»  18'  28".09 

=  -3*  46'  13".  87 

/+C  =       63*»  50'  16". 38 

<+C"  =  -  66    33    18  .36 

und  hieraus  nach  den  Formeln  (B)  und  (/>)  tibereinstimmend: 

9  =  30*»  4'  23".  73 

Aus  t  erhält  man  die  Stemzeit: 

0  =  21*  13'  0".23 
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und  da  die  Stemzeit  im  Mittage  12^  54'  2".()4  war,  so  war 
die  mittlere  Zeit  gleich  8^  17'  36''.  44,  also  der  Stand  der  Uhr 
gegen  mittlere  Zeit: 

All  =  -  10'  40".  56 

Berechnet  man  auch  die  Höhe  aus  einer  der  drei  Glei- 
chungen (a)  80  erhält  man: 

h  =  80*^58'  14".44 
Aus  A  findet  man  die  beiden  andern  Stundenwinkel: 

/    =         62**  22'  87".01 
^"  =  -  66     14    24    19 

und 'damit  die  drei  Azimute: 

A  =  181**  85'.  2 
A'  =  89  83.2 
A"  =  279    50.4 

endlich  fiir  die  Differentialgleichungen: 

d<p  =  -  0.    829  du  -  5.789  du    -  6.068  dii" 
d(Att)  =  -  0.0018  du  +  0.468  du'  -  0.396  dt/' 

WO  d(p  in  Bogen,  d  (Au)  dagegen  sowie  duy  du'  und  du"  in 
Zeitsecunden  ausgedrückt  ist. 

20.  Cagnoli  giebt  in  seiner  Trigonometrie  eine  sehr 
elegante  Auflösung  grade  nicht  des  hier  betrachteten  Pro- 
blems, aber  doch  eines  ganz  ähnlichen,  sodafs  sich  seine  For- 
meln unmittelbar  auf  diesen  Fall  anwenden  lassen.  Verlangt 
man  aufser  der  Zeit  und  der  Polhöhe  auch  die  Kenntnifs  der 
Höhe  selbst,  so  ist  die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  von 
Cagnoli  noch  etwas  bequemer  als  nach  den  eben  gegebenen. 

Es  seien  /S,  S^  und  S'  Fig.  11  die  drei  beobachteten 
Sterne.  Betrachtet  man  nun  das  Dreieck  zwischen  dem  Ze- 
nith  Z,  dem  Pole  P  und  dem  ersten  Sterne,  so  hat  man  nach 
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den  Gaufsischen  oder  Neperschen  Formeln,  wenn  p  den  par* 
allactischen  Winkel  bezeichnet: 

tang  i  (<p+»)  =  ^  ^  ^);;;^j    cotang  (45-i  6) 
und:  (yl) 

■in  j  (<+p) 

Betrachtet  man  nun  die  Dreiecke  PSSf,  P-S'Ä"  und  PÄ5", 
so  hat  man  eben&lls  nach  den  GauTaischen  Formeln,  wenn 
man  der  Kürze  wegen  setzt: 

A'   =  i  [P^'S  -  PS  S"] 
J!'  =  i[P5'S  =PSS'] 

WO   A.  und   A'  ganz    dieselbe  Bedeutung   wie    vorher   haben. 
Da  nun:  * 

p   +  PS  S"   =  PS"  S   -  p' 

p   +  PÄ  ä"  =  P5"S   -  /' 

80  findet  man  leicht,  dafs: 

p    =  Ä  •¥  A"  -  A 

p'   =:  A    +  ^"  -  ,4'  (C) 

y  =  ^     +   y|'    -  ^" 

Es  ist  aber  auch: 

sin  t  :  Bin  p    =  cos  ft  :  cos  <p 
sin  (<+A)  .*  sinp'  =  cos  A  :  cos  q> 
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also: 

sin  t  :  sin  (t-f  A)  =  sin  p  :  sin  p* 
oder : 

sin  t  +  sin  (r  +  A.)  _  sin  [A'+j^'-A]  +  sin  [^4  +  ^^^-^'] 
sin£  -  sinO+A.)  ""  sin  [A' +  A'' - A]  -^  sin  [i4+i4"-il'] 

Daraus  folgt  also: 

^^S  [^  +  4  ^]  cotang  i  A  =r  tang  A"  cotang  (-^—-4') 

oder  9  wenn  man  ftir  tang  a"  den  Werth  aus  den  Gleichun- 
gen (i?)  substituirt: 

**"«  ['+*"!  =  äwrl  ~*"«  (^-^'>  <^> 

Man  hat  also  zuerst  aus  den  Gleichungen  {B)  die 
Werthe  A,  Ä  und  Ä*  zu  berechnen,  dann  findet  man  durch 
die  Gleichungen  (C)  und  (2>)  p,  |?',  p"  und  <  und  nachher 
durch  die  Gleichungen  (A)  9  und  h.  Eine  Unbequemlich- 
keit bei  diesen  Formeln  ist  die,  dafs  man  in  Ungewifsheit 
bleibt,  in  welchen  Quadranten  man  die  verschiedenen  Win- 
kel zu  nehmen  hat,  da  alle  durch  die  Tangenten  gefunden 
werden.  Man  kann  indessen  dabei  willkührlich  verfahren, 
mufs  aber  dann  180  +  ^  statt  t  nehmen,  wenn  man  fiir  9 
und  h  solche  Werthe  findet,  dafs  cos  9  und  sin  h  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  Ebenso  mufs  man,  wenn  man  fiir  9 
und  A  Werthe  findet,  die  gröfser  als  90®  sind,  ihren  Unter- 
schied von  dem  zunächst  liegenden  Vielfachen  von  \Wf^  neh- 
men. Je  nachdem  sin  9  und  sin  h  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Zeichen  erhalten,  ist  die  Polhöhe  nördlich  oder 
südHch.*) 


*)  Monatliche  Correspondenz  Band  XIX  pag  89. 
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Nach  diesen  Formeln  ist  nun  die  Berechnung  des  in 
Nr.  19  gegebenen  Beispiels  die  folgende.     Es  war: 

ik   =        59®  20'  32". 55 
JX'  =  -    4    57   58  .05 

H^"-^)  =  4*   0'40".35     i  (*"-*)  =  "   32^52'  15".80 

|(Ä'-6)  =  -  86*52'  56".  15 
k  (6"+Ö')  =   18  36  42.35      |  (6"  +  6)  =  55  29  38.50 
I  (Ä'  +  6)  =  51    28   58.  15 

Damit  erhält  man: 

^  =  -  2®  2'  l".33  ,  A'  =  84*  49'  4".07  ,  A"  =  -  29*  44'  16".  53 

A-Ä  =  -  86*51'  54".0 
/  +  |A.  =  8*    2'    4".47 

«  =  -  56     18  28  .08 

Um  nun  q>  und  A  zu  finden,  müfste  man  die  Formeln  (A) 
berechnen,  die  aus  dem  Dreiecke  zwischen  Pol,  Zenith  und 
erstem  Sterne  hergeleitet  sind.  Da  in  demselben  aber  zu 
kleine  Winkel  vorkommen,  so  ist  es  vortheilhafter  das  vom 
zweiten  Sterne,  dem  Pole  und  dem  Zenith  gebildete  Dreieck 
aufzulösen,  mithin  die  folgenden  Formeln  zu  berechnen: 

tong  i  (<p+A)  =  ^2  l  fZ^^  **-«  (*5  +  i  «') 
fng  i  (<p-*)  =  j|f=g  cotang  (45  +  J  «') 
Nun  ist: 

/  =  t-^-X  =  62*22'  37".02 
p'  =  A-k-A'^-Ä  =  243  24  38.07 

und  hiermit  erhält  man: 

m 

<p  =     30*  4'  23".  68 
A  =   149    1    45   .54 

oder,  wenn  man  für  h  das  Complement  zu  180^  nimmt: 

A  =  so   58   14.46 

fast  genau  dieselben  Werthe,    wie  sie  die  vorige  Rechnung 
ergab. 


286 

Um  die  Cagnolischen  Formeln  auf  analytiflchem  W^e 
abzuleiten,  muTs  man  von  den  folgenden  Gleichungen  ausge- 
hen, welche  man  für  jeden  Stern  nach  den  Gmndformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  erhält: 

sin  A  =  sin  9  sin  6  +  cos  q>  cos  dcos  t 
cos  h  sinp  =  cos  9  sin  <  }  00 

cosA  coap  =  sin  9  cos  6  —  cos  9  sin  6  cos  t 

sin  A  =  sin  9  sin  6'  +  cos  9  cos  &  cos  (t  +  X) 
cos  h  sinp'  =  cos  9  sin  (/  +  A)  )        (h) 

CQsheosp'  =  sin  9  cos  S^  —  cos  9  sin  d'  cos  0+A.) 

sin  h    r-  sin  9  sin  6^'  -f  cos  9  cos  d^'  cos  0+A')\ 
cos  h  siny  =  cos  9  sin  (/+X')  >       (c) 

cos  h  cosp"  =  sin  9  cos  S'  —  cos  9  sin  S*  cos  (/-f  A')1 

Um  nun  zuerst  t  zu  bestimmen,  eliminirt  man  aus  den 
drei  Gleichungen  fiir  sin  h  sowohl  sin  h  als  auch  sin  9  und 
cos  9.  Zu  dem  Ende  zieht  man  zuerst  die  beiden  ersten  der 
Gleichungen  für  sin  h  von  einander  ab  und  erhält : 

0  =  2  sin  9  cos sin -f  cos  9  [cos  fi'  cos  (<+ A.)  —  cos  Ä  cos  i\ 

oder,  wenn  man  im  zweiten  Gliede  der  Gleichung: 


und: 

.       «*  +  «       S-h 

ö     =    — 

2  2 

setzt    und   die  Cosinus  der  zusammengesetzten  Winkel  ent- 
wickelt: 

tang  9  =  cotang  sin  (t  +  J^)  sin  |  Ar 

+  Ung    — — -  coi  («  +  JA)  CO«  i  A. 

2 
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Ant  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  dann  aus  der  zwei- 
ten und  dritten  Gleichung  fiir  sin  /i: 

tang  <p  =  cotang   sin  [/  +  ^(A'  +  A,)]  ain  J(X'— A.) 

+  Ung    — i —   conlt-h  iiX'  +X)]cosiQ!-X) 

Aus  den  Gleichungen  {d)  und  («)  fitadet  man  dann  eine 
Gleichung,  in  welcher  auch  9  eliminirt  und  nur  noch  die  Un- 
bekannte t  enthalten  ist.  Um  die  letztere  zu  bestimmen,  mufs 
man  die  Gleichung  {e)  so  umformen,  dafs  in  derselben  eben- 
falls wie  in  {ä)  die  Sinus  und  Cosinus  des  Winkels  «  +  i  A 
vorkommen.  Indem  man  aber  die  Sinus  und  Cosinus  des 
Winkels: 

0  +  U)  +  U' 
auflöst,  erhält  man: 

tang  9  =  cotang   — - —  sin  (r+  ^  A)  cos  \  }!  sin  \  Q! ~X) 


U) 


8'—S 

+  cotang   cos  0+  JA.)  sin  |  A'  sin  |  (A.'— A.) 

2 

+     tang    cos  0  + 1 A)  cos  \  k'  cos  J  Qf—X) 

m 

—     tang     sin  (<+  JA.)  sin  \  >!  cos  \  (A.'— A) 

Aus  den  Gleichungen  (d)  und  (/)  kann  man  nun 
^^^S  (^  + 1  A)  bestimmen.  Man  erhält  indessen  dafiir  einen 
eleganteren  Ausdruck,  wenn  man  der  Gleichung  {d)  eine  ganz 
ähnliche  Form  wie  der  Gleichung  (/)  giebt,  indem  man  statt 
sin  I  X  und  cos  (  X  die  Sinus  und  Cosinus  der  Winkel  k  X' 
und  iiX'—X)  einfuhrt.    Dann  wird: 

tang  <p  =  cotang  sin  0+  JA)  sin  J  A'  cos  |-  (A'— A) 


—  cotang  sin  (<+  JA)  cos  4  A»'  sin  J  (A»'— A) 

+     tang    -— —  cos  (<+  |A)  cos  J  A'  cos  J  (A,'-A) 
+     tang    -±*  cos  0  +  4A)  sin  J  A'  sin  J  (A.'-A) 


(9) 
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und  man  erhält  dann  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen 
(/)  und  07): 


cotang  (<+|A.)      cotang 


6"- 6'  Ä'+ö 


2 


-  tang 


tang    — tang    — —  j  cotang  \  X'  cotang  J-  (A'-A.) 

=   l  cotang  — - —  +  tang j  cotang  ^  (A'— A) 

—   (  cotang +  cotang  J  cotang  J  a 

oder: 


.    6"-«  .    6"-«' 

8in sin 

2 


cotang  (<+ 1 A.)  [l  +    — g^rj^-g ^rj^  cotang  J  A'  cotong  J  (A'-;i)] 


cos cos 


2 


sm  .  cos sin .  cos 

2  2  2  2 

cos .  sin  cos .  sm    


Führt  man  also  die  folgenden  Hülfsgrörsen  ein: 


.     6"-ö' 

sin  

2 

tang  A 

= 

cotang  h  (X! 

-X) 

«"+y 

cos  

2 

.      Ä"-ö 

tang  Ä 

■"~ 

sin   

2 

cos  

2 

sm    — - — 

cotang  ^  X' 

tang  A" 

:= 

2 

cotang  i  A. 

«'+« 

CO.         •      - 

80  erhält  man: 

(^) 


2 
coUng  O  +  iX)   =  TT^-^    tang  {A-A')  (ß) 


cos 

2 


sin 
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Wenn  man  nun  ebenso  wie  vorher  mit  den  Gleichungen 
ftir  sin  h  so  jetzt  mit  den  zweiten  und  dritten  der  Gleichun- 
gen (a),  (Ä),  (c)  verfahrt,  so  erhält  man  die  Relationen  zwi- 
schen den  Gröfsen  A^  A'  j  Ä'  und  den  parallactischen  Win- 
keln. Zuerst  folgt  aus  den  Gleichungen  fiir  cos  h  sin  p 
und  cos  h  cos  />: 

p'  ^P        P  — P 
cos  h  sin    — r-^  cos  ^— ~ —  =  cos  q)  %m(t-¥\X)  cos  \X 

und  aus  den  Gleichungen  fiir  cos  h  cos/>  und  cos  hco%pi 

cos  Ä  COS  - — -  cos =  sin  q>  cos cos 


2  2  ^22 


.     ö'  +  ö         Ä'-ö 
—  cos  9  sin cos cos  (<+  JA)  cosJ^A 

&  +  Ö   .   6'— 6    .   ,^ .  -  ,v   .    4, 
+  cos  cp  cos sin sm  (<  +  f  A)  sin  f  A 

£  £ 

Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch  einander  und 
eliminirt  tang  9  durch  die  Gleichung  (d),  so  erhält  man 
einfach: 

,  sin 

P  +P  2  ^  ,  ,, 

^"6      9*   ^    3? — Ä  *^^**"&  *  A  =  tang  A 


cos 


Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man  durch  die  Verbin- 
dung der  entsprechenden  Formeln  aus  (a)  und  (c)  und  (b) 
und  (c): 


• 

d" 

-5 

M 

sin 

— 

- 

p  +r 

2 

tang 

2 

cos 

^ 

_+« 

cotang  i  A'  =  tang  A* 
u 

2 

nnd : 

,,      ,        sin 

tang  ^^  = ^^^  cotang  ^  (A'-A)  =  tang  A 


cos 


19 
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mithin  iet: 

p     =  -4'  +  Ä'  -  A 

p'    =  A   -¥  A'  --  A'  (C) 

p"  =  ^  +  ^'    -^  A'' 

Nachdem  man  durch  diese  Gleichungen  p,  p"  oder  p'  ge- 
funden hat,  erhält  man  dann  9  und  h  durch  die  Gleichun- 
gen (a),  (/>)  oder  (c)  oder  besser  durch  die  Graufsischen 
Gleichungen: 

cosiE .  cos  — =  sin  (45—^5)  cos  —^ 

CG8  i  E »  sm  -i- —   =  cos<45  —  J  0)  cos   -— 

8in  ^E  .  cos  5 =  cos  (45  —  J  S)  sin  — ^ 

sin  k  E  .  sin  - —   =  sin  (45  —  i  Ö)  sin  — ^ 

WO  7^  das  Azimut  des  ersten  Sterns  bezeichnet,  oder  durch: 

t+p 
cos  — ^ 

tang    — —    = cotang  (45— J6) 

cos 

.  t-p 

^*     2     =  7Tp  ^'^"«(^^-i*> 

sin    -^ 

Will  man  diese  letztere  Formel  unmittelbar  aus  den  Glei- 
chungen (a)  entwickeln,  so  erhält  man  durch  Elimination: 

sin  cp  =  sin  A  sin  ö  +  cos  h  cos  6  cos  p 

also  durch  Addition  und  Subtraction  der  Gleichung  für  sin  A. 

• 

, .         .     .    Tx  .,       •    fiN              ^  /       ,                 cosÄ  sin » co6  A 
(gin  <p  +  sin  h)  (l  —  sin  ö)  =  cos  o  (  cos  Ä  cos  p  +  z—- ) 

cos  ö  cos  h    .     . 
sin  / 

(smm  —  sm  A)  (l  +  sin  o)  = ; sin  (t—p) 

sin  / 
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oder: 


.    t-p       t—p 
sin  cos 


cotong  5L_    tang  ^-—  cotang(45   -\Öy  = — -  (A) 

^  ^  .     t+p        t + o 

8m  — —  cos  — ^ 
2  2 

Femer    erhält   man    aus  der  Gleichung  iiir  coa  h  Binp^ 
indem  man: 

Ä  =  i(q>+Ä)  -  H9-A) 

und: 

9  =  i(9+Ä)  +  H9-Ä) 
setzt: 

cp  +  Ä  tp—h  i-^p  t~p  ^. 

cotang    J-^    cotong  -i-^   =  tong  -^  cotong   -^  (») 

mithin   endlich  durch   Multiplication  und   Division   der  Glei- 
chungen (Ä)  und  (»);  *) 

t^P 
cos  — =- 
<p  +  Ä                              -^                   2 
cotong  ^ cotong  (45  — Jo)  = 

cos 


tang     — cotong  (45  — JA)  = 


sin 


2 
2 


.      <  +  /> 
sin   — ^ 


21.  Beobachtet  man  drei  Höhen  in  der  Nähe  des  Me- 
ridiansy  so  kann  man  auch  ohne  Zeitbestimmung  die  Polhöhe 
finden.  Ist  nämlich  H  die  Meridianhöhcy  U  die  Uhrzeit  der 
Cuknination^  u  die  Uhrzeit  der  Beobachtung  und  h  die  beob- 
achtete Höhe,  so  hat  man,  da  die  Beobachtung  in  der  Nähe 
des  Meridians  angestellt  also  u—U  eine  kleine  Gröfse  ist: 

h  =  H  -  a(tt-t7)»  +  i^6(ti-ü) 

wo  A6  die  Aenderung  der  Dcclination  während  der  Zeitein- 
heit, in  welcher  u^U  ausgedrückt  ist,  bezeichnet 


*)  Vergl.  Nr.  5  der  Einleitung. 

19* 


Nimmt  man  nun  noch  zwei  Höhen,  so  erhält  man  noch 
zwei  ähnliche  Gleichungen: 

ä"  =  ß^  -  a  (:J'--Uy  +  A6(w"-17) 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  drei  Unbekannte  JEf,  u 
und  Uf  die  man  also  aus  ihnen  bestimmen  kann.  Ist  dann  ö 
bekannt  9  so  erhält  man  aus  H  auch  die  Polhöhe.  Es  ist 
nämlich  zuerst: 

a   = 

und  die  Zeit  der  Culmination: 

ü  = 

2 

2  2a 

wo: 

m  = ,,   +  Ao 


u 

-«" 

t/ 

-«" 

u  — 

t/ 

ti 

on: 

«+«" 

m 

2 

2a 

u'  +  tt" 

und: 


m  =  "f r»    +  A  0 


Durch  Substitution  der  Werthe  von  a  und  U  in  die  ur- 
sprünglichen Gleichungen  findet  man  endlich  sowohl  H,  also 
auch  q>. 

Die  Formeln  werden  einfacher ,  wenn  man  zwei  Höhen 
gleich  nimmt,  was  immer  in  der  Gewalt  des  Beobachters  ist. 
Dann  wird  nämlich  m  oder  m   gleich  Null. 

Beispiel.  Dr.  Westphal  beobachtete  am  30.  October 
1822  zu  Abutidsch  in  Aegypten  die  folgenden  drei  Höhen 
des  Mittelj^uncts  der  Sonne: 

u  =  22*  42'  4"  h  =  49®  7'  28"  4 
u  =  22  44  86  ä'  =  49  9  58  .  5 
u"   =  22  47  51     ä"  =49  12  28  .  5 
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Hier  ist: 

hl'  -h  =  +   300".  1  ä"-ä'  =  +   150".  0 

t*  -  ti"  =  -^  847".0  u'  -  u"  =  -   19ö".0 

womit  man  erhält: 

log  a  =  6  .  79865 

Nun  war  an  dem  Tage  log  /i  oder  der  Logarithmus  der 
48stündigen  Aenderung  der  Declination  gleich  3.3756„,  also 
wird  log  ^S  d.h.  der  Logarithmus  der  Aenderung  der  Decli- 
nation in  einer  Secunde  gleich  8.1381«.     Damit  erhält  man: 

-    -—  =  +  10".  9 

2  a 

ä"-ä        1  ,       „ 

,}  •  r-    =  n'  27".  5 

u—u        2« 

4(fi  +  u")        =   22^44   57   .  5 

U    =   22   56   35   .  9 

Berechnet  man  nun  mit  diesen  Werthen  von   a  und  U 
aus  den  einzelnen  Höhen  die  Mittagshöhe  If,  so  erhält  man : 

H  =  49*  15'  14".  6 
und  da  die  Declination  der  Sonne  im  Mittage: 

=  -  10*40'  88".  3 

war,  so  wird: 

9  =  SO*  4'  7".  1 


IV.    Bestimmung  der  Zeit  und  der  Polhöhe  durch  die 
Beobachtung  der  Azimute  der  Sterne. 

22*  Beobachtet  man  die  Uhrzeit ,  zu  welcher  ein  be- 
kannter Stern  ein  bekanntes  Azimut  hat,  so  läfst  sich  daraus, 
wenn  man  die  Polhöhe  kennt,  der  Stand  der  Uhr  finden, 
weil  man  aus  der  Polhöhe,  dem  Azimut  und  der  Declination 
des  Sterns  den  Stundenwinkel  berechnen  kann.  Macht  man 
die  Beobachtung   im  Meridian,    so   bedarf  man   weder  der 
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KenntnifB  der  Polhöhe  noch  der  der  Declination,  zugleich 
ist  die  Beobachtung  dann  am  vortheilhaftesten,  weil  die  Aen- 
derung  des  Azimut's  am  gröfsten  ist 

Differenzirt  man  aber  die  Gleichung: 

cotang  A  am  t  =  —  cos  9  tang  S  +  sin  9  cos  r 

so  erhält  man  nach  der  dritten  der  Formeln  (11)  der  Ein- 
leitung : 

cos  hdA  =  —  sin  i4  sin  Ac2(p  +  cos  d  cos  p,dt 
oder  da  fiir  Beobachtungen  im  Meridiane: 

sin  ^  =  0,  C08/>  =  1 
und: 

Ä  =   90   -  9  +  Ä 

ist,  wenigstens  fiir  Sterne,  welche  südlich  vom  Zenith  cul- 
miniren : 

COS  0 

Daraus  sieht  man  also,  dafs  man,  um  die  Zeit  durch  Be- 
obachtung der  Sterne  im  Meridiane  zu  bestimmen,  solche 
Sterne  auswählen  mufs,  welche  nahe  durch  das  Zenith  gehen, 
weil  für  diese  der  Fehler  des  Azimuts  keinen  Einflufs  auf 
die  Zeitbestimmung  hat. 

Ist  dann  <x  die  Rectascension  des  Sterns  und  u  die  Uhr- 
zeit der  Beobachtung,  so  ist,  wenn  die  Uhr  nach  Stemzeit 
geht,  a^u  unmittelbar  gleich  dem  Stande  der  Uhr  gegen 
Stemzeit.  Geht  aber  die  Uhr  nach  mittlerer  Zeit,  so  mufs 
man  die  Stemzeit  der  Culmination  oder  die  Rectascension 
des  Sterns  erst  in  die  mittlere  Zeit  m  der  Culmination  ver- 
wandeln und  erhält  dann  den  Stand  der  Uhr  gegen  mittlere 
Zeit  gleich  m—u. 

Für  Sterne»  welche  nicht  durch  das  Zenith'gehen,  hängt 
nun  die  Genauigkeit  der  Zeitbestimmung  von  der  Genauig- 
keit der  angenommenen  Richtung  des  Meridians  ab.  Wenn 
aber  der  Fehler  in  der  Richtung  des  Meridians  nur  klein 
ist,    so    kann    man  denselben    leicht  durch  die  Beobachtung 
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zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  nahe  am  Zenith,  der  andre 
nahe  am  Horizonte  culminirt^  bestimmen  und  den  Ubrstand 
von  diesem  Fehler  befreien.  Ist  nämlich  AA  das  nahe  mit 
der  Richtung  des  Meridians  zusammenfallende  Azimut ,  in 
welchem  man  die  Sterne  beobachtet  hat,  so  werden  auch  die 
dazu  gehörenden  Stundenwinkel  0  —  r/  und  C-)'  —  a'  kleine 
GrÖfsen  und  zwar  nach  dem  vorigen  gleich: 

COS  O 

und: 

sin  (9— Ä') 


cos  8' 


AA 


Man    hat  daher  für  die  beiden  Sterne,    da  0  =  u  +  ^u  ist, 
die  folgenden  Gleichungen: 


8in(9-ö)    ^    ^ 

a  =  u  +  Au ^  ^       A  A 

cos  O 


und: 


'         /  _^  A  sin  (y-y) 

tt   =  tt    +  Au  —  —^, —  A  A 

cos  0 


aus  denen  man  sowohl  A^  als  auch  Ati  bestimmen  kann. 
Ist  das  Instrument  so  eingerichtet,  dafs  man  nicht  nur  in  dem 
Azimut  AA,  sondern  auch  in  dem  Azimut  180  +  dA  beob- 
achten kann,  so  erhält  man  A^  noch  genauer,  wenn  man 
zwei  Sterne  auswählt,  von  denen  der  eine  dem  Aequator,  der 
andre  dem  Pole  nahe  steht,  weil  in  der  Gleichung  für  den 
letzteren  der  Coeflficient  von  AA  sehr  grofs  wird  und  zugleich 
das  entgegengesetzte  Zeichen  erhält. 

Beispiel.  An  dem  Mittagsfernrohre  der  Bilker  Stern- 
warte wurden  die  folgenden  Durchgänge  durch  den  mittleren 
Faden  beobachtet,  ehe  dasselbe  genau  in  den  Meridian  ge- 
bracht war: 

a  Aurigae     5*  6'  27".  72 
ß  Orionis      5    8   12  .71 
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Da  die  Rectaacenaionon  und  Declinationen  beider  Sterne 
die  folgenden  waren: 

a  Aurigae     5*  5'  33".  25     +  45*»  50'.3 
ß  Orionis       6    7    17   .38     -     8    23.1 

und  die  Polhöhe  gleich  51^  12'.  5  ist,  so  erhält  man  die  bei- 
den Gleichungen: 

-  54".47  =  Am  -  0.13433  Aid 

-  55  .88  =  Ati  -  0.87178  Ai4 

durch  deren  Auflösung  man  findet: 

A«  =  -  54".  30 
und: 

A^  =  +  l".  23 

23.  Zeitbestimmungen  durch  Beobachtungen  in  einem 
bestimmten  Azimute  kann  man  nach  Olbers's  Vorschlag  ein- 
fach durch  Beobachtung  des  Verschwindens  der  Fixsterne 
hinter  senkrechten  terrestrischen  Gegenständen  erhalten.  Ein 
solcher  Gegenstand  mufs  natürlich  hoch  und  beträchtlich  vom 
Beobachter  entfernt  sein,  damit  man  das  Bild  desselben  im 
Femrohr  zugleich  mit  dem  des  Sterns  scharf  sieht  und  das 
Verschwinden  plötzlich  erfolgt.  Ferner  mufs  das  Femrohr, 
dessen  man  sich  zu  diesen  Beobachtungen  bedient,  nur  eine 
schwache  Vergröfserung  haben  und  sich  immer  genau  in  der- 
selben Lage  befinden. 

Kennt  man  nun  fiir  irgend  einen  Tag  durch  andre  Mc- 
tlioden  die  Stemzeit  des  Verschwindens  des  Sterns  hinter 
dem  senkrechten  Objecte,  so  findet  man  durch  die  Beobach- 
tung an  einer  nach  Stemzeit  gehenden  Uhr  an  anderen  Tage 
immer  unmittelbar  den  Stand  derselben,  weil  der  Stern,  so- 
lange er  seinen  Ort  am  Himmel  nicht  ändert,  auch  alle  fol- 
genden Tage  zu  eben  derselben  Stemzeit  verschwindet.  Ge- 
braucht man  aber  bei  diesen  Beobachtungen  eine  nach  mitt- 
lerer Zeit  regulirte  Uhr,  so  mufs  man  noch  auf  das  Voreilen 
der  Sternzeit  gegen  mittlere  Zeit  oder  auf  die  sogenannte 
Accelcrution    der    Fixsterne    Bücksicht   nehmen,    indem    der 
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Stern   vermöge  derselben  an  jedem  Tage  um  (y*  8'  5b" .  909 
früher  verschwindet. 

Aendert  sich  die  Kectascension  des  Sterns,  so  wird  da- 
durch die  Stemzeit  des  Verschwindens  um  eben  so  viel  ge- 
ändert, weil  man  den  Stern  immer  in  demselben  Azimute, 
also  auch  in  derselben  Höhe  und  demselben  Stundenwinkel 
beobachtet.  Wenn  sich  dagegen  die  Declination  ändert,  so 
wird  dadurch  der  Stundenwinkel,  welchen  der  Stern  in  dem 
bestimmten  Azimute  hat,  ein  anderer  und  man  hat  nach  den 
Differentialformeln  in  Nr.  7  des  ersten  Abschnitts,  da  dA 
und  dtp  fiir  diesen  Fall  gleich  Null  sind: 

dÖ  =  cos  pdh 
cos  Sdt  =  —  sin  pdh 

mithin  auch: 

^^  _  _  dS  tangp 
cos  ö 

wo  p  den  parallactischen  Winkel  bezeichnet. 

Aendert  sich  also  die  Rectascension  und  Declination  des 
Sterns  um  Aa  und  A6,  so  ist  die  neue  Stemzeit  des  Ver- 
schwindens gleich  der  früheren: 

Aa       AS  tAngp 
15         15     cos  Ö 

So  hatte  Olbers  gefunden,  dafs  am  6.  September  180() 
der  Stern  ö  Coronae  hinter  einer  Thurmmauer,  deren  Azimut 
640  56'  21".  4  war,  nach  mitüerer  Zeit  um  11*  23'  18".  3,  also 
um  22^  26'  21".  78  Sternzeit  verschwand.  Am  12.  September 
beobachtete  er  das  Verschwinden  um  10*  49'  21".0.  Da  nun 
6X3' 55". 909  gleich  23' 35". 4  ist,  so  hätte  der  Stern  um 
10*  59'  42". 9  verschwinden  sollen,  es  war  mithin  der  Stand 
der  Uhr  gegen  mittlere  Zeit  gleich  +  10'  21".  9. 

Den  6.  September  1801  war: 

Aa  =  +  42".0 

und: 

A6  =  -  18".  2 
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und  da: 


p  =   37*81' 


und: 


6  =  +  26^1 


0     At* 


80  war: 


Aö  '?"J|  =  +  n".85 

€08  0 

mithin  die  ganze  Correction  +53".  35  oder  3'\56  in  Zeit. 
Der  Stern  ö  Coronae  mufste  also  den  6.  September  1801 
um  22^^  26' 25".  34  Stcmzeit  veröchwinden.  •) 

24*  Kennt  man  die  Zeit,  so  kann  man  durch  die  Be- 
obachtung eines  bekannten  Sterns  in  einem  bestimmten  Azi- 
mute die  Polhöhe  bestimmen,  da  man  die  Gleichung  hat: 

cotang  A  sin  /  =  —  cos  9  tung  6  +  sin  9  cos  t 

Durch  Differenziren  derselben  erhält  man: 

...        cos  8  cos  »    ,  sin  7>  , «. 

sin  Adip  =  —  cotang  hdA  + ; — -     -  dt  +   -. — \dO 

sin  A  sin  A 

Um  also  die  Polhöhe  durch  Azimutal bcobachtnngen  mög- 
lichst genau  zu  bestimmen,  mufs  man  die  Sterne  immer  nahe 
im  ersten  Verticale  beobachten,  weil  fiir  diesen  Fall  sin  A 
ein  Maximum  ist.  Zugleich  mufs  man  einen  solchen  Stern 
auswählen,  der  nahe  durch  das  Zenith  des  Beobachtungortes 
geht,  indem  fiir  ö  =  9  die  CoefHcienten  von  dA  und  von 
dt  gleich  Null  werden,  da: 

cos  6  cos  ^  =  sin  9  cos  A  +  cos  9  sin  h  cos  A 

Fohler  im  Azimut  und  in  der  Zeit  haben  dann  also  gar  kei- 
nen Einflufs  da  aber  sin  p  =  1  ist,  so  wird  ein  Fehler  in  der 
zum  Grunde  gelegten  Declination  des  Sterns  genau  denselben 
Fehler  in  der  Polhöhe  hervorbringen. 

Beobachtet  man  nun  blos  einen  Stern  in  einem  bestimm- 
ten Azimute,  so  mufs  man  dies  Azimut  selbst  kennen.     Nimmt 


*)  Zach,  monatliche  Correspondenz ,  Band  III.  pag.  124  sqq. 
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man  aber  an,    daf»  man  zwei  Sterne   beobachtet  hat,    so  hat 
man  die  beiden  Gleich wigen: 

cotang  A  sin  <  =  —  cos  9  tang  d  +  t$in  9  cos  t 
cotang  A'  sin  /  =  —  cos  xp  tang  S^  -f  sin  9  cos  / 

Multiplicirt  man  hier  die  obere  Gleichung  mit  ein  ^ ,  die 
untere  mit  sin  t,  so  erhält  man: 

sin  t  sin  /  -: — •--—, — -f  =  cos  9  ftang  6'  sin  <  —  tang  8  sin  /'| 
sni  A  ain  A  i  i.      ^  ^ 

+  sin  9  sin  (f  —  ^) 

oder  da: 

cos  6  sin  <  =  cos  h  siu  A 

auch : 

cos  k  cos  //  sin  (.4'—^)   =  cos  9  [cos  8  sin  6'  sin  £  —  sin  6  cos  o'  sin  /'J 

+  sin  9  sin  (/  —  t)  cos  8  cos  Ä'  (A) 

Man  ftihre  nun  die  folgenden  Hülfsgröfsen  ein: 

sin  (8^  +  8)  sin  |  0'— 0  =  msinAf 
sin  (y  — 6)cos  J  0'— 0  =  »wcosAf 

Multiplicirt  man  die  erstere  dieser  Gleichungen  mit 
cos  1(^+0 >  <ii®  untere  mit  sin  |(^+0>  so  findet  man,  wenn 
man  die  zweite  von  der  ersteren  abzieht: 

m  sin  [I  (f  +  t)  —  M]  =  sin  ö'  cos  8  Bin  t  ^  cos  Ä'  sin  Ä  sin  tf 

Multiplicirt  man  dagegen  die  obere  Gleichung  mit 
cos  I  it^-'t),  die  untere  mit  sin  |  (if^t)  und  zieht  die  erstere 
von  der  zweiten  ab,  so  erhält  man: 

m  sin  [i  (/'— 0  —  Af]  =  —  8in  6  cos  Ä'  sin  (/'— 0 

Es  wird  daher  aus  der  Gleichung  (b)  die  folgende: 

cos  Ä  cos  h'  sin  (A^  —  A)  =  m  cos  9  sin  [J  (/+t)  —  M] 

—  m  sin  9  sin  [J  (^'—0  —  M]  cotang  8 

Mimmt  man  nun  an,  dafs  die  beiden  Sterne  in  demselben 
Azimute  oder  in  zwei  um  180^  verschiedenen  Azimuten  be- 
obachtet sind,  so  wird  in  beiden  Fällen  sin  (^'— ^)  =  0, 
mithin: 

tang  9  .  tang  8  -j-^^-^--_^^         (5) 
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In  diesem  Falle  braucht  man  also  das  Azimut  selbst,  in 
welchem  man  beobachtet  hat,  nicht  zu  kennen,  indem  man 
allein  aus  den  Beobachtungszeiten  und  den  Declinationen 
beider  Sterne  nach  den  Formeln  (A)  und  {B)  die  Polhöhe 
berechnen  kann. 

Hat  man  beide  Male  denselben  Stern  beobachtet,  so  wer- 
den die  Formeln  noch  einfacher.  Denn  da  liir  diesen  Fall 
aus  der  zweiten  der  Formeln  {A)  M  =  90^  folgt,  so  wird: 

tang  9  -  tang  6  .  ^^^  ^  ^^^^^  (C) 

Für  den  allgemeinen  Fall,  wo  angenommen  ist,  dafs  man 

zwei  Sterne  in   zwei  verschiedenen  Azimuten  beobachtet  hat, 

sind  die  beiden  Differentialgleichungen  die  folgenden: 

cos  h  dA  =  Änp  dS  +  cos  ö  eosp  dt  —  sin  A  sin  A  dq> 
cos  h'dA'  =  sin  p'dS^  +  cos  fi'  cos  p' dt!  —  sin  h'  sin  ^'^9 

Führt  man  auch  hier  den  Unterschied  der  Azimute  ein 
und  multiplicirt  defshalb  die  obere  Gleichung  mit  cos  A',  die 
untere  mit  cos  h  und  zieht  dieselben  von  einander  ab,  so 
erhält  man: 

cosA  co8h'd(A'—A)  =  —  cos  ä'  cos  ö  coa  pdt  +  cos  h  cos  6!  cosp'dtf 

—  [sin  h'  cos  h  sin  A'  --  sin  h  cos  h'  sin  A]  dq> 
+  cos  A  sin pd 6'  —  cos  A'  sin  p  dö 

Da  nun   dt  =  du  '\'  d  (Au)    und  d^  ==  du  +  d  (Au),    wo 

du  der  in  der  Beobachtung  der  Durchgangszeit    begangene 

Fehler  und   dil^u)  der  Fehler   des  Standes  der  Uhr  ist,    so 

erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe  für  dt  und  di  substituirt 

und  zugleich  ^'=  180«  +  A  setzt:*) 

,  ^A    N        cos  A  cos  A  _,,   .      ^.        .       ,  -  ,     -- 
sin  AdtD  —  cos  <p  cos  -4d  (Am)  =  -; — ..,  .  _.  \d{A  —A)  —  8in<pd{u—u)\ 
^  sm  (A  +Ä) 

cos  cp  cos  A  sin  A  cos  A'    ,  cos  <p  cos  A  sin  A'  cos  A  ,  , 

sin  (Ä  +  A)  sin  (A  +  A) 

sin  p'  cos  A      ^/        sin  p  cos  A'     j. 

"    6in(A'  +  A)  "*■  sin  (A'  +  äJ 


*)  Wenn  man  nänilich  für  cos  ö  cos  /)  und  cos  6!  cos  p'  die  Werth? 
aus  den  folgenden  Gleichungen  substituirt: 

cos  ö  CQsp  =  sin  <p  cos  A  -f  cos  q>  sin  A  cos  A 
cos  6f  cosp'  =  sin  9  cos  A'  —  cos  q>  sin  A'  cos  ^4 
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Daraus  sieht  man  also  wieder,  dafs  man  am  vortheilhaf- 
testen  Sterne  im  ersten  Verticale  beobachtet.  Dann  wird 
nämlich  der  CoefBcient  von  d<p  ein  Maximum  und  die  Feh* 
1er  des  Standes  der  Uhr  und  der  beobachteten  Durchgangs- 
zeiten werden  Null,  sodaPs  im  Kesultate  nur  der  Unterschied 
der  Fehler  der  beobachteten  Uhrzeiten  sowie  die  Gröfse,  um 
welche  der  Unterschied  der  beiden  Azimute  gröfser  oder 
kleiner  als  ISO**  war  und  endlich  der  Fehler  der  Declination 
bleiben.  Da  nun  fiir  den  ersten  Vertical  auch  sin  jp'  =  —  sin  p 
ist,  so  erhält  man  fiir  den  Fall,  dafs  man  denselben  Stern 
im  ersten  Verticale  im  Osten  und  Westen  beobachtet  hat, 
wo  also  h  =  ?i   ist: 

dcp  =  J  cotang  ä  [d  (A'—A)  —  sin  9  eZ  (t/— ti)]  +  -r~  dÖ 

oder  auch,  weil  fiir  den  ersten  Vertical  nach  Nr.  17  des  er- 
sten Abschnitts: 

.    ,        «in  Ä        ,     .  cos  cp 

sin  h  =  -7 —   und  sin  p  =  v 

sm  cp  cos  o 

ist: 

dcp  =  ^  cotang  h  [d  {A'-^A)  —  »in  9  d  (m'— «)]  + X  dS 

sm  2  o 

Aus  dieser  Gleichung  sieht  man  wieder,  dafs  es  am  vor- 
theilhaftesten  ist,  wenn  man  Sterne  beobachtet,  welche  dem 
Zenith  so  nahe  als  möglich  vorbeigehen,  weil  dann  cotang  h 
sehr  klein  wird,  also  Fehler  in  Ä^A  und  m'— u  nur  einen 
sehr  geringen  Einflufs  auf  die  Polhöhe  haben.  Der  Coeffi- 
cient  von  db  wird  aber  in  diesem  Falle  nahe  gleich  eins,  da 
die  Declination  derjenigen  Sterne,  welche  durch  das  Zenith 
gehen,  gleich  9  ist.  Der  Fehler  der  Declination  bleibt  also 
in  diesem  Falle  vollständig  im  Resultate.  Handelt  es  sich 
aber  blos  darum,  den  Breitenunterschied  zweier  Orte  zu  be- 
stimmen, welche  einander  so  nahe  liegen,  dafs  man  denselben 
Stern  an  jedem  der  beiden  Orte  mit  Vortheil  beobachten 
kann,  so  erhält  man  denselben  durch  den  Unterschied  der 
beiden  nach  dieser  Methode  bestimmten  Polhöhen  gänzlich 
frei  von  dem  Fehler  der  Declination. 
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Beispiel.  Der  Stern  ß  Draconis  geht  sehr  nahe  durch 
das  Zenith  von  Berlin.  Dieser  Stern  wurde  nun  am  mittle* 
ren  Faden  eines  auf  der  Sternwarte  im  ersten  Verticale  auf- 
gestellten Passageninstruments  beobachtet.  Die  halbe  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  betrug  17'  21". 75,  es  war  also: 

^(r'-O  =  4"  20'  26".  25 

femer: 

6  =   52°  25'  26".  7 7 

Da  nun  für  den  Fall,  dafs  man  im  ersten  Verticale 
beobachtet,  \[  (jf+t)  es  0  iat^  so  erhält  man  aus  (C)  die  ein- 
fache Formel  zur  Berechnung  der  Polhöhe: 

tang  S        *) 
wonach  man  hier  findet: 

9  =   52®  30'  18".  04 

Die  DifTerentialformel  wird  endlich: 

d9  =  +  0.0S796  [d(A^-A)  ~  0.7984  d («'-«)]  +  0,99925  dö 

25.  Beobachtet  man  zwei  Sterne  in  demselben  Vertical- 
kreise,  so  kann  man,  wenn  man  die  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes kennt,  dadurch  die  Zeit  finden,  indem  man  die 
Gleichung  hat: 

sin  [k  (r'  +  O  -  iW]  =  2^  sin  [|  (r'-^O  -  M]  (A) 


wo: 


und 


/    =  M  +  Au  —  a 
£'  =  u  +  Au  ^  af 


m  sin  M  =  sin  (Ä'  +  fi)  sin  ^  (''— 0 
TO  cos  3f  =  sin  (Ä'— 6)  cos  J  0'— 0 


*)  Diese  Formel  für  Beobachtungen  im  ersten  Vertical  erhält  man 
auch  ganz  einfach  durch  die  Betrachtung  des  in  diesem  Falle  recht- 
winkligen Dreiecks  zwischen  dem  Pole,  dem  Zenith  und  dem  Sterne. 
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Man  findet  daraus  ^  (^+0»  ^^  auch,  da  man  i  {(f—t) 
d.  h.  die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  in  Stemzeit 
ausgedrückt  kennt,  t  und  lf. 

Die  in  Nr.  22  gegebene  DifFerentialgleichung  zeigt,  dafs 
wenn  man  die  Zeit  durch  Azimutalbeobachtungen  bestimmen 
will,  man  die  Sterne  in  der  Nähe  des  Meridians  beobachten 
mufs,  weil  dann  der  CoeiBcient  von  d^  ein  Minimum,  der 
von  Au  dagegen  ein  Maximum  wird.  Das  Azimut  selbst  läfst 
sich  ebenfalls  durch  diese  Beobachtungen  bestimmen.  Es  ist 
nämlich: 

cos  ö  Bin  t 

tang  A  = : — j-- — ; -r 

^  —  cos  (p  sin  0  +  sin  q>  cos  0  cos  t 

also,  wenn  man  cos  9  durch  die  Gleichung: 


oder: 


taogcp  =  tangö^^— ^—  -^j 


_^  sin  9  cos  S  sin  [J  /— /)  —  M] 


eliminirt: 


sin<.sin[H<'  +  0~i^^]    

sin  9  tang  ^  -  ^^.  __  ^^  -.  M]  +  cos  r  sin  [j  (r'  +  O  -  M] 

Setzt  man  hier  endlich: 

i  («'+0  -M-^t  statt  i  (i'-O  -  M 
so  erhält  man  leicht: 

Bin  9 

Nimmt  man  die  Zeit  in  beiden  Beobachtungen  als  gleich 
an,  sodafs: 

<'  — /  =  a'  —  a 

SO  erhält    man   durch    die  Formel  {A)   die  Zeit,    wann   sich 
zwei  Sterne  in  einem  und  demselben  Verticalkreise  befinden. 
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Die  Oerter  von  a  Lyrae  und  «  Aquilae  für  den  Anfang 
von  1849  aind  z.  B. 

a  Lyrae      a   =   18*  3l' 47"  75     6    =  +  38^  38' 52"  2 
ä  Aquilae  a'  =  19    43    23.43     ö'  =  +      8    28    30 .  5 

Es  ist  also: 

^-t  =  -  1*  ll'  3ö".  68  =  -   17"  53'  55".2 

Nimmt  man  daher  für  die  Polhöhe  52»  SC/  20"  an,  so 
erhält  man: 

M  =   192"  55'  53". 0 
J  (/-0-Af  =158       7       9  .4 

und  findet  damit: 

i(«'  +  0-^=   142"  35'  32". 3 

also: 

I  (<'+<)  =  -  24"  28'  34".  7 
=  -   1*  37'  64".  3 

und: 

/  =  -  1*  2'  6".  5  ,  ^  =  -  2*  18'  42".  1 

Die  Sternzeit,  zu  welcher  sich  beide  Sterne  unter  der 
Polhöhe  von  52^  30'  20"  in  einem  Verticalkreise  befinden, 
ist  also: 

0  =   17*  29'  41" 

Bemerkt  man  nun  den  Augenblick,  wo  irgend  zwei 
Sterne  in  einem  Verticalkreise  stehen,  wozu  man  nur  die 
Bedeckung  der  beiden  Sterne  durch  einen  senkrecht  herab- 
hängenden Faden  zu  beobachten  braucht,  so  kann  man  also 
immer  eine  wenigstens  beiläufige  Zeitbestimmung  machen, 
wenn  man  die  Zeit  nach  dem  vorigen  aus  den  bekannten 
Oertern  der  Sterne  und  der  Polhöhe  berechnet.  Bequem  fiir 
die  Beobachtung  ist  es,  als  einen  der  Sterne  den  Polarstem 
zu  wählen,  weil  dieser  seinen  Ort  langsam  ändert. 
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2ft.  Man  kann  auch  aus  blofsen  Differenzen  der  Azi- 
mute und  der  Höhen  eines  Sterns  ohne  Hülfe  einer  Uhr  die 
Polhöhe  bestimmen.     Da  nämlich: 

sin  6  =  sin  <p  sin  A  —  cos  <p  cos  h  cos  A 

=  sin  (p  sin  A  —  cos  9  cos  h  +  2  cos  (p  cos  h  sin  ^  A* 

SO  hat  man: 

cos  (<p  +  Ä)  =  cos  (90  +  6)  +  2  cos  q?  cos  h  sin  J  ^4' 

also  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

*         2c08q)C0SÄ     .     ,       - 

Ä=90-cp  +  Ä ^ 8in  1  A^ 

^  cos  6 

oder  in  der  Nähe  des  Meridians: 

.X        cos  cp  sin  (9— 6)  A^ 

^  2  cos  6  206265 

Die  Höhen  ändern  sich  daher  in  der  Nähe  des  Meri- 
dians proportional  dem  Quadrate  des  Azimuts. 

Sind  nun  a,  a'  und  a"  drei  an  dem  Instrumente  abge- 
lesene Azimute  eines  Sterns,  A,  Ii  und  //'  die  Höhen,  A  und  H 
dieselben  Gröfsen  fiir  den  Meridian,  so  hat  man  die  folgen- 
den drei  Gleichungen 

h  =  H  -  u(a  -Ay 
h'  =  /f  -  a(a'  -Ay 
h"  =  H  -  a  (a"  -Ay 

aus  denen  man  ebenso  wie  in  Nr.  21  H^  a  und  A  findet. 

Hat  man  mir  zwei  Beobachtungen,  so  mufs  man  a  nach 
der  Formel: 

cos  9  sin  (9—6) 


(X   = 


2  cos  6 


berechnen,  man  mufs  dann  also  einen  genäherten  Werth  der 
Polhöhe  kennen.  Dieser  Ausdruck  fiir  a  gilt  ftir  Sterne, 
welche  auf  der  Südseite  des  Zeniths  culminiren.  Für  Stemo; 
die  auf  der  Nordseite  culminiren  hat  man  bei  der  oberen 
Cnlminaiion: 


cos  9  sin  (Ä— 9) 

OL  = = 

2  cos  0 


20 
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und  bei  der  unteren  Culmination : 

cos  q)  sin  (180  — q)  — 6)- 


2  cos  O 


V,    Bestimmung  des  Winkels  zwischen  den  Meridianen 

zweier  verschiedenen  Orte  auf  der  Erdoberfläche  oder 

des  Unterschiedes  ihrer  geographischen  Längen. 

23«  Kennt  man  die  Zeiten,  welche  Beobachter  an  ver- 
schiedenen Orten  der  Erdoberfläche  in  einem  und  demselben 
Augenblicke  zählen,  so  ist  dadurch  an  jedem  Orte  der  in 
diesem  Augenblicke  culminirende  Punct  des  Aequators  gege* 
ben.  Der  Unterschied  dieser  beiden  Puncto  des  Aequators 
oder  der  Unterschied  der  an  beiden  Orten  in  demselben 
Augenblicke  beobachteten  Zeiten  ist  also  gleich  dem  Bogen 
des  Aequators,  welcher  zwischen  den  Meridianen  beider  Orte 
enthalten  ist  oder  gleich  dem  Unterschiede  ihrer  geographi- 
schen Längen  und  da  die  tägliche  Umdrehung  der  Himmels- 
kugel  von  Osten  nach  Westen  vor  sich  geht,  so  liegt  ein 
Ort,  dessen  Zeit  in  einem  bestimmten  Augenblicke  hinter  der 
eines  andern  Ortes  zurück  ist,  westlich  von  diesem  Orte, 
östlich  dagegen,  wenn  seine  Zeit  der  des  andern  Ortes  vor^ 
aus  ist.  Als  ersten  Meridian,  von  welchem  aus  man  die 
übrigen  nach  Osten  und  Westen  zu  rechnet,  wählt  man  ge- 
wöhnlich den  Meridian  einer  Sternwarte  z.  B.  der  von  Paris 
oder  Greenwich.  In  der  Geographie  zählt  man  dagegen  die 
Längen  vom  Meridiane  von  Ferro  ab,  dessen  westliche  Länge 
von  Paris  20>  (/  oder  1*  2(y  beträgt 

Zur  Angabe  eines  und  desselben  Zeitmoments  an  ver- 
schiedenen Orten  der  Erde  bedient  man  sich  entweder  künst- 
licher Signale  oder  der  Beobachtung  solcher  himmlischer 
Erscheinungen,  welche  für  alle  Orte  der  Erde  in  demadben 
Augenblicke  eintreffen.  Dergleichen  Erscheinungen  sind  er- 
stens die  Mondsfinstemisse.     Denn   da  der  Mond  bei  einer 
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Verfinsterung  in  den  Schattenkegel  der  Erde  tritt,  also  das 
Sonnenlicht  ihm  wirklich  entzogen  wird,  so  werden  An- 
fang und  Ende  einer  solchen  Finstemifs  sowie  die  Ein-  und 
Austritte  der  einzelnen  Flecken  von  allen  Orten  der  Erde 
aus  in  demselben  absoluten  Augenblicke  gesehen,  weil  die 
Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erde 
zu  durchlaufen,  unmerklich  ist.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit 
den  Verfinsterungen  der  Jupiterssatelliten. 

Diese  Phänomene  wären  nun  sehr  bequem  zur  Bestim- 
mung der  Längcnunterschiede,  weil  diese  unmittelbar  gleich 
den  Unterschieden  der  Bcobachtungszeiten  an  den  verschie- 
denen Orten  der  Erde  sind,  wenn  sich  nur  das  Eintreffen 
derselben  mit  gröfserer  Schärfe  beobachten  liefse.  Da  aber 
der  Schatten  der  Erde  auf  der  Mondoberfläche  immer  nur 
sehr  schlecht  begrenzt  erscheint,  sodafs  die  Beobachtungsfeh- 
ler hier  eine  Zeitminute  und  mehr  betragen,  und  ebenso  die 
Ein-  und  Austritte  der  Jupitersatelliten  auch  niemals  plötzlich 
erscheinen,  also  auch  nicht  mit  vollkommener  Schärfe  beobach- 
tet werden  können,  so  werden  diese  Phänomene  in  jetziger 
Zeit  fast  gar  nicht  mehr  zur  Längenbestimmung  angewandt. 
Will  man  sich  aber  der  Verfinsterungen  der  Jupiterstraban- 
ten zu  diesem  Zwecke  bedienen,  so  ist  es  durchaus  erforder- 
lich, dafs  die  Beobachter  an  beiden  Orten  mit  gleich  starken 
Femröhren  versehen  sind,  und  dafs  sie  eine  gleich  grofse 
Anzahl  von  Ein-  und  Austritten  und  zwar  nur  des  ersten 
Trabanten,  dessen  Bewegung  um  den  Jupiter  am  schnellsten 
ist,  beobachten  und  aus  den  einzelnen  erhaltenen  Bestimmun- 
gen des  Längenunterschiedes  das  arithmetische  Mittel  nehmen. 
Man  wird  indessen  auch  bei  diesen  Vorsichtsmafsregeln  nie 
auf  ein  sehr  genaues  Resultat  hoffen  können. 

Benzenberg  hat  die  Beobachtungen  des  Verschwindens 
der  Sternschnuppen  zur  Bestimmung  des  Längenunterschie- 
des vorgeschlagen.  Diese  Phänomene  lassen  sich  nun  zwar 
mit  grofser  Genauigkeit  beobachten,  sie  haben  indessen  wie- 
der den  Nachtheil,  dafs  man  nicht  vorher  weifs,  wann  und 
in  welcher  Gegend  des  Himmels  eine  Sternschnuppe  erscheint. 

20* 
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Wenn  man  also  auch  an  beiden  Orten  eine  grofse  Anzahl 
von  Sternschnuppen  beobachtet^  wird  man  doch  unter  denselben 
nur  wenige  identische,  zu  deren  Au£Bndung  man  überdies 
schon  eine  genäherte  Kenntnifs  des  Längenunterschiedes  nö- 
thig  hat,  erhalten. 

Sehr  genaue  Längenunterschiede  findet  man  durch  die 
Beobachtung  von  künstlichen  Signalen,  welche  man  diurch 
die  plötzliche  Entzündung  einer  Quantität  Pulver  giebt.  Wie- 
wohl diese  Methode  nur  auf  Orte  anwendbar  ist,  deren  Ent- 
fernung von  einander  nicht  mehr  als  etwa  zehn  Meilen  be- 
trägt, so  kann  man  doch  auch  auf  diese  Weise  durch  die 
Verbindung  mehrerer  Signale  Längenunterschiede  von  ent- 
fernteren Orten  bestimmen.  Es  seien  nämlich  A  und  B  die 
beiden  Orte,  deren  Längenunterschied  l  man  finden  will 
und  Aij  A29  A^  etc.  dazwischen  liegende  Orte,  deren  unbe- 
kannte Längenunterschiede  respective  li,  I29  Iz  etc.  sein  mö- 
gen.*) Werden  dann  an  den  Orten  Ai^  ^3,  A-^  etc.  Signale 
zu  den  Ortszeiten  ^j,  ^j,  t-^  etc.  gegeben,  so  sieht  der  erste 
Ort  A  das  Signal  von  A,  zur  Zeit  tf  —  l,  =  0,  der  Ort  A^ 
dagegen  zu  der  Zeit  ^j  +  tj  =  0i.  Ferner  sieht  der  in  Ai 
befindliche  Beobachter  das  in  A^  gegebene  Signal  zu  der 
Zeit  <3  —  Z3  =  02 ,  der  in  A^  stehende  dagegen  dasselbe  Signal 
zu  der  Zeit  <3  +  Zi  =  0.)  etc  Da  aber  die  gesuchte  Längen- 
differenz  l  der  beiden  äufsersten  Puncte  gleich  Z,  -|-/_  -|- ...  -|-  Z„_i 
ist  oder: 

/  =  (0'-0)  +  (0.{-02)  +  (01-0.0  etc. 
80  ist  also: 

l  =  0«-l   -  (0/1-2  -  0«-;O  -  ...  -  (0.-0i)  -  0 

Man  braucht  daher  auf  den  inneren  Stationen,  wo  die 
Signale  beobachtet  werden,  keine  Zeitbestimmungen  zu  ma- 
chen, sondern  hat  nur  den  Gang  der  Uhr  zu  kennen  nöthig. 
Nur  Air  die  beiden  äufsersten  Orte,  deren  Längenunterschied 


•)  SodaiB  Af—Ä  =  /,,  A2  —  A'  =  I2  etc. 
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bestimmt  werden  eoU,  ist  eiüe  genaue  Zeitbestimmung  er- 
forderlich. 

Statt  der  Pulverblitze  bedient  man  sich  noch  besser  des 
▼on  Gaufs  erfundenen  Heliotrops,  eines  Instruments,  vermit- 
telst dessen  man  das  Sonnenlicht  nach  einem  entfernten 
Beobachter  hin  reÜectiren  kann.  Hat  man  dann  das  Heliotrop 
auf  den  anderen  Beobachter  gerichtet,  so  giebt  das  plötzliche 
Verdecken  desselben  ein  Signal  ab. 

Ist  man  im  Besitze  einer  guten  tragbaren  Uhr,  so  kann 
man  durch  unmittelbare  Uebertragung  der  Zeit  von  einem 
Orte  zum  andern  den  Längenunterschied  erhalten,  indem 
man  zuerst  an  dem  einen  Orte  den  Stand  und  Gang  der 
Uhr  bestimmt,  dann  die  Uhr  nach  dem  andern  Orte  über- 
trägt und  daselbst  wieder  eine  Zeitbestimmung  macht.  Hat 
man  nämlich  am  ersteren  Orte  den  Stand  der  Uhr  gleich  Au 

beobachtet  und  bezeichnet  man  den  täglichen  Gang  mit 

so  wird  der  Stand  der  Uhr  nach  a  Tagen  gleich  Au+a 

sein.  Findet  man  nun  für  die  von  der  ersten  Beobachtungs- 
zeit a  Tage  entfernte  Zeit  u  durch  Beobachtungen  an  dem 
andern  Orte  den  Stand  der  Uhr  gleich  Au ,  so  hat  man, 
wenn  man  mit  l  die  östliche  Länge  des  zweiten  Beobach- 
tungsortes vom  ersten  bezeichnet,  die  Gleichung: 

u  -  ^  +  Ati  +  -- —  a  =  t/  +  Au' 

dt 


dt 
d .  Au 


also 


d  .  Au  .    , 

/  =  Am  +  — - —  a  —  Au' 
dt 


Dabei  ist  nun  vorausgesetzt,  dafs  die  Uhr  in  der  Zwi- 
schenzeit der  beiden  Beobachtungen  genau  denselben  Gang 
beibehalten  hat.  Da  dies  aber  in  aller  Strenge  selten  oder 
nie  der  Fall  sein  wird,  so  mufs  man,  wenn  man  die  Länge 
durch  diese  Methode  genau  bestimmen  will,  nicht  blos  eine 
Uhr  von  einem  Orte  zum  andern  übertragen,  sondern  deren 
so  viele  als   möglich  und  nachher  aus  den  durch  jede  Uhr 
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gefundenen  Längenunterschiedön  das  Mittel  nehmen.  Auf 
diese  Weise  bestimmte  man  den  Längenunterschied  verschie- 
dener Sternwarten  z.  B.  der  in  Pulkowa  und  der  in  Green- 
wich.  Ebenso  findet  man  auf  diese  Weise  die  Länge  zur 
See  durch  Chronometer,  deren  Gang  und  Stand  gegen  die 
Zeit  eines  Hafens  man  vor  der  Abreise  feststellt. 

28.     Aufser   den  Beobachtungen    von   natürlichen  oder 
künstlichen  Signalen,  die  an  den  Orten,  deren  Längenunter- 
schied bestimmt  werden  soll,    zu  gleicher  Zeit  gesehen  wer- 
den und  der  Zeitübertragung  durch  Uhren  bedient  man  sich 
zur  Längenbestimmung  auch  solcher  Phänomene  am  Himmel, 
welche  zwar  nicht  für  alle  Orte  der  Erde  in  demselben  Zeit- 
momente  eintreffen,  die  man  aber  auf  ein  und  dasselbe  Zeit- 
moment so  reduciren  kann,  dafs  durch  diese  Reduction  weiter 
kein  Fehler  hervorgebracht  wird.  Die  Bestimmung  der  Länge 
durch  solche  Phänomene  ist  besonders  vortheilhafl,  weil  die- 
selben der  Art  sind,  dafs  sie  sicli  mit  grofscr  Schärfe  beobach- 
ten lassen  und  weil  sie  zugleich  für  einen  grofsen  TheU  der 
Erde  sichtbar  sind,    sodafs  dadurch  die  Längenunterschiede 
von  sehr  entfernten  Orten  bestimmt  werden  können.     Solche 
Phänomene    sind  nun   die   Bedeckungen   der  Himmelskörper 
unter   einander,   also  Bedeckungen   von  Fixsternen  und  Pla- 
neten durch  den  Mond,  Sonnenfinsternisse  und  Vorübergänge 
des  Mercur  und  der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe.    Da  alle 
diese  Himmelskörper   mit  Ausnahme   der  Fixsterne  eine  Pa- 
rallaxe haben,   die  namentlich  beim  Monde  sehr  beträchtlich 
ist,  also   Beobachtern  an  verschiedenen  Orten   der  Erdober- 
fläche in  demselben  absoluten  Zeitmomente  an  verschiedenen 
Orten  der  Himmelskugel  erscheinen,  so  werden  die  Bedeckun- 
gen  derselben   oder  die  Berührungen   ihrer  Ränder  für  ver- 
schiedene Orte  nicht  gleichzeitig  eintreffen.     Es  bedarf  also 
in    diesem  Falle    einer  Correction    der  Beobachtungen    we- 
gen der  Parallaxe,  indem  man  die  Zeit  kennen  mufs,  zu  wel- 
cher die  Himmelskörper  einander  bedeckt  hätten,  wenn  die- 
selben   keine  Parallaxe   gehabt  hätten  oder  vielmehr,    wenn 
dieselben  vom  Mittelpunctc  der  Erde  aus  beobachtet  wären. 
Man  hat  also  zuerst  die  Längen-  und  Breitenparallaxen 
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sowie  den  acheinbaren  Halbmesser  der  beiden  Gestirne  ftir 
die  Zeit  der  beobachteten  Ein-  oder  Anstritte  zu  berechnen 
(oder  auch  die  Parallaxe  in  Bectascension  und  Declination, 
wenn  man  lieber  diese  Coordinaten  anwenden  will).  Dann 
erhält  man  in  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  der  Ecliptic 
und  den  Mittelpuncten  beider  Gestirne ,  in  welchem  die  drei 
Seiten  (nämlich  die  scheinbaren  Ecliptic -Poldistanzen  beider 
Gestirne  und  die  Summe  oder  Differenz  ihrer  Halbmesser) 
bekannt  sind,  den  Winkel  am  Pole  d.  h.  den  Unterschied 
der  scheinbaren  Längen  beider  Gestirne  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung,  woraus  man  durch  Anbringung  der  Längenparallaxen 
den  vom  Mittelpunote  der  Erde  gesehenen  Längenunterschied 
beider  Gestirne  fiir  die  Zeit  der  Beobachtung  findet.  Aus 
der  Gröfse  dieses  Winkels  und  der  bekannten  relativen  Ge^ 
schwindigkeit  beider  Gestirne  erhält  man  dann  die  Zeit  der 
wahren  Conjunction  d.  h.  die  Zeit,  wann  die  beiden  Gestirne 
vom  Mittelpunote  der  Erde  aus  gesehen  dieselbe  Länge  hatten 
und  zwar  ausgedrückt  in  Zeit  des  Beobachtungsortes.  Hat 
man  nun  auch  an  einem  andern  Orte  eine  Bedeckung  beider 
Gestirne  oder  eine  Berührung  ihrer  Bänder  beobachtet,  so 
erhält  man  auf  dieselbe  Weise  die  Zeit  der  wahren  Conjunc- 
tion in  Zeit  dieses  Ortes  ausgedrückt.  Der  Unterschied  bei- 
der Zeiten  ist  dann  der  Unterschied  der  geographischen  Län- 
gen der  beiden  Orte. 

Wenn  nun  die  Zeiten  der  Berührungen  an  beiden  Or- 
ten vollkommen  genau  beobachtet  wären,  so  würde  man  auf 
diese  Weise  eine  genaue  Längenbestimmung  erhalten,  wenn 
die  Data,  welche  man  zur  Keduction  auf  den  Mittelpunct  der 
Erde  anwendet,  ganz  genau  waren.  Da  dieselben  indessen 
immer  kleinen  Fehlem  unterworfen  sind,  so  mufs  man  noch 
den  Einfluls  derselben  auf  das  Kesultat  bestimmen  und  diese 
Fehler  selbst  durch  die  Combination  der  Beobachtungen  zu 
eliminiren  sudien. 

Dies  ist  die  ältere  Methode,  deren  man  sich  früher  im- 
mer bediente,  um  den  Längenunterschied  der  Orte  aus  Beobach- 
tungen von  Verfinsterungen  herzuleiten.  Jetzt  verfährt  man 
auf  etwas  andre  Weise.     Indem  man  nämlich  von  der  Glei- 
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chung  ausgeht  9  welche  die  Bedingung  der  Berührung  der 
Ränder  der  beiden  Gestirne  ausdrückt  und  nur  geocentrische 
Gröfsen  enthält,  entwickelt  man  eine  andre  Gleichung,  deren 
unbekannte  Gröfse  die  Conjunctionszeit  oder,  da  man  diese 
selbst  nicht  zu  kennen  braucht,  unmittelbar  der  Längenun« 
terschied  ist 

29«  Man  sieht  die  Ränder  zweier  Gestirne  in  Berührung, 
wenn  das  Auge  sich  in  der  beide  Gestirne  einhüllenden 
krummen  Fläche  befindet.  Da  nun  die  Himmelskörper  so 
nahe  kugelförmig  sind,  daTs  man  auf  die  kleine  Abweichung 
von  der  Kugelgestalt  hier  keine  Rücksicht  zu  nehmen  hat, 
so  wird  die  einhüllende  Fläche  die  Oberfläche  eines  geraden 
Kegels  sein  und  zwar  wird  es  immer  zwei  einhüllende  Dop- 
pelkegel geben,  indem  die  Spitze  des  einen  zwischen  beiden 
Gestirnen,  die  des  andern,  vom  gröfseren  Gestirne  aus  ge- 
rechnet, jenseits  des  kleineren  liegt.  Befindet  sich  das  Auge 
in  der  Oberfläche  des  ersteren  Kegels,  so  sieht  man  die 
äufsere  Berührung  der  beiden  Gestirne,  im  anderen  Falle 
die  innere. 

Die  Gleichung  des  geraden  Kegels  wird  nun  am  ein* 
fachsten,  wenn  man  dieselbe  auf  ein  rechtwinkliges  Axensy- 
stem  bezieht,  von  welchem  die  eine  Axe  mit  der  Axe  des 
Kegels  selbst  zusammenfällt.  Ist  dann  der  Kegel  ein  solcher, 
dessen  Durchschnitte  senkrecht  auf  die  Axe  Kreise  sind,  so 
ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  desselben  bekanntlich: 

x»  +  y«  =  (c-z)'tang/» 

wo  c  die  Entfernung  der  Spitze  des  Kegels  von  der  Grund- 
fläche der  Coordinaten  bezeichnet  und  /  der  Winkel  ist,  wel- 
chen die  Axe  des  Kegels  mit  einer  Seitenlinie  desselben 
macht. 

Man  mufs  nun  die  Gleichung  desjenigen  Kegels  suchen, 
welcher  die  beiden  Gestirne  einhüllt  und  zwar  bezogen  auf 
ein  Axensystem,  dessen  eine  Axe  durch  die  Mittelpuncte  der 
beiden  Gestirne  geht.  Setzt  man  dann  in  dieser  Gleichung 
statt  der  unbestimmten  Coordinaten  a^  y,  z  die  Coordinaten 
eines  Erdorts,    auf  dasselbe  Axensystem  bezogen,   so  erhält 
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man  die  Grundgleichung  der  Theorie  der  Finsternisse.  Zu 
dem  Ende  mufs  man  zuerst  die  Lage  der  geraden  Linie  be- 
stimmen,  welche  die  Mittelpuncte  der  beiden  Gestirne  ver- 
bindet Ist  aber  a  und  d  die  Rectascension  und  Declination 
desjenigen  Punctes,  in  welchem  der  Mittelpunct  des  entfern- 
teren Gestirns  vom  Mittelpuncte  des  näheren  aus  gesehen 
wird  oder  in  welchem  die  durch  die  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne gehende  gerade  Linie  die  scheinbare  Himmelskugel 
trifft,  G  die  Enticmung  beider  Gestirne,  bezeichnen  femer  »,  S 
und  ^  die  geoccntrische  Eectascension,  Declination  und  Ent- 
fernung des  näheren  Gestirns,  a',  6'  und  A'  dasselbe  fiir  das 
entferntere,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

Q  cos  d  COB  a  ^  tl  cos  S  CO0  a'  —  A  co«  6  cos  a 
G  cos  (2  sin  a  =  A'  cos  d'  sin  a'  —  A  cos  b  sin  a 
6r  sin  c{  =  A'  sin  d'  —  A  sin  6 

oder: 

G  cos  d  cos  (a— a')  =  A'  cos  6'  —  A  cos  fi  cos  (a— a') 
G  cos  <i  sin  {a—al)  =  —  A  cos  6  sin  {ix^o!) 
G  sin  d  =  A'  sin  6'  —  A  sin  b 

Wählt    man    den    Aequatorealhalbmesser    der    Erde    als 
Einheit,  so  mufs  man,  iVenn  A  und  A'  in  Th eilen  der  halben 

grofsen    Axe    der    Erdbahn    ausgedrückt    sind,    jetzt    -; — -, 

und  -; statt  A'   und   A    nehmen,    wo    n:    die    Horizontal- 

sm  9C 

Aequatorealparallaxe  des  nähern  und  's!  die  mittlere  Horizon- 
tal-Aequatorealparallaxe  für  das  entferntere  Gestirn  bezeichnen 

und  erhält  dann: 

• 

sin  Ä  G  cos  d  cos  ia—d)  =  A'  -;; — -7  cos  S  —  cos  Ä  cos  (pc—a') 

sinn 

sin  Ä  G  cos  d  sin  (a—oi)   =  —  cos  Ä  sin  (a  — a') 

sin  it  G  sin  d  =  A'  -; — 7  sin  ö'  —  sin  fi 

sinsr 

Da  nun  auch: 

sin  Ä  G  cos  d  =  A'  -r—jr  cos  6'  cos  (a-^ct!)  —  cos  Ä  cos  (a— a) 

sm  IT 


314 


BO  hat  man: 


Hin  ä'  cos  Ö     .    ,         .^ 
TT-' Tf  8m(a-a) 

.  A   »IDÄ     CO«  0 

tang  («-a)  =:        t—t j 

sinit  coeo  ,         ^ 

1   —    .,-: ^jt7   C08(a— a) 

A  sin  «   cos  0 


und: 


A  sin  « 


tang  (d-6')  = jj^ 


1  -      .-,—    cos  (6-Ä') 
A'  sm  «  ^ 


sin  a' 


Da  lür  Sonnenfinsternisse eine    kleine    Gröfse    ist» 


smn: 


so    erhält    man    hieraus    nach    Formel  (12)    in    Nr.   11    der 
Einleitung: 


-  sin  ^     008  £    ^         ,. 

ö  =  «   -  a/  --  ^  •  — -i/  («-«) 


A'  sin  «   '  cosÖ' 

sin« 
A  sin  9t 

und,  wenn  man  setzt: 


d  =  6'  ^  ^!!if!  («-.Ä') 


(^) 


auch  noch: 


sin  ic'  ,  ^- 

fl'  =   l   -   r>^ (ß) 

A  smic 


Man  denke  sich  nun  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  des- 
sen Durchschnittspunct  im  Mittdpuncte  der  Erde  liegt.  Die 
Axe  der  y  sei  nach  dem  Nordpole  des  Aequators  gerichtet, 
die  Axen  der  a  und  z  sollen  dagegen  in  der  Ebene  des 
Aequators  liegen  und  zwar  so,  daTs  die  Axe  der  z  und  x 
nach  Puncten  gerichtet  sind,  deren  Rectascensionen  a  und  90+a 
Dann  sind  die  Coordinaten  des  näheren  Gestirns  in  Bezug 
auf  diese  Axen: 

z'  =  A  CO«  6  cos  (pL—a)  f  y    =  A  sin  £  ,  a;'  =  A  cos  ö  sin  (a— a) 
Denkt  man  sich  nun  die  Axen  der  y  und  z  in  der  Ebene 
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der  yz  um  den  Winkel  —  d  gedreht*),  Bodafs  dann  die  Axe 
der  z  nach  demjenigen  Pnncte  gerichtet  ist,  dessen  Kectas- 
cension  und  Declination  a  und  d  ist,  so  erhält  man  fiir  die 
Coordinaten  des  näheren  Gestirns  in  Bezug  auf  dies  neue 
Axensystem : 

sin  6  sia  (2  +  cos  Ö  cos  d  cos  (a  —  d) 


z  = 


y  = 


X    = 


sin  it 
sin  6  cos  d  —  cos  6  sin  d  cos  (a— a) 

sin  Tt 
cos  6  sin  («— a) 


sin  TC 
oder  auch: 

cos  (fi—d)  cos  i  (a— a)*  —  cos  (6  +  rf)  sin  J  (a— <i)* 

Sin  :r 

sin  (Ä— d)  cos  |  (a— a)'  +  sin  (6  +  d)  sin  J  (a  — a)* 

y  = r-— Ky> 

sm  Ä 

cos  6  sin  (a— «) 
sin  it 

Die  Axe  der  z  ist  jetzt  parallel  der  Linie,  welche  die 
Mittelpuncte  beider  Gestirne  mit  einander  verbindet.  Läfst 
man  die  Axe  der  z  mit  dieser  Linie  zusammenfallen,  so  wer- 
den die  Coordinaten  x  und  y  jetzt  die  Coordinaten  des  Mit- 
telpuncfs  der  Erde  in  Bezug  auf  den  neuen  Anfangspunct, 
aber  negativ  genommen. 

Die  Coordinaten  eines  Erdorts,  dessen  verbesserte  Pol- 
höhe 9',  dessen  Stemzeit  0  und  dessen  Entfernung  vom  Mit- 
telpuncte q  ist,  sind  nun,  wenn  man  den  Anfangspunct  im 
Mittelpuncte  der  Erde,  die  Axe  der  c,  aber  parallel  der  Linie 
annimmt,  welche  die  Mittelpuncte  beider  Gestirne  verbindet: 

4  =  Q  fsin  d  sin  9'  +   cos  d  cos  9'  cos  (0  —  a)] 

r]  =  Q  [cos  d  sin  9'  —  sin  d  cos  9'  cos  (0— a)J  (ß) 

4  =  (?  cos  9'  sin  (0— a) 


1 

*)  Der  Winkel  d  muis  negativ  genommen  werden,  da  die  Drehung 
von  der  positiven  Seite  der  Axe  der  z  nach  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  y  sbu  erfolgt. 
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Die  Coordinaten  dieses  Ortes  in  Bezug  auf  ein  Axen- 
system»  dessen  Axe  der  z  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
puncte  beider  Gestirne  selbst  ist,  sind  dann: 

i,-x  ,  1]— y  und  ^ 

und  die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dafs  der  durch  q,  cp' 
und  0  bestimmte  Ort  der  Erdoberfläche  in  der  Fläche  des 
beide  Gestirne  einhüllenden  Kegels  liegt,  wird  daher: 

WO  nun  noch  c  und  /  durch  Gröfsen  ausgedrückt  werden 
müssen,  welche  sich  auf  den  Mittelpunct  der  Erde  beziehen. 
Den  Winkel  /  findet  man  aber,  wie  man  sogleich  sieht,  diu-ch 
die  Gleichung: 

r'±T 


sin/  = 


G 


wo  r  und  t'  die  Halbmesser  beider  Gestirne  bezeichnen  und 
wo  das  obere  Zeichen  für  äuTsere,  das  untere  fiir  innere  Be- 
rührungen gilt.  Da  nun  G  in  Theilen  des  Erdäquators  aus- 
gedrückt war,  so  müssen  auch  r  und  /  auf  diese  Einheit 
bezogen  werden.  Bezeichnet  also  k  den  in  Theilen  des  Erd- 
äquators ausgedrückten  Mondhalbmesser  und  A  den  Halb- 
messer, in  dem  die  Sonne  in  der  Entfernung,  welche  gleich 
der  halben  grofsen  Axe  der  Erdbahn  ist,  erscheint,  so  erhält 
man,  da: 

,        sin  \ 

r   = 


sin^ 
auch: 


ein  /  =  — — ; — 7  Fsin  A  i;  ib  sin  W\ 
Osaxic 


oder: 


sin  /  =  --7—  [sin  A  ±  ib  sin  9c]  {E) 


Es  ist  aber: 

log  sin  ^e'  =  5.6186145 
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femer  ibnach  Burkhardts  Mondtafeln  gleich.  0.2725  und  h 
nach  Bessel  gleich  15'  59"'. 788,  also  ist: 

log  [sin  h  +  X;  sin  Tc']  =  7.6688041  für  Kufsere  Berührungen 
log  [sin  A  —  Xrsin?/]  =  7.6666908  für  innere  Berührangen 

Nun  ist  noch  die  Gröfse  c  oder  die  Entfernung  der 
Spitze  des  Kegels  von  der  Ebene  der  xy  auszudrücken.  Es 
ist  aber,  wie  man  leicht  sieht: 

sin/ 

wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  äufsere,  das  untere  fiir  in- 
nere Berührungen  gilt.  Bezeichnet  man  dann  c  tangf  d.  h. 
den  Radius  des  Durchschnitts  des  Schattenkegels  mit  der 
Ebene  der  xy  durch  l  und  tang/  durch  A,  so  wird  die  all* 
gemeine  Gleichung  der  Finsternisse,  die  also  ausdrückt,  dals 
der  durch  9 ,  0  und  q  bestimmte  Oi^  der  Erdoberfläche  in  der 
Oberfläche  des  beide  Gestirne  einhüllenden  Kegels  liegt: 

Da  die  Gröfse  Z  immer  positiv  ist ,  so  mufs  man  tang  / 
oder  A,  negativ  nehmen,  wenn  man  aus  der  Gleichung  (F) 
für  c  einen  negativen  Werth  findet. 

Die  Gröfsen,  welche  zur  Berechnung  von  x,  y,  z  und  4  *] 
und  4  nach  den  Gleichungen  (C)  und  (Z^)  dienen,  werden 
aus  den  Monds-  und  Sonnentafeln  entnommen.  Da  diese  in- 
dessen immer  mit  kleinen  Fehlern  behaftet  sind,  so  werden 
auch  die  berechneten  Werthe  von  x,  y  etc.  von  den.  wahren 
verschieden  sein.  Sind  daher  Ax,  Ay  und  AI  die  Aenderun- 
gen,  welche  man  zu  den  berechneten  Werthen  von  x,  y  und  / 
hinzuzufügen  hat,  um  die  wahren  Werthe  zu  erhalten,  so 
wird  die  vorige  Gleichung:*) 

(x  +  Ax^4y  +  (y+Ay-ny  =  (l+Al-^k^y 


*)  Fehler  In  a,  d  und  k  werden  hier  vemachläfsigt,  weil  sich  die- 
selben doch  nicht  aas  den  Beobachtungen  der  Finsternisse  bestimmen 
lassen. 
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Es  seien  nun  die  Werthe  von  a,  ö^  ir,  a'y  6'  und  v!  aua 
den  Tafeln  oder  astronomischen  Ephemeriden  fiir  die  Zeit  T 
des  ersten  Meridians  genommen.  Die  gesuchte  Zeit  des  er- 
sten Meridians,  zu  welcher  ein  Moment  einer  Finstemifs 
beobachtet  ist,  sei  dann  T+T^,  so  hat  man,  wenn  ano  und  yo 
die  Werthe  von  x  und  y  für  die  Zeit  7'  und  a/  und  y'  die 
Differentialquotienten  von  a  und  y  bezeichnen: 

X  =  ar^   +  a:'  T'  und  y  =  y,,   +  y'  7^ 

Auf  ähnliche  Weise  erhielte  man  auch  die  Gröfsen  4,  ij 
und  4  2^118  zwei  solchen  Theilen  zusammengesetzt.  Da  diese 
Gröfsen  sich  aber  immer  sehr  langsam  ändern  und  man  in 
der  Regel  schon  immer  einen  genäherten  Werth  fiir  den 
Längenunterschied  also  fiir  die  der  Beobachtungszeit  entspre- 
chende Zeit  des  ersten  Meridians  kennt,  so  kann  man  diese 
Grröfsen  schon  immer  fiir  diese  Zeit  als  bekannt  voraussetzen. 

Die  vorige  Gleichung  wird  daher: 

Aenderten  sich  nun  js  und  y  der  Zeit  proportional,  so 
wären  x'  und  /  constant,  und  man  hätte  zur  Berechnung 
derselben  die  Kenntnifs  der  Zeit  T+  T  nicht  nöthig.  Dies 
ist  nun  zwar  nicht  der  Fall,  da  aber  die  Aenderungen 
von  si  und  %J  sehr  klein  sind  gegen  die  Aenderungen  von  x 
und  y  selbst,  so  kann  man  die  obige  Gleichung  durch  Nähe- 
rungen auflösen,  welche  sehr  schnell  convergiren. 

Setzt  man  nun: 

X  \  —  y  i    =  Aar 
y  I  +  a:  t    =  Ay 

femer: 

m  sin  Af  =  aro"~4  n  sin  iST  =  a/ 

mcosAf  =  yo"~1  n^fi^  N  ^  y*  (O) 

l  -  k4  =  L 

80  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(Z  +  AO*  =   [m  cos  (M-N)  +  n  (T'  + 1)]*  +  [m  sin  (M-N)  -  n  i'J* 
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und   man    erhält  hieraus ,    wenn    man    die   Quadrate    von  % 
und  Li  vernachläfsigt,  fiir  V'\-i  die  quadratische  Gleichung: 

(r+i)"+ —  C08  (M-N)  (T'+O  = 5^ — '■ — ^ — 

+   —  sin  (M-  N)  t'  +  ^  A/ 


Löst    man    diese  Gleichung    nach   7*^  +  1   t^uf   und    be- 
denkt,  dafs: 

l/(x  +  Aa:)  =  V^  + 


2Var 

SO  findet  man,  wenn  man  setzt: 

X  sin  t|j  =  I»  8in  (Af-iV)  (£^) 

T'  =  .  !ü  cos  (M^IT)  T  ^^^^  -  i  T  tang  t|,  t'  :p  ^  sec  ij, 
n  n  n 

oder  mit  Ausnahme  des  Falles,  dafs  ip  sehr  klein  ist: 

fi  sin  ip  n 

Da  nun  die  Zeit  des  Eintritts  immer  früher  als  die  des 
Austritts  ist,  also  7"^  für  den  Eintritt  einen  kleineren  positi- 
ven oder  gröfseren  negativen  Werth  haben  mufs  als  (ur  den 
Austritt,  so  gilt,  wenn  man  den  Winkel  "^  immer  im  ersten 
oder  vierten  Quadranten  nimmt,  das  obere  Zeichen  fiir  den 
Eintritt,  das  untere  dagegen  fiir  den  Austritt,  wie  man  so- 
gleich aus  der  ersteren  Form  der  Gleichung  für  7"  sieht. 
Nimmt  man  aber  für  den  Eintritt  if>  in  dem  ersten  oder  vier- 
ten, ftir  den  Austritt  dagegen  in  dem  zweiten  oder  dritten 
Quadranten,  so  ist  ftir  beide  Fälle: 


^  w  sin  (i»/— iV+ijO  ^,         ,         LI 

7^  = i_ J  i  ^  i  ^  {  tang  ij)  —    —  sec  i|; 

n  sin  \p  n 


oder: 


3r  =  —  —  cos  (M—N)  — ~  -  I  —  r  tang  i|;  —   —  sect|)  (J) 

n  n  n 
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Nur  für  ringförmige  Sonnenfinatemisse  ist  der  Austritt 
bei  der  inneren  Berührung  früher  als  der  Eintritt.  Man  mufs 
also  dann  fiir  den  Eintritt  i|^  in  dem  zweiten  oder  dritten^ 
ftir  den  Austritt  dagegen  in  dem  ersten  oder  vierten  Quar 
dranten  nehmen. 

Die  Gleichung  («/)  löst  man  nun  durch  auf  einander  fol- 
gende Näherungen  auf.  Man  berechnet  zu  dem  Ende  die 
Werthe  ar,  y,  z^  a,  rf,  ^,  l  und  A  nach  den  Formeln  (-4),  {B\  (O,  (JS) 
und  {F)  fiir  mehrere  auf  einander  folgende  Stunden ,  sodafs 
man  nach  den  Interpolationsformeln  die  Werthe  von  a^  und  yo 
sowie  deren  Differentialquotienten  för  eine  jede  Zeit  finden 
kann.  Dann  nimmt  man  ein  2'  an,  so  genau  als  es  die  bei- 
läufige Kenntnifs  des  Längenunterschiedes  erlaubt,  interpolirt 
fiir  diese  Zeit  die  Gröfsen  Xq,  y^j  sl  und  ^  und  findet  da- 
durch mit  Hülfe  der  Formeln  (2?),  (G),  (jS)  und  {J)  einen 
genäherten  Werth  für  T.  Mit  dem  Werthe  7  +  7*  wieder- 
holt man  dann,  wenn  es  nöthig  ist,  die  vorige  Rechnung. 
Bezeichnet  man  den  in  der  letzten  Näherung  angenommenen 
Werth  wieder  mit  T  und  die  gefundene  Verbesserung  mit  7^, 
so  ist  dann  T-\-T*  =  t—d^  wo  t  die  Beobachtungszeit  und  d 
den  östlichen  Längenunterschied  des  Beobachtungsortes  vom 
ersten  Meridian  d.  h.  also  desjenigen  Meridians  bezeichnet, 
dessen  Zeit  der  Berechnung  der  Gröfsen  x^  y  y  z  etc.  zum 
Grunde  liegt 

Es  ist  also: 

d  =  i—T  +  —  C08  (M—N)  +  -  cost)>+t  +  «^  tangt);  +  —  seci); 

^      m  sin  (Af-i\r+tfO        .      .  .        A/         .  ^^^ 

=  t—T  + ^— ; — - — —  +  «  +  t  tang  1»'  +  —  sec  \»; 

h  sin  tj>  n 

Da  die  Werthe  von  x  und  y  so  gefunden  werden,  dafs 
ihnen  die  mittlere  Stunde  als  Zeiteinheit  zum  Grunde  liegt, 
so  setzt  die  obige  Formel  fiir  d  dieselbe  Zeiteinheit  voraus. 
Will  man  aber  den  Längenunterschied  d  in  Zeitsecunden  ha- 
ben, so  mufs  man  die  Formel  mit  der  Anzahl  s  von  Secun- 
den,    die    auf   eine    Stunde    derjenigen    Zeitart    gehen,     in 


321 

welcher  die  Beobachtung  ausgedrüdct  ist,  niultipliciren.  Da- 
durch wird  dann  auch  t^T  in  Secunden  derselben  Zeitart, 
in  der  t  angegeben  ist,  ausgedrückt  oder  T  bezeichnet  die 
mit  t  gleichmäfsig  ausgedrückte  Zeit. 

Die  Gleichung  {K)  giebt  nun  nicht  den  Längenunter- 
schied des  Beobachtungsortes  vom  ersten  Meridian^  sondern 
vielmehr  eine  Kelation  zwischen  demselben  und  den  Fehlern 
der  Rechnungselemente.  Hat  man  aber  an  verschiedenen 
Orten  dieselbe  Finstemifs  beobachtet,  so  erhält  man  fiir  einen 
jeden  Ort  so  viele  solcher  Gleichungen,  als  man  Momente 
der  Finstemifs  beobachtet  hat.  Durch  die  Combination  die- 
ser Gleichungen  eliminirt  man  dann,  wie  man  nachher  sehen 
wird,  die  Fehler  eines  oder  mehrerer  Rechnungselemente  und 
macht  auf  diese  Weise  das  Resultat  von  den  Fehlem  der  Ta- 
feln so  viel  als  möglich  unabhängig. 

Man  mufs  nun  noch  die  Gröfsen  i  und  /  entwickeln, 
welche  durch  die  Gleichungen: 

J i  -■  y{  =  A* 
y  i  '\-  3%    =   Ap 

oder: 

nt   =  sin  NAx  +  cog  NAp 
nt'  =  sin  NAy  —  cos  NAß^ 

bestimmt  waren.  Die  Grröfsen  a  und  i/  hängen  von  u^a 
6^d  und  3c  ab.  Nimmt  man  also  diese  Gröfsen  qJs  fehler- 
haft an,  so  wird: 

Ax  =  i4  A(a-a)  +  B  Aifi-d)  +  C  An 
Ay  =  A'A(a-a)  +  Bf  Aiö-d)  +  CfAn 

WO  A9  Bf  C  die  Differentialquotienten  von  x  in  Bezug  auf 
a— a,  6— d  und  or,  A\  B ^  C  dagegen  dieselben  Differential- 
quotienten von  y  sind.  Da  nun  A(c(— a),  A{ß^d)  und  An 
immer  nur  kleine  Gröfsen  sind,  so  kann  man  in  den  Aus- 
drücken fiir  die  Differentialquotienten  die  Glieder,  welche 
sin  {ol'^ül)  und  sin  (<S— ^)  als  Factor  enthalten,  vernachlässigen, 
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dagegen    cos  (a—a)   und  cos  (6— rf)  gleich  eins  setzen  und 
erhält  dann: 

C08  ö  ,  ^  COS  S 

A   =   -: co«(a-~a)  =  -: 

sin  7t  sin  TT 

sin  8  sin  (a— n) 

sm  IC 

^              cos  6  sin  (a—a)  cos  ä  x 

C  =  —    


sin  %^  tang  or 

,  cos  6  sin  d  sin  (a  —  a) 

sm  7t 
.  _  cos(Ä-d)   _     1 


C  =  - 


sm  91  sm9C 

y 

tang  IC 


Da  nun  i  und  i',  also  auch  A(a  — a),  A((5— cf)  und  Art 
in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  sind»  so  müssen  diese 
Differentialquotienten,  wenn  man  die  Fehler  der  Elemente  in 
Secunden  erhalten  will,  mit  206265  diyidirt  werden.  Setzt 
man  dann: 


=  h 


206265  .  n  sin9t 
SO  wird: 

i  =h  B\nNcosöA(a-<i)  +  hco8NA(ö~-d)  —  h  cos itAitlx sin N+y cos N] 
i  =— Äco8iVco8ÖA(a— a)  +  hsmNA(ß—d)  +  Äco89CAÄ[arco8iV— ysiniV] 

also,    wenn  man  die  obere  Gleichung  mit  cos  t{>,    die  untere 
mit  sin  ^  multiplicirt : 

cos  ^ll 
[i  +  i  tang  ip]  — -^  =  sin(iV-i};)co8«A(a-rt)  +  co8(iV-t|0A(6-d) 

—  cos  1t  A«  [x  sin  (JV^— 1|>)  +  y  cos  (A^— tf>)J 
Damit  erhält  man  dann: 

^-.       .^  .  w      sin  (Af-AT-f  i|^)    ,    ^   sin  (iV-tt>)         j. 

o  =  <—-«+--  5   ; — +  h   ^^ —^  cos  ÖAia— a) 

n  sin  '*\>  cos  'i|> 

cos  i|; 

+  h 206265  sin  icAZ 

cos  i[> 


—  A  cos 


fx  sin  (iV-^)  +  y  cos  (iV-^)\ 

3t  A  A  (  ,  j 

\  cos  lj>  / 
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oder  auch 9  wenn  man  setzt: 

£  =  sin  N  coa  d  A  ia—a)  +  QOsNA(S—d) 

^  =s  —  cosJV  cos  6A(a  —  r/)  +  »in  NA  (6— d) 

ri  =  206265  sin  «  A/  n\ 

0  =  cos  7C  A  9C 

a:  sin  (TNT— 1{^)  +  jy  cos  (N—  i/;) 

^    =    ; 

cos  tfj 

m       sin  (M-^N-h  ib) 
i/  =  /-T+-.« — ^-: — ; — -^+A£+Ä^tangib  +  Är|seci];-A-E:0  (AO 

n  sin  tj; 

Jede  Beobachtung  eines  Moments  einer  Verfinsterung 
giebt  nun  eine  solche  Gleichung  und  da  dieselbe  fiinf  unbe- 
kannte Gröfsen  enthält,  so  werden  fiinf  solcher  Gleichungen 
zur  Bestimmung  derselben  hinreichen.  Die  Gröfsen  t]  und  0 
wird  man  aber  in  der  Kegel  nicht  bestimmen  können,  wenn 
nicht  die  Beobachtungen  an  Orten,  welche  sehr  weit  von  ein* 
ander  entfernt  liegen,  angestellt  sind.  Indessen  wird  doch 
die  Berechnung  der  Coefficienten  immer  den  Einflufs  zeigen, 
welchen  Fehler  in  den  Werthen  von  ?c  und  /  auf  das  Resul- 
tat haben  können.  Man  wird  also  in  der  Regel  immer  nur 
den  Mittagsunterschied  von  den  Fehlem  <  und  e  zu  befreien 
suchen,  aber  die  letztere  Gröfse  nur  dann  bestinmien  können, 
wenn  der  Mittagsunterschied  eines  Ortes  vom  ersten  Meridiane 
bekannt  ist.  Kennt  man  dann  f  und  4  9  so  erhält  man  da- 
raus die  Fehler  der  Tafeln  in  Kectascension  und  Declination 
durch  die  Gleichungen: 

cos  ÖA  (oc— a)  =  e  sin  N  —  4  cos  A'' 
A  6  =  e  cos  JV  +  4  sin  iV 

Die  sämmtlichen  Formeln,  deren  man  zur  Berechnung 
des  Längenunterschiedes  aus  einer  Sonnen- Finstemifs  bedarf, 
sind  nun  also,  noch  einmal  der  Uebersicht  wegen  zusammen- 
gestellt die  folgenden: 

,         sin  7C         cos  6    ,         iy, 

a  =  a!  -  --7-: .  — -r;,  (a-a) 

A  sm  ff      ros  o 

d  =  ff-  J|^  (8-»)  >  (1) 


g  =  i  - 


A'  sin  « 

sin  k' 
A'  sin  K 
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wo  oty  S  und  TT  BectascenBiODy  Declination  und  Horizontal - 
Aequatorealparallaxe  des  Mondes,  et',  ö',  A'  und  n'  dagegen 
Rectascension,  Declination,  Entfernung  und  mittlere  Horizon- 
tal-Aequatorealparallaxe  der  Sonne  bezeichnen: 

cos  8  sin  Cu—a) 
sin  it 

sin  Ä 
^   cos  (6— rf)  cos  i(a--a)*  —  cos(6+i)8in  J(a— n)*^ 

sin  it 

sin  /  =  —7 —  fsin  A  ±  A;  sin  n]  (3) 

**  »ff 

wo: 

log  [sin  h  •¥  k  simd]  =  7  .  6588041 

fiir  äuPsere  Berührungen  und: 

log  [sin  h  —  k  sin  w']  =  7  .  6666903 

för  innere  Berührungen  ^It: 

=  z  ±  T—^  (4) 

sm/ 

WO  wieder  das  obere  Zeichen  ftir  äufsere,  das  untere  iilr 
innere  Berührungen  gilt. 

tang/  =  A 

i  =  cX  <^> 

WO  X  immer  dasselbe  Zeichen  wie  c  erhält: 


4  =  Q  cos  9  sin  (0— a) 

1]  =  Q  [cos  d  sin  cp'  —  sin  d  cos  <p'  cos  (0— a)] 

4  ^  Q  [sin  d  sin  <p'  +  cos  d  cos  <p'  cos  (0--a)] 


(6) 


wo  cp'  und  (}  die  verbesserte  Polhöhe  des  Beobachtungsortes 
und  seine  Entfernung  yom  Mittelpuncte,  0  dagegen  die  beob- 
achtete Stemzeit  eines  Ein-  oder  Austritts  bezeichnet. 
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Ist  dann  fiir  eine  Zeit  7': 


X  =  a-„ 

dt 

y  -  ^0 

dt         ^ 

so  berechnet  man: 

m  sin  ilf  =  a:^,— 4 

n  sin  iV  — 

,    i-xi  =  t:      (7) 

m  cos  ilf  =  yo  ""^  n  cos  A'^  =  y 

Z  8ini|;  =  m  sin  (M—N)  (8) 

wo  ftir  Eintritte  i)^  im  ersten  oder  vierten,    für  Austritte  im 
zweiten  oder  dritten  Quadranten  zu  nehmen  ist  und: 


^               nt  am (M—N+ib)             tn         ,,^     ^,^  Z  cos  ili 

T'  =  —  * ^ ^  « cos  (M—N) 

n             sin  t|;                      n  n 

Dann  ist: 

d^zt-T-'t'^heH'h^  tang  i|*  (10) 


(9) 


wo: 


also: 


206265.»  sm  9t 
e  =^  an  N  cos  SA  (a— a)  +  cos  NA  (ö^d) 
^  =  —  cos  iVcos  SA(a  —  a)  +  sin  NA(S—d) 


cos  6  A(a— a)  =  c  sin  iV  —  ^  cos  N 
A(6-d)  =  6  cos  i>r  +  ^  sin  i\r 


Beispiel.  Am  7.  Juli  1842  fand  eine  Sonnenfinstemils 
statt,  bei  welcher  in  Wien  und  Fulkowa  die  folgenden  Mo- 
mente beobachtet  wurden^ 

Wien: 

Innere  Berührung  beim  Eintritt     18*  49'  25'^0  mittlere  Wiener  Zeit 
Innere  Berührung  beim  Austritt     18    51   22  .0 

Pulkowa: 

Aeufsere  Berührung  beim  Eintritt    19^    7'    S^\5  mittlurePulkowaerZeit 
Aeulsere  Berührung  beim  Austritt    211252.0 
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Nach    dem   Berliner  Jahrbuche   hat  man   die  folgenden 
Oerter  der  Sonne  und  des  Mondes: 
M.BerUeit  u  6  al  S 

17*     106"  8'49".98   +  23®22'l0".35    106''50'88".49  +22®88'24".46 


18* 

47  43  .31 

15  0.84 

53  12  .37 

38  7 

.93 

19* 

106  26  84  .14 

7  40  .45 

55  46  .24 

82  51 

.36 

20* 

107  5  22  .32 

0 10  .75 

58  20  .09 

82  84 

.75 

21* 

44  7  .75 

22  52  81  .29 

107  0  53.94 

32  18 

.09 

22* 

108  22  50  .34 

44  42  . 1 3 

IC 

8  27  .78 
logA' 

32  1 

.40 

17* 

59' 55".  06 

0.0072061 

18* 

56  .37 

56 

19* 

57  .65 

51 

20* 

58  .91 

46 

21* 

60   0  .14 

41 

22* 

1  .35 

36 

Berechnet  man  nun  zuerst  die  Gröfsen  a^  d  und  g  nach 
den  Formehl  (1),  so  erhäh  man: 


18*  106"  53' 21". 53 
19*  55   50  .33 

20*  58   19   .10 

21*  107       0   47    .88 

Femer    findet    man 


+  22"  88'  2".  04 
32  16  .47 
82  80  .87 
82  15  .25 


9.9989808 
11 
15 
19 


nach    den    Formeln  (2),    (3),    (4) 


und  (5): 


17*  -  1.5682144 

18*  —  1.0061154 

19*  -  0.4489341 

20*  +  0.1082514 

21*  +  0.6653785 

22*  4-  1.2224009 


+  0.8246864 
+  0.7089854 
+  0.5827957 
+  0.4619784 
+  0.3898985 
•f  0.2171603 


log« 
1.7585849 
1.7534883 
1.7588923 
1.7582614 
1.7680909 
1.7578799 

log  A, 


Aeu&ere Berührung  Innere  Berührung  AeuTsere  Berühr.  Innere  Berühr. 


17* 
18* 
19* 
20* 
21* 
22* 


0.5362314 
0.5362001 
0.6861450 
0.53<fo655 
0.5359622 
0.6858845 


0.0100548 
0.0100860 
0.0101409 
0.0102198 
0.0108227 
0.0104499 


7.6626222 
28 
25 
26 
27 
29 


7.6606084 
85 
87 
88 
89 
91 
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Nun  ist  die  Zeit  der  inneren   Berührung  beim   Eintritt 
für  Wien: 

18*  49'  25".  0 

also  die  Stemzeit: 

0=1*  52'  29". 8  =  28*  ?'  27".0 

femer  ist: 

9  =  48"  12'  35".  5 

also  die  verbesserte  Polhöhe: 

9'  =   48"  1'  8"  9 

und: 

log  ^  =  9.9991952 

Nimmt    man    nun    T  =  18*  30'    an,    so    erhält  man  fiir 
diese  Zeit: 

«  =  -  0.727530  y  =  +  0.643418 

und  nach  den  Formeln  (6): 

4  =:  -  0.654897       T2  =  +  0.635482        log  ^  =  9.606857 

ferner  naoh  den  Formeln  in  Nr.  15  der  Einleitung: 

a:'  =  +  0.557181  y    =  -  0.121139 

also  nach  den  Formeln  (7),  (8)  und  (9): 

if  =  276"  13' 56"     log  m  =  8.868711       ,       ,  ... 

.  "^  logZ  =  8.077778 

iY  =   102    15    58       logn  =  9.756026 

<^  =  39*  56'  58" 

7^  =  -  6'  40".  85 

Man  hat    hier  nun    nicht  nöthig,    eine  zweite  Näherung 
zu  machen  und  erhält  daher  nach  der  Formel  (10): 

rf  =  +  0*  12' 44".  16  +  1.7553  fe  +    1.4703  ^ 

Aus    der  Beobachtung    der    inneren  Berülurungen    beim 
Austritt  findet  man  ebenso »  wenn  man  dasselbe  T  beibehält: 

4  =  -  0.653763         1)  =  +   0.633338  log  4  =  9.612367 

M  -   277"  46'  40"      log  m  =  8.871874  log  L  =  8.078638 

tf>  =  150"  54'  5l".5 
7^  =  -  8'  54".  74 

also: 

d  =  +  0*  12'  27".26  +   1.7653  c  -  0.9764  ^ 
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Auf  gleiche  Weise  erhält   man  aus  den  Beobachtungen 
in  Pulkowa,  wenn  man: 

q>  =  59*  4«'  18". 6 


also: 


und: 


I 

I 
I 


9'  =  59*  8G'  16  .8 


nimmt: 


log  ß  =  9.9989172 

li'  =   1*  8'  26^.57   +    1.7559  £  +  0.5064  4 
d'  =  1*  8'  22". 67   +   l  .7541  e  -  0.3084  4 

Es  ist  also: 

dt-d  =  +   5ö'42".42  -   0.9689  4 
«/'-d  =  +   55    55  .41   +  0.6780  4 

also: 

df-d  =  +  55'  50".  07 

und: 

^  =  -  7".  94 

Um  nun  auch  den  Fehler  £  zu  bestimmen,  mufs  man 
die  Länge  eines  der  Orte  von  Berlin  als  bekannt  annehmen. 
Da  aber  die  Länge  Wiens  von  Berlin 

+  0*  11'  56". 40 

beträgt  9  so  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  fiir  d: 

fc  =  -  20".  55 

Da  nun  femer: 

cos  ÖA  (tt—  a)  =  e  sin  A'^  —  ^  tcos  N 
A  (6— rf)  =  f  cos  iV  +  4  sin  iV 

80  wird: 

coBÖA^a-a)  =  -  2l".78 
und: 

A(ö-d)  =  -  8".8S 
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SO*  För  Stembedeckungen  durch  den  Mond  werden 
die  Formeln  etwas  einfacher.  Da  dann  n'  =  0  ist,  so  wird 
a^  u\  d=i  6\  Es  fallt  daher  die  Berechnung  der  Formeln 
(1)  ganz  fort  und  die  Coordinaten  des  Erdorts  werden  vom 
Orte  des  Mondes  ganz  unabhängig,  nämlich: 

4  =  g  cos  9'  Bin  (0— ot') 

t]  =  Q  [sin  <p'  cos  y  —  cos  9'  sin  <5'  cos  (0— a')] 

Die  dritte  Coordinate  4  braucht  man  nicht,  weil  fiir  die- 
sen Fall  /,  also  auch  A  =  0  ist,  indem  der  einhüllende  Kegel 
in  einen  Cylinder  übergeht  Der  Halbmesser  l  des  Durch- 
schnitts dieses  CyUnders  mit  der  Grundebene  der  Coordinaten 
wird  dann  gleich  dem  Halbmesser  des  Mondes,  also  gleich  L 
Man  hat  daher  auch  nicht  die  Berechnung  der  Coordinate  z 
nöthig;  x  uud  ^  findet  man  aber  aus  den  einfachen  Glei- 
chungen: 

cos  6  sin  (a— a') 

X  =      -  ■  I  

sin  9t 
_  sin  6  cos  Ä'  —  cos  6  sin  Ä'  cos  (a— a') 

sm  7C 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Finsternisse  geht  nun  in 
die  folgende  über: 

die  man  ganz  so  wie  vorher  auflöst.  Setzt  man  wieder 
t— {f  =  T+j?"  und  sind  «^  ^^^  y©  ^i®  Werthe  von  x  und  y 
für  die  Zeit  T,  x'  und  1/  die  Differentialquotienten  dieser 
Gröfsen,  so  berechnet  man  wieder  die  Hülfsgröfsen : 

m  sin  M  =  a:„  —  4  n  sin  iV  =  «' 

m  cos  Af  =  y©  —  rj  n  cos  iV  =  y' 

ik  sin  i|;  =  m  sin  {M—N) 

und  erhält  dann: 

n  sm  t|^ 

wo  A,  e  und  4  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  haben. 
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Beispiel.  1849  Nov.  29  wurde  zu  Bilk  der  Ein-  und 
Austritt  des  Sterns  u  Tauri  un  Mondrande  beobachtet  und 
zwar; 

der  Emtritt  um  8*  15'  12''.  1  mittlere  Bilker  Zeit 
der  Austritt  um  9    18  19  .  8 

Der  Eintritt  desselben  Sterns  wurde  auch  zu  Hamburg 
beobachtet  um: 

8*  »8'  47".  2 

mittlere  Hamburger  Zeit 

Der  Ort  des  Sterns  war  an  diesem  Tage  nach  dem  Nau- 
tical  Almanac: 

a    =  4*  11'  16".24  =  62*  49'  s".  6 
Ä'  =  +   15**  15'  82".  2 

Femer  ist  tür  Bilk: 

<p'  =  51*  l'  10".0 
log  Q  =  9.9991201 

und  für  Hamburg: 

9'  =  58®  22'  4".  2 
log  (^  =  9.9990624 

Endlich  hat  man  nach  dem  Nautical- Almanac  fiir  die 
mittleren  Oreenwicher  Zeiten  7*,  8^,  9*  die  folgenden  Oerter 
des  Mondes: 

et  6  •       n 

7*  4*  6'  2". 85  +15®47'24".6  6O' 50".8 
8*  4  8  85  .69  15  54  48  .8  60  51  .8 
9*  4  11   9  .81      16   2  6.5    60  52  .9 

Man  erhält  also  fiir  diese  drei  Zeiten: 

X  I.  Diff.  y  I.  Diff. 

7h  -  1.240980    .  ^  ^n^^e«  +  0.527577    .  ^  .*o^^, 

+  0.606752  +  0.118741 

%h     _  0.684228  -f  0.646818 

+  0.606864  +  0.118656 

9A  -  0.027864  +  0.764974 

Für  den  Eintritt  für  Bilk  hat  man  nun: 

0  =r  0*  49'  29".  98 
©-a'  =  -  60*  26' 84".  6 
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also: 

^  =  -  0  484015  and  1]  =  +  0.648216 

Nimmt  man  nun  7'  =s  7*  SC/  an,  so  erhält  man  ßir 
diese  Zeit: 

x^—if  =  —  0.251846  y^— rj  =  -  0.016682 

x'  =  +  0.606789  y    =  +  0.118718 

also: 

Ai  s    266®  12'  10"  JV  =  +  78"  55'  50" 

logm  =       9.401226       log  n  =r       9.791194 

if;   =r  -  6*48'  12" 
7^  =  +     2'    0".85 

Die  Beobachtung  des  Eintritts  fiir  Bilk  giebt  also  zwi- 
schen dem  Mittagsunterschiede  von  Ghreenwich  und  den  Feh- 
lem £  und  4  die  Gleichung: 

d  =  +  27'  12".96  +   1.^946  «  -  0.1879  4 

und  auf  dieselbe  Weise   erhält  man   aus  dem  Austritt   fiir 
Buk: 

d  =  +  27'27".10  +   1.5937  e  +  0.5886  ^ 

und  aus  der  Beobachtung  des  Austritts  für  Hamburg: 

rf'  =  +   40'  8".76  +   1.5945  e  -  0.1862  4 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen: 

^-d  =  +   12'  50".8l  +  0.0517  4 
df-^d  =  +   12  36  .66  -  0.6698  4 

woaus  man: 

df^d  =  +  12'  49".80  and  4  =  -  19".61 

findet. 

31*  Die  in  Nr.  29  und  30  gegebenen  allgemeinen  Glei- 
chungen für  die  Finsternisse  und  Stembedeckungen  dienen 
nun  auch  zur  Vorausberechnnng  derselben  fiir  einen  gegebe- 
nen Ort  der  Erde.  Nimmt  man  ftir  T  eine  der  Mitte  der 
Finstemifs  nahe  gelegene  Zeit  des  ersten  Meridians,  am  be- 
quemsten eine  runde  Stunde  und  berechnet  fiir  diese  Zeiten 
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wieder  die  Grrörsen  ^o»  ^o»  ^j  }/  und  /.,  so  wird  die  allge- 
meine Gleichung  der  Finstemiase: 

WO  4  und  t^  die  Coordinaten  des  Ortes  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  in  dem  gesuchten  Momente  der  Finstcrnirs  7'+  T' 
bezeichnen.  Nennt  man  daher  0o  clie  der  Zeit  T  entspre- 
chende Stemzeit»  so  wird  0o-Mo  ^i^  Stemzeit  des  Ortes,  fiir 
welchen  die  Finstemifs  berechnet  wird;  bezeichnet  man  also 
die  zu  00+^  gehörigen  Werthe  von  4  und  t)  mit  4o  und  t\^^ 
80  wird: 

i^  i^  +  Q  cos  q>'  cos  (e^-a+d;,)  ^^|^  .  t 

/    •    •^  ,x  d(0— o)      ^    . 

t2  =r  1]^  +  Q  coir  (p  sin  (0^  — a  +  <^,)      \  -    '    .  7^.  an  d 

a  r 

Wenn  man  daher  jetzt  setzt: 

m  sinÄf  =  jr,j-4o  ,  nsiniV  =  a:'— ^co8<p'cos(©^,— a+d^,) 

d  ^0— ü^ 

m  COB  A/  =  yo-*lo  /  '^  ^^^  =  y  "t?  <^<>«9'  Mn(0o-a+d;,)      \^      sin  rf 

a  7 

sin  ij;  =  --  sin  (M^N) 

WO  Lo  den  zur  Zeit  T  gehörigen  Werth  von  L  bezeichnet, 
so  erhält  man  wieder: 

m  L. 

T*  = cos  (M-N)  ^F  —  cos  t|>  =  t-^T—d 

n  n 

WO  y^  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  genommen  werden 
mufs  und  das  obere  Zeichen  för  den  Eintritt»  das  untere  för 
den  Austritt  gilt,  oder  es  wird,  wenn: 

fit  V  /L 

cos  (Af — iV)  —  -^  cos  i|>  =  r 

fi  fi 

-  —  CO«  (Af-iV)  +  ^  cos  tb  =  / 


*)  Für  eine  Stembedeckang  ist  /^  =  i;  =  0.9725. 
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die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

und  die  des  Austritts: 

Durch  diese  erste  Annäherung  erhält  man  die  Zeiten 
der  Bänderberühmngen  auf  einige  Zeitminuten  genau,  was 
inr  die  Erleichterung  der  Beobachtungen  der  Finsternisse 
schon  ausreicht.  Will  man  die  Zeiten  genauer  haben ,  so 
mufs  man  die  Sechnung  wiederholen,  indem  man  dnmal  7"+?' 
und  dann  T+/  statt  2'  nimmt/ 

Zur  Erleichterung  der  Beobachtungen  ist  es  noch  nöthig, 
diejenigen  Puncto  des  Sonnenrandes  (oder  für  Stembedeckun- 
gen  des  Mondsrandes)  zu  bestimmen,  an  denen  der  Eintritt 
und  Austritt  erfolgt.     Substituirt  man  aber  in: 

den  Werth: 

cos  (M  —  N)  T   —  coä  ij^ 

so  erhält  man: 

ar— 4  =  [fn  sin  M  sin  y\)  cos  N  cos  iV  —  i»  cos  iV  sin  N  cos  M  sin  ip 

:F  m  sin  ilf  cos  iV^  sin  N  cos  ib  ±  m  cos  Af  sin  N  sin  N  cos  tb  1   -; 

sintfi 


oder: 


,        _  m  sin  (M— A^)    .     .-^^^.. 


und  ebenso: 

y— 1]  =  :p  Z,  cos  (iV^tp) 

Es  ist  daher  für  den  Eintritt: 

T-4  =  -  Z  sin  (iV^-i|>;  =  i  sin  (iV+180-i/;) 
y— f]  =  —  £  cos  (iV— i};)  =  L  cos  (iV+  180— 1|;) 

und  fiir  den  Austritt: 

«-4  =  Z  sin  (i>r+tj;) 
y— TJ  =  Z  cos  (iV+^) 
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Nun  sind  4—^  und  r)— y»  wie  man  in  Nr.  29  gesehen 
hat,  die  Coordinaten  des  in  dem  Einhüllungskegel  gelegenen 
ErdortSy  bezogen  auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z  die 
Verbindungslinie  der  Mitten  beider  Gestirne  und  dessen  Axe 
der  X  dem  Aequator  parallel  ist;  ^—4  und  y—^  sind  daher 
die  Coordinaten  eines  Punctes,  welcher  in  der  Richtung  der 
von  dem  Erdorte  nach  dem  Berühmngspuncte  der  beiden 
Gestirne  gezogenen  geraden  Linie  liegt  und  dessen  Entfer* 
nung  von  der  Spitze  des  Kegels  gleich  der  des  Erdorta  von 

derselben  ist.      —f^  imd  -^^  sind  also  der  Sinus  und  Cosi^ 

nus  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Axe  der  y  oder  der 
durch  den  Punct  z  *)  gehende  Dedinationskreis  mit  der  Rich- 
tung von  z  nach  dem  Berührungspuncte  macht  Da  nun  aber 
der  Punct  z  dem  Mittelpuncte  der  Sonne  immer  sehr   nahe 

X  — 4 

liegt,    so    kann    man    auch    ohne    merklichen    Fehler   — = — 

und  '— -'  als  den  Sinus  oder  Cosinus  desjenigen  Winkels  iui- 

sehen,  welchen  der  durch  den  Mittelpunct  der  Sonne  gehende 
Declinationskreis  mit  der  Richtung  vom  Mittelpuncte  der 
Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  macht.  Dieser  Winkel 
ist  daher  för  Eintritte: 

und  ftir  Austritte:  >  {Ä) 

Für  ringförmige  Sonnenfinsternisse  wird  dagegen  A^+t}» 
der  Winkel  fiir  den  Eintritt  bei  der  inneren  Berührung, 
und  A^-l-180— ij»  der  Winkel,  in  welchem  der  Austritt  erfolgt. 

Für  eine  Sonnenfinsternifs  hat  man  also  zuerst  fiir  eine 
der  Mitte  der  Finstemifs  nahe  gelegene  Zeit  I'  (am  besten 
eine  runde  Stunde)    desjenigen  Meridians,   für  welchen   die 


*)  Der  Punct  z  iat  derjenige  Panct,  in  welchem  die  Axe  der  z 
oder  die  Verbindungslinie  der  Biitten  beider  Gestirne  die  scheinbare 
Himmelskugel  trifil. 
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Sonnen-  und  Mondstafeln  oder  die  Ephemeriden  gelten»  die 
Formeln  (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5)  in  Nr.  29  und  die  Diffe- 
rentialquotienten X  und  %/  zu  berechnen,  femer  wenn  0o  die 
der  mittleren  Zeit  T  entsprechende  Stemzeit  und  ^o  di®  öst- 
liche Länge  des  Ortes,  für  welchen  man  rechnet,  bezeichnet: 

« 

d^  =  Q  cos  9'  sin  (0^^  +di,— rt) 

4o  =  Q  [sin  d  »in  9'  +  cos  d  cos  <p'  cos  (0^  +  A^  —  a)] 

Setzt  man  dann: 

d{ß  — fl) 
m  sin  3f  =  a:^--4o  ^  w  sin  JV  =  x'— g  cos  <p'  cos  (0o+«^>— «>)  * 


(i/ 


9ncos3/  =  yo^'Jo  f  ^  cos  A'  =  y'— o  C08<p'  sin  (0o+4>~*^)  .^ 8>n  d 

dt 


Bin\\}  =  ~   8in(3f-iV)  (i('  immer  <±90*') 


—  —  cos  (M—N)  —  —  cos  if^  =  r 
n  n 

m  T 

cos  (M-AT)  +  -'?  cos  ib  =  / 

80  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortszeit: 

t  =  !r+<^,+r 

und  die  Zeit  des  Austritts: 

Den  Ort  des  Ein-  und  Austritts  am  Sonnenrande  findet  man 
dann  durch  die  Ausdrücke  (i4). 

Für  Stembedeckungen  werden  die  Formeln  bei  weitem 
einfacher.  Man  berechnet  wieder  für  eine  der  Mitte  nahe 
gelegene  Zeit  T  des  ersten  Meridians: 

cos  5  sin  (oi—Oi)  * 

«0  =  ;r--- 

sin  ft 

sin  d  cos  ö'— cos  Ä  sin  S  cos  (a— a') 
und  die  Differentialquotienten  x'  und  «/.     Ferner  sucht  man, 
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wenn  ^o  die   der    mittleren  Zeit  T  entsprechende   Stemzeit 
bezeichnet: 

4,  =  Q  eos  9'  sin  (0— a'  +  d^,) 

»j^  =  Q  [sin  q)'  cos  Ö'  —  cos  q)'  sin  S  cos  (0— «'^+<^))J 

Setzt  man  dann  wieder: 
m  sin  Af  =  x^  — 4o»  ^voiN  =  «'— g  cos <p'  cos (0©  +c^j— «') 


mcos  M  =i  y^  — ijp,  neos JV  =  y'— 9  cos  <p'  sin  (0^  +  d^—fx)  -—  sin  6' 


di 

!0 

dr 


wo: 


d0 
log  —  =  9.41916  •)  I 

gin  ij^  =  ^  sin  (Af-AO     i|>  <  ±  90^^ 


wo: 


log  i:  =  9.43537 

—  —  cos  (ilf — iV)  —   -    cos  ib  =  r 
n  n 

—  —  cos  (M—N)  +    —  cos  if)  =  / 
n  n 

80  wird  die  Zeit  des  Eintritts  in  mittlerer  Ortzeit; 

I  =  r  +  r  +  c^, 
und  die  Zeit  des  Austritts: 


*)  Da  bei  den  hier  vorkommenden  Diflerendalqaotienten  die  Stunde 

d0 
als  Einheit  zam  Grande  liegt,  so  ist  —  die  Aenderang  des ,  Stunden- 
winkels in  einer  mittleren  Stunde.  Nun  enthält  aber  eine  mittlere 
Stunde  8609'^86  Sternzeit.  Multiplicirt  man  dies  mn  15  und  dividirt 
mit  206265,  um  den  Differentialquotienten  in  Theilen  des  Radius  aus- 
zudrücken, so  erhält  man: 

(20 
log  -p-  =  9.41916 
dt 
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Den  Winkel,  welchen  der  Dedinationskreis  mit  der 
Richtung  nach  dem  Beriihrungspuncte  macht ,  erhält  man 
dann  wieder  nach  den  Ausdrücken  A^  luunlich  för  den 
Eintritt: 

und  för  den  Austritt: 

Beispiel.  Wollte  man  fiir  Juli  7  1842  die  Zeiten  der 
äufseren  Berührungen  von  Sonne  und  Mond  ftir  Pulkowa 
berechnen,  so  könnte  man  Ts  19^  mittlere  Berliner  Zeit  neh- 
men.    Für  diese  Zeit  ist  nach  Nr.  29: 

x^  =  -0.44898  ,y^  =  +0. 68280, a:'  ä  +0.öö718,y  =-0.12183 
a    =   106'55'.8  ,d  =  +  22*  82'.  8  ,  /  =  0.58614  ,  log  X  »  7.66262 

Femer  erhält  man: 

e^  =  2*  8'  8" 

und  da  der  Längenunterschied  zwischen  Pulkowa   und  Ber- 
lin gleich: 

+  1*  7'  48"  ist,  00+d-a  =  800»  46'. 9 

also  hiermit: 

4  =-0. 48861, *Jo  =  +0.69ö60,log4^  =  9.76470,logl,p  =  9.72716 

Femer  ist: 

^  =  9  co8(p'co8(0o+4,~a)  i^^^  =  +  0.06762  *) 
^  =  Q  cos  9'  sin  (0^+d|,-<i)  ^  ^^^  ""-  sin  d  =  -  0 .04862 


*)  Es  ist  nämlich: 


in  Zeit  oder: 


femer: 


-^  =  8609".  86 
dt 


+   57147".90 


da 

--  =  +   148.78 

dt 


22 


388 
also: 

m! ^   =  +  0.48966   und  y ^  =  -  0.07781 

dt  dt 

Daraus  folgt  dann: 

M  =   187®  44'.  1  iV  =   99**  T.  9 

log  fit  =  9  05628  log  n  =  9.G95S2 

ijf  =   12"  19'.0 

also: 

f  =  -   1.057  r'  =   1.046 

=  -   1*  8'.4  sc  +  l*  2'.  8 

Die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  sind  demnach: 

t    =   19*     4'.d 
/  =  21*  10  .5 

Zeiten,  die  von  den  wirklich  beobachteten  nur  S'  abwei- 
chen. Durch  eine  Wiederholung  der  Rechnung  mit  7'=  18^ 
und  T  BS3  20*  würde  man  diese  Zeiten  schon  sehr  genau 
erhalten. 

Der  Winkel  9  welchen  die  Richtung  vom  Mittelpuncte 
der  Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  mit  dem  durch  den 
Mittelpunct  der  Sonne  gehenden  Declinationskreise  macht, 
ist  für  den  Eintritt  267<»  und  fiir  den  Austritt  gleich  11  !<>.*) 

32.  Ein  anderes  Mittel  zur  Bestimmung  der  Länge  ge- 
währt die  Beobachtung  der  Distanz  des  Mondes  von  bekann- 
ten Sternen  oder  von  der  Sonne,  und  da  diese  Methode  den 
Vorthdl  gewährt,  dals  man  sich  ihrer  in  jedem  Augenblicke 


also: 


d0«  ää 

-T-^  =  66999".  12 
dt 


wovon  der  Logarithmus  in  Theilen  des  Radios  ausgedrückt  9.41796  ist 

*)  üeber  die  Berechnungen  der  Finsternisse  yergleiche  man: 
Bessel,  Ueber  die  Berechnung  der  LVnge  aus  Stembedeckongen 

Astr.  Nachr.  Nr.  151  und  162  tmd  BesseFs  astronomische  Untersuchnn- 

gen  Band  n  pag.  96  und  folgende. 
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bedienen  kann,  wenn  nur  der  Mond  über  dem  Horizonte  ist, 
so  wird  dieselbe  vorzüglich  zur  See  angewandt. 

Zu  dem  Ende  enthalten  die  nautischen  Ephemeriden  die 
Distanzen  des  Mondes  von  der  Sonne,  den  hellsten  Planeten 
und  Fixsternen  für  jede  dritte  Stunde  eines  ersten  Meridians 
berechnet  und  zwar  so,  wie  dieselben  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  aus  erscheinen.  Hat  man  daher  an  irgend  einem  Orte 
zu  einer  bekannten  Zeit  eine  Distanz  des  Mondes  von  einem 
solchen  Gestirne  gemessen,  so  befreit  man  dieselbe  von  der 
Befraction  und  Parallaxe  und  erhält  dadurch  ebenfalls  die 
Distanz  des  Mondes  von  dem  Sterne,  so  wie  sie  in  demsel- 
ben Augenblicke  vom  Mittelpuncte  der  Erde  aus  beobachtet 
wäre.  Sucht  man  dann  aus  den  Ephemeriden  diejenige  Zeit 
des  ersten  Meridians,  für  welche  dieselbe  Distanz  berechnet 
ist,  so  giebt  diese  Zeit  mit  der  beobachteten  Ortszeit  vergli- 
chen, sogleich  die  Länge  des  Beobachtungsortes.  Da  indes- 
sen bei  dieser  Methode  die  Tafeln  als  richtig  vorausgesetzt 
werden,  also  der  Fehler  derselben  in  dem  Resultate  nicht 
eliminirt  ist,  so  gewährt  dieselbe  schon  aus  diesem  Grrunde 
lange  nicht  die  Genauigkeit  wie  die  Beobachtung  der  Fin- 
sternisse und  Stembedeckungen.  Ueberdies  läfst  sich  die 
Zeit  der  Ränderberührung  zweier  Gestirne  viel  genauer 
beobachten,  als  eine  Distanz. 

Zur  Berechnung  der  Refiraction  und  der  Höhenparallaxe 
der  beiden  beobachteten  Gestirne  mufs  man  deren  Höhen 
selbst  kennen.  Man  beobachtet  daher  zur  See  kurz  vor  und 
nach  der  Messung  der  Distanz  'die  scheinbaren  Höhen 
beider  Gestirne  und  da  die  Aenderungen  derselben  in  kur- 
zen Zwischenzeiten  als  der  Zeit  proportional  angesehen  wer- 
den können,  so  kann  man  durch  eine  einfache  Proportion 
die  scheinbaren  Höhen  der  Gestirne  für  den  Augenblick,  wo 
die  Distanz  beobachtet  ist,  finden.  Durch  Anbringung  der 
Refraction,  der  Parallaxe  und  des  Halbmessers  der  Gestirne 
erh&lt  man  daraus  die  wahren  Höhen  der  Mittelpuncte  bei- 
der Gestirne. 

Sicherer   ist  es  indessen,   die  wahren    und    scheinbaren 

Höhen  der  beiden  Gestirne  durch  Rechnung  zu  suchen.  Man 

22* 
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nimmt  zu  dem  Ende  den  Längenunterschied  des  Beobach- 
tungsortes vom  ersten  Meridian  als  näherungsweise  bekannt 
an  und  sucht  fiir  die  genäherte  Zeit  des  ersten  Meridians, 
zu  welcher  die  Distanz  beobachtet  ist,  den  Ort  des  Mondes 
und  des  anderen  Gestirns  aus  den  Ephemeriden.  Darauf  be- 
rechnet man  nach  den  Formeln  in  Nr.  6  des  ersten  Ab- 
schnitts die  wahren  Höhen  der  beiden  Grestime  und,  wenn 
man  die  Abplattung  der  Erde  berücksichtigen  will,  wenig- 
stens beiläufig  auch  die  Azimute  derselben.  Nach  den  For- 
meln in  Nr.  3  des  dritten  Abschnitts  rechnet  man  dann  die 
Höhenparallaxen,  indem  man  fiir  den  Mond  die  strengen 
Formeln: 

—  sin  />'  =  Q  am  p  sin  [z  —  (9— q)')  cos  A] 

—-  cos  7>'  —   \  —  Q  8in  p  cos  [z  —  (cp— 9')  cos  A] 

anwendet  und  sucht  endlich  fiir  diese  mit  der  Parallaxe  be- 
hafteten Höhen  mit  Rücksicht  auf  den  Stand  der  meteorolo- 
gischen Instrumente  die  Refraction,  nach  deren  Anbringung 
man  die  scheinbaren  Höhen  der  beiden  Gestirne  erhält.  Da 
man  aber  für  die  Berechnung  der  Refraction  schon  immer 
die  scheinbaren  d.  h.  die  mit  der  Parallaxe  und  Refraction 
behafteten  Höhen  anwenden  mufs,  so  hat  man  alle  diese  Rech- 
nung doppelt  zu  machen. 

Man  beobachtet  nun  niemals  die  Distanz  der  IVlittelpuncte 
der  beiden  Gestirne,  sondern  immer  die  Distanz  ihrer  Rän- 
der: man  mufs  daher  zu  der  beobachteten  Distanz  noch  die 
Summe  der  scheinbaren  Halbmesser  der  Gestirne  addiren 
oder  dieselbe  davon  abziehen,  je  nachdem  man  die  Distanz 
der  nächsten  (inneren)  oder  entfernteren  (äufseren)  Ränder 
beobachtet  hat.  Ist  aber  r  der  Horizontalhalbmesser  des 
Mondes,  so  ist  der  durch  die  Parallaxe  vergrcJfscrte  Halb- 
messer : 

r    =  r  [1  -hp  sin  Ä] 

wo  p  die  HorizontalparaUaxe  in  llieilen  des  Radius  bedeutet. 
Da  nun   die  Refraction  den    verticalen  Halbmesser   der 
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Galtime  verkleinert»  während  tne  den  horizontalen  Halbmes- 
ser ungeändert  lafst,  so  ist  der  in  der  Bichtung  der  Distanz 
gezogene  Halbmesser  der  Radius  vector  einer  Ellipse»  deren 
halbe  grofse  Axe  der  mit  dem  Horizonte  parallele  Halbmes- 
ser und  deren  halbe  kleine  Axe  der  verticale  Halbmesser 
des  Gestirns  ist.  Die  Verkürzung  des  verticalen  Halbmes- 
sers kann  man  nun  nach  den  später  in  Nr.  36  des  sechsten 
Abschnitts  vorkommenden  Formeln  berechnen,  man  findet 
aber  dafiir  auch  in  jedem  nautischen  Handbuche  Tafeln, 
welche  die  Höhe  des  Gestirns  zum  Argumente  haben.  Nennt 
man  dann  n  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  Distanz 
mit  dem  durch  das  eine  Gestirn  gehenden  Verticalkreise 
macht,  h'  die  Höhe  des  andern  Gestirns,  A  die  Distanz  bei- 
der Gestirne,  so  ist: 

sin  (A^  —  A)  cos  h! 

sm  «  = : — 

8in  A 

oder  auch: 

sin  //—cos  A  sin  h 

cos«  = .-•   . 

sin  A  cos  h 


mithin : 


,     ,  _  cos  i  (A-f  A  +  A')  sin   \  (A  +  h-h') 
lang  (X     -  gjjj  j  (^  +  //_Ä)  cos  ^  (Ä  +  Ä'~A) 


Aus  der  Gleichung  der  Ellipse  findet  man  dünn  aber 
leicht,  wenn  man  den  verticalen  und  horizontalen  Halbmesser 
mit  ö  und  a  bezeichnet: 


-v 


cos  «     +  — 5  Sin  Tt 
n 


Nachdem  man  nun  auf  diese  Weise  die  scheinbare 
Distanz  der  Mittelpuncte  der  beiden  Gestirne  berechnet  hat, 
so  erhält  man  hieraus  in  Verbindung  mit  den  scheinbaren 
und  wahren  Höhen  beider  Gestirne  die  wahre  Distanz  der 
der  Mittelpuncte,  wie  man  dieselbe  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  aus  beobachtet  hätte.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  Hy  h! 
und  A  die    scheinbaren  Höhen    und   die    scheinbare  Distanz 
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der  beiden  Gestime,  mit  E  den  Unterschied  der  beiden  Azi- 
mute, 80  hat  man  im  Dreieck  rwischen  dem  Zenith  und  den 
scheinbaren  Orten  der  beid^i  Gestirne: 

cos  A'  =  sin  i7^  sin  h'   +  cos  H*  cos  k'  cos  E 

=  cos  {H*-h!)  -   2  cos  H   cos  ä'  sin  i  £* 

Ebenso  erhält  man,   wenn  H,  h  und  A  die  wahren  Hö- 
hen und  die  wahre  Distanz  der  beiden  Gestirne  bezeichnen: 

cos  A  =  sin  ^  sin  A  +  cos  H  cos  h  cos  E 

=  cos  {H—  Ä)  —  2  cos  H  cos  Ä  sin  |  E^ 

und  wenn  man  2  sin  \  E^  aus  beiden  Gleichungen  eliminirt: 

^,»       ,<w  COSJ^COSÄ       r  */  x.^^.«xi  .rv 

cos  A  =  cos  (Ä-Ä)  +   —, T/  [cos  A'  -  COS  (ä'-äOJ  (a) 

cos  H  cos  A 


Setzt  man  nun: 

cos  H  cos  Ä    _    1 
cos  H*  cos  V   ""  C 


(^) 


so  wird  in  den  meisten  Fällen  C  ^  1  sein  und  nur  wenn 
die  Höhe  des  Mondes  sehr  groCs  und  die  Hcihe  des  anderen 
Gestirns  sehr  klein  ist,  wird  das  Gcgcntheil  statt  finden. 
Setzt  man  ferner: 

H'-h'  =  et  und  H-k  =  d  (B) 

und  nimmt  (f  und  d  immer  positiv,  so  wird  es  auch  er- 
laubt sein: 

cos  (jt  rf/  ,    CO»  A'  ^«  ,    - 

^      =  cos  a'  und  — — —  =  cos  A  (C) 

ZU  setzen,  weil  fiir  den  Fall,  dafs  C  <  1  ist,  cos  (f  und  cos  A' 
klein  sind.     Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  (a)  über  in: 

cos  A  —  cos  A"  =  cos  rf  —  cos  ef 

oder,  wenn  man  die  Sinus  der  halben  Summe  und  Differenz 
der  Winkel  einführt  und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  A— A" 
mit  dem  Bogen  vertauscht 

sin  \  (A+A  ) 


&4A 

Ninuxit  man  aunhier  zuerst  sin  }  (^'-f^'')  statt  sin  |  (A-fA') 
und  setzt: 

^       ^    8inHA  +  A")  ^^ 

SO  erhält  man: 

A  =  A"  +  X  (£) 

eine  Näherung,  welche  in  den  meisten  Fällen  schon  genau 
sein  wird.  Ist  aber  A  beträchtlich  Terschieden  von  A',  so 
mufs  man  die  letzte  Rechnung  wiederholen ,  indem  man  mit 
dem  eben  gefundenen  A  ein  neues  a  berechnet  nach  der 
Formel: 

Hier  ist  nun  vorausgesetzt ,  daTs  der  Winkel  E  von  ei- 
nem Orte  der  Oberfläche  der  Erde  und  vom  Mittelpuncte 
aus  gesehen  derselbe  sei.  In  Nr.  3  des  zweiten  Abschnitts 
hat  man  aber  gesehen ,  dafs  die  Parallaxe  auch  das  Azimut 
des  Mondes  ändert  und  dafs  man,  wenn  A  und  U  Azimut 
und  wahre  Höhe  bedeuten ,  zu  dem  vom  Mittelpuncte  der 
Erde  gesehenen  Azimut  den  Winkel: 

^  ^  _  ^  g  ain  P  (<P-90  «»n  ^ 

coi  H 

addiren  mufs,  um  das  von  der  Oberfläche  gesehene  Azimut 
zu  erhalten.  Man  hätte  daher  in  der  Formel  fiir  cos  A 
nicht  cos  E  =  cos  (^4'— a),  sondern  cos  {E—AA)  anwenden 
müssen.    Difierenzirt  man  aber  diese  Formel,  so  erhält  man: 


C08  JET  cos  A  sin  {A-^a)    ,  ^ 

dA  =  —  : — : dA 

sm  A 


also  auch: 


D  sm  f>  (cp— Q> )  cos  h  sm  A  nn  {A—  n) 

aA  =  — — : — : 

sin  A 


*)  Bremicker,  über  die  Redaction  der  Monddistanxen.     Astronomie 
sehe  Nachrichten  Nr.  716. 
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Diese  Correction  hat  man  dann  noch  zu  dem  voriier  be- 
rechneten A  hinzuzufügen. 

Beispiel.  Am  2.  Juni  1831  wurde  an  einem  Orte, 
dessen  nördliche  Breite  19^31'  und  dessen  geschätzte  Länge 
von  Greenwich  8*  öQf  ostlich  war,  um  23*  8'  45"  wahre 
Zeit  die  Distanz  der  nächsten  Ränder  der  Sonne  und  des 
Mondes: 

A'  =  96^47'  10" 

gemessen.  Das  Barometer  zeigte  29.6  englische  Zolle,  das 
Thermometer  desselben  88"  Fahrenheit,  die  Temperatur  der 
Luft  war  9()«  Fahrenheit. 

Nach  dem  Nautical  Almanac  waren  die  Oerter  des  Mon- 
des und  der  Sonne  die  folgenden: 


M.ZeitGreew. 

Rect.  C 

Decl.  ([ 

Parallaxe 

Juni  2     12» 

S86* 

6'  24".  0          - 

10**  50'  58".0 

56'  44".  0 

18* 

38     4  .7 

41   48  .4 

45  .9 

U* 

337 

9  45  i7 

82  85  .0 

47  .9 

15* 

41    27   .0 
Rect.  0 

28   17   .9 
Decl.  0 

1 

49  .9 

Joni  2 

12* 

70**  5' 23".  2 

+  22"  11'  48" 

.9 

13* 

7   56   .9 

12      8 

.4 

14* 

10   30  .5 

12   27 

.9 

15* 

13      4  .1 

12   47 

.3 

Die    beobachtete    Zeit   entsprach    nun    der    Grreenwicher 
Zeit  14*  18"  45"  und  für  diese  Zeit  erhält  man: 

Rect.  ^  =     837°  19'  89".  6     Rect.  ©  =       70®  ll'  18".  5 
Decl.  ([   =  -  10    29  41  .8     Decl.   0  =  +  22     12  38  .9 
/>   =  56   48  .5  Ä  =  8".  5 

und  damit  die  wahren  Höhen   und  Azimute  des  Mondes  und 
der  Sonne  fiir  die  Stundenwinkel: 

+   80"  2'  53".  8 
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und: 

-    12^48'  46".  0 

H  =  5^  41'  68".4  k  =  77*  48'  56".  7 

.4  =  +   76*^48'. 6  a  =  -  75**4'.4 

Die  Parallaxe  des  Mondes  nach  der  strengen  Formel: 

,  Q  Binp  sin  [z  —  (9—9')  cos  i4j 

l  ^  ^  Biap  cos  [2:  —  (9—9  )  cos  A\ 

berechnet,  ist  p'  =  56'  35''.  4,  also  ist  die  scheinbare  Höhe  // 
des  Mondes  gleich  4^  45'  23'. 0.  Hieran  ist  nun  noch  die 
Befraction  anzubringen.  Man  sucht  zu  dem  Ende  einen  ge- 
näherten Werth  fiir  dieselbe,  berechnet  damit  die  scheinbare 
Höhe  und  sucht  hiefiir  noch  einmal  die  Befraction,  indem 
man  zugleich  auf  den  Stand  der  meteorologischen  Instrumente 
Rücksicht  nimmt.  Dann  erhält  man  r  =  9'3".2,  also  wird 
die  scheinbare  Höhe  des  Mondes: 

H'  =  4*  54'  26". 2 

Für  die  Sonne  wird: 

A'  =  77®  44' 6". 5 

Aus  der  Horizontalpaxallaxe  findet  man  durch  Multipli- 
cation  mit  0.2725  den  Horizontalhalbmesser  des  Mondes: 

r  =   15'  28".  8 

und    hiermit    den    durch    die    Parallaxe    vcrgröfserten  Halb-, 
messer: 

r'  =   15'  80".  1 

Die  Verkleinerung  des  verticalen  Halbmessers  durch  die 
Refraction  beträgt  26".  0,  der  Winkel  it  ist  b^  48'  also  wird 
der  Halbmesser  des  Mondes  in  der  Richtung  der  gemessenen 
Distanz : 

r'  =  16' 4".  6 
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und  da  der  Halbmesfler  der  Sonne  15'  47'^  0  war,  so  ist  die 
scheinbare  Distanz  der  Mittelpuncte  der  Sonne  und  des  Mondes : 

A'  -  97*18'l".« 
Kach  den  Formeln  i^A),  (J3)  und  ((7)  erhält  man  femer: 

log  C  s  0.000463 
d  =  72«    l'  58" 
et  =  72    4»  40 
d"  =  72    60  48 
A"  =  97    17   88 

und  endlich  durch  eine  doppelte  Berechnung  von  a  nach  den 
Formeln  {D)  und  {E)  die  wahre  Distanz  der  Mittelpuncte 
der  Sonne  und  des  Mondes: 

A  =  96"  30'  39'' 

Für  die  wahren  Greenwicher  Zeiten  12*,  13*  etc.  sind 
nun  aber  die  wahren  Distanzen  der  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne: 

12*  97"  48' 0".  4 
18*  13  4  .5 

14*  96    43   6  .5 
15*  13   6  .2 

also  ist  die  wahre  Greenwicher  Zeit,  welche  der  Distanz 
96<>  3(y  39"  entspricht,  14*  24'  55^2.  Da  nun  die  wahre  Orts- 
zeit der  Beobachtung  23*  8'  45".  0  war,  so  ist  der  Längen- 
unterschied von  Greenwich: 

-  8*  43'  49"  8 

Der  hier  gefondene  Meridianunterschied  ist  so  nahe  gleich 
dem  vorher  angenommenen,  daTs  aus  der  Berechnung  der 
Oerter  der  Sonne  und  des  Mondes  fiir  die  nach  letzterem 
gefundene  Greenwicher  Zeit,  nur  ein  kleiner  Fehler  entstehen 
kann.      Wäre  der  Unterschied  bedeutend  gewesen  y    so  hätte 
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man  die  Keehnung  wiederholen  müssen,  indem  man  die  Oerter 
▼on  Sonne  nnd  Mond  jetzt  fiir  die  Greenwicher  Zeit  14*  24'  55" 
berechnet  hätte. 

Bessel  hat  in  Nr.  220  der  astronomischen  Nachrichten*) 
eine  andere  Methode  bekannt  gemacht ,  durch  welche  man 
die  Länge  aus  beobachteten  Monddistanzen  mit  grofser  Ge- 
nauigkeit finden  kann.  Da  man  sich  aber  zur  See  immer  der 
vorigen  oder  wenigstens  einer  ganz  ähnlichen  Methode  be- 
dient, auf  dem  Lande  aber  die  Länge  immer  durch  andre 
eine  gröfsere  Genauigkeit  gewährende  Mittel  bestimmt  werden 
kann,  so  ist  es  nicht  weiter  nöthig,  die  Besselsche  Methode 
hier  näher  auseinander  zu  setzen. 

33.  Ein  vorzügliches  Mittel  zur  Längenbestimmung  ge- 
währt die  Beobachtung  der  Culiiiination  des  Mondes  an  ver- 
schiedenen Orten.  Wegen  der  schnellen  Bewegung  des  Mon- 
des ist  nämlich  die  Stemzeit  der  Culmination  des  Mondes 
für  einen  jeden  Ort  der  Erdoberfläche  eine  andre.  Kennt 
man  daher  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Rectascension 
sich  ändert,  so  kann  man  aus  dem  Unterschiede  der  Stern-- 
Zeiten  der  Culmination  an  verschiedenen  Orten  deren  Längen- 
unterschied finden.  Da  die  Beobachtungen  im  Meridiane  an- 
gestellt werden,  so  gewährt  diese  Methode  noch  den  Vortheil, 
daTs  weder  die  Parallaxe  noch  die  Befraction  einen  Einfluls 
darauf  haben.  Um  nun  auch  von  den  Fehlem  der  Instru- 
mente unabhängiger  zu  sein,  beobachtet  man  an  bdiden  Orten 
nicht  die  Stemzeit  der  Culmination  selbst,  sondern  den  Un- 
terschied der  Stemzeiten  der  Culmination  des  Mondes  mit 
denen  einiger  seinem  Parallele  nahe  stehender  Sterne,  welche 
in  den  astronomischen  Ephemeriden  schon  im  voraus  angege- 
ben werden,  damit  die  Beobachter  an  den  verschiedenen  Or- 
ten auch  dieselben  Sterne  wählen. 


^)  Diesem  Aufsatze  von  Bessel   ist  auch   das  eben  gegebene  Bei- 
spiel entnommen. 
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Diese  Methode  zur  LängenbestiinmuDg  wurde  schon  im 
vorigen  Jahrhundert  von  Pigott  vorgeschlagen,  indessen  hat 
erst  die  feinere  Beobachtungskunst  der  neueren  Zeit  den  da- 
durch gewonnenen  Resultaten  die  nöthige  Sicherheit  gegeben. 

Für  irgend  einen  ersten  Meridian  seien  fiir  die  Zeit  T 
die  Bectascension  des  Mondes  gleich  a,  und  deren  Differen- 

tialquoti^iten  —  ,   — ^  etc.  berechnet.    An  einem  Orte,  dessen 

östliche  Länge  d  ist,  sei  dann  zu  einer  Zeit,  die  der  Zeit, 
7'4-<  des  ersten  Meridians  entspricht,  also  zur  Ortszeit 
7'  +  i  -f  d  die  Culinination  des  Mondes  beobachtet.  Dann  wird 
zu  dieser  Zeit  die  Bectascension  des  Mondes  gleich: 


du        ,     „  dP'UL         .     .,  d'a 


gewesen  sein.  Ist  dann  ebenso  an  einem  andern  Orte,  dessen 
östliche  Länge  (f  ist,  die  Culmination  des  Mondes  zur  Zeit 
T  •{-  i  des  ersten  Meridians ,  also  zur  Ortszeit  T  -^  t'  -{•  d!  be- 
obachtet, so  gehört  zu  dieser  Zeit  die  Rectascensipn : 

Da  nun  die  Beobachtungen  im  Meridiane  angestellt  sind, 
so  sind  die  Stemzeiten  der  Beobachtungen  gleich  der  wahren 
Rectascension  des  Mondes.  Is'immt  man  also  an,  dafs  die 
Tafeln,  aus  denen  man  die  Werthe  von  u  und  deren  Diffe- 
rentialquotienten  entnommen  hat,  die  Rectascension  des  Mon- 
des um  die  Größte  Aa  zu  klein  geben,  so  wird  man,  wenn 
man: 

und: 

r  +  <'  +  d*  =  0' 

setzt,  die  folgenden  Gleichungen  haben: 


_  da         .     ,  d'a         ,     .,  da 

e    =  a  +  A«  +  r  .  —  +   \i  t^  — ä-  +  -c  '    -77Ü    +  •  •  • 


^  .  j     <^«         .  J9  d^a  .    ...  d^at 
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mithin: 

Da  nun  aber  auch: 

80  hat  man  also,  um  d'— d  berechnen  zu  können,  nur  noch 
i—t  aus  der  Gleichung  (a)  zu  bestimmen.  Diese  Gleichung 
ist  nun  keine  reine  Function  von  i'— <,  indem  sie  auch  ^'— t* 
enthält,  sie  kann  aber  durch  eine  geschickte  Wahl  von  T  in 
eine  solche  verwandelt  werden.  Führt  man  nämlich  statt  der 
Zeit  7'  das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  r+<  und  .7>^ 
d.  h.  die  Zeit  7'+4(<+0  =  '^^  ein,  so  hat  man  statt  der 
Zeiten  T+t  und  7>  ^'  jetzt  respective  7"  -  k(jl  —  t)  und 
7^  +  *  (^—0  ^"  setzen.     Nimmt  man  daher  an,  dafs  u  und  die 

DifFerentialquotienten      —  eie.  "^ur  Zeit  7^  gehören,  so  erhält 

man  die  Gleichungen: 

C/  -  «  +  Aa  +  I  «'-0  g    +   ;  (f-ty  ^  +  Jj  («'-0'  ^ 
mithin  auch: 


und,  wenn  man  die  letztere  Gleichung  so  auflöfst,  dafs  man 
zuerst  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  vernachlässigt,  nach- 
her aber  den  so  gefundenen  Werth  von  i ^t  m  dies  Glied 
substituirt: 

_  ^-^  1      /0j-0\  8    d^a 

^■"'^"d^         24    ("d^j      IP  ^""^ 

dt  \    d/     / 

Ist  die  Meridiandifferenz   der  beiden  Orte  nicht  gröfser 
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als  zwei  Standen,  so  ist  das  letzte  Glied  so  klein,  dafs  man 
es  ganz  vernachlässigen  kann. 

Damit  ist  nun  das  Problem  ge]<>st,  doch  sind  fiir  die 
practische  Anwendung  noch  einige  Berücksichtigungen  nöthig. 
Man  sieht  übrigens,  dafs  die  Auflosung  wieder  eine  indirecte 
ist,  weil  die  Bestimmung  der  Zeit  T  schon  eine  genäherte 
KenntnÜs  des  Meridianunterschiedes  erfordert. 

Es  seien  nun  0  und  0'  in  Stemzeit  gegeben  und  der 
Unterschied  0''0  in  Stemzeit8<x;unden  ausgedrückt  Soll 
dann  i—t  ebenfalls  in  Secunden  gefunden  werden,    so  mufs 

-~   die  Bewegung  des  Mondes  während   einer   Zeitsecunde 

ausdrücken.  Nennt  man  also  A  die  Aenderung  der  Kectas- 
cension  des  Mondes  im  Bogen  während  einer  Stunde  Stem- 
zeit,   so  ist: 

dOL  \  h 


dt         15         3600 

In  den  Ephemeriden  sind  aber  die  Oerter  des  Mondes 
nicht  fiir  Stemzeit,  sondern  ftir  mittlere  Zeit  angegeben;  man 
wird  also  daraus  die  Bewegung  des  Mondes  während  einer 
Stunde  mittlerer  Zrit  entnehmen.  Da  nun  aber  366.24222 
Stemtage  gleich  365.24222  mittleren  Tagen  sind,  also: 

ein  Stenitag  =  0.9972693  mittleren  Tagen 

ist,    80  erhält  man,    wenn  A'  die  Bewegung  des  Mondes  in 
Rectascension  in  einer  Stunde  mittlerer  Zeit  bedeutet: 


doi  1  0.9972698      .  ,.. 

•    A  \d) 


dt         Ib  8600 


mithin: 


•  _     -   ^^   X   3600         0^-0 
~  0  .  9972698    *         ä' 


861 
oder  nach  der  Gleidiung  {b): 

^  ^  V  0.9972698  4'/ 

Beim  Monde  ist  nnn  das  zweite  Glied  in  der  Klammer 
immer  gröfser  als  eins;  schreibt  man  also: 

- '  =  <^-«)  (.-!^.fF  -  • )       <•' 

so  ist,  wenn  d-^df  positiv  und  0  die  Zeit  der  Beobachtung 
an  dem  Orte  ist,  wo  der  Mond  früher  culminirte,  der  Ort, 
dessen  Länge  vom  ersten  Meridian  d  ist,  der  östlichere. 

Man  beobachtet  nun  niemals  die  Culmination  des  Mittel- 
pnBCts  des  Monds,  dessen  Ort  in  den  Tafeln  angegeben  ist, 
sondern  einen  Rand;  man  mufs  daher  aus  der  Beobachtimgs- 
zeit  die  Culminationszeit  des  Mittelpunctes  berechnen.  In 
Nr.  16  des  sechsten  Abschnitts  wird  man  die  Art  und  Weise 
der  Reduction  der  im  Meridian  angestellten  Beobachtungen 
des  Mondes  kennen  lernen.  Hier  wird  indessen  das  Folgende 
genügen.  Der  erste  Rand  heifst  derjenige,  welcher  zuerst  in 
den  Meridian  kommt,  dessen  Rectascension  also  kleiner  ist 
als  die  des  Mittelpuncts  des  Mondes.  Um  daher  die  Rectas- 
cension des  Mittelpuncts  zu  erhalten,  wird  man,  wenn  der 
erste  Rand  beobachtet  ist,  zu  der  Beobachtungszeit  eine  Gröfse 
hinzuzufügen  haben,  dagegen  wird  man  dieselbe  Gröfse  von 
der  Beobachtungszeit  abziehen  müssen,  wenn  der  zweite  oder 
folgende  Rand  beobachtet  ist.  Diese  Ghröfse  wird  aber  gleich 
sein  der  Zrit,  welche  der  Halbmesser  des  Mondes  braucht, 
um  durch  den  Meridian  zu  gehen  d.  h.  gleich  dem  dem  Halb- 
messer entsprechenden  Stundenwinkel.  Denkt  man  sich  nun 
das  rechtwinklige  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  der  Pol,  die 
andre  der  im  Meridiane  befindliche  Mondrand,  die  dritte  der 
von  der  Parallaxe  befreite  Ort  des  Mittelpuncts  des  Mondes 
ist   und  bezeichnet  die   geocentrische  Dedination  und  den 
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geocentrischen  Halbmesaer  des  Mondes  durch  S  und  22,  den 
Stunden winkel  des  Mittelpuncts  durch  r,  so  ist: 

BmR 
sm  T  =  T 

C080 

oder: 

X     i? 


r  = 


15    COBÖ 


wenn  man  r  gleich  in  Zeit  erhalten  wiU.  Da  nun  aber  die 
Sectascension  des  Mondes  fortwährend  wächst ,  so  wird  die 
Zeit 9  welche  der  Mond  gebraucht,  um  den  Stundenwinkel  r 

zu  durchlaufen»  gleich  - — r-  sein,   wenn  k  die  Zunahme  der 

Bectascension  in  einer  Zeitsecunde  oder  den  durch  die  Glei- 

chung  (d)  gefundenen  Werth  von  —  bedeutet      Da   fmier 

auch  S  und  R  mit  der  Zeit  veränderlich  sind,  so  hat  man, 
wenn  >  und  ^'  die  Zeiten  bedeuten,  zu  denen  der  Rand  des 
Mondes  im  Meridiane  beobachtet  ist: 

\C08  a        COBÖ/    1— A 
mithin  nach  Gleichung  {e)i 

0.9972693  A' 


X  = 


S600 


WO  h'  die  Bewegung  des  Mondes  in  Rectascension  in  Zeit  wäh- 
rend einer  mittleren  Stunde  ist  und  wo  das  obere  oder  untere 
Zeichen  gilt,  je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Rand  be- 
obachtet ist 

Stände  nun  das  Instrument,  an  welchem  man  die  Cul- 
mination  des  Mondes  an  dem  einen  Orte  beobachtet,  nicht 
genau  im  Meridiane,  so  würde  man  also  don  Mond  daselbst 
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in  einem  Stundenwinkel  beobachten  und  würde  daher,  wenn 
dieser  gleich  s  ist,  den  Längenunterschied  der  beiden  Orte 
um  die  Gröfse: 


/    15   X   8600  \ 

Vo. 9972693  ä'     ~      / 


fehlerhaft  finden.  Für  Reisende,  fiir  welche  es  immer  Schwie- 
rigkeit hat,  ein  Instrument  ganz  genau  in  den  Meridian  zu 
bringen,  würde  also  diese  Methode  nicht  gut  anwendbar  sein, 
zumal  da  dieselbe  auch  eine  sehr  genaue  Zeitbestimmung 
voraussetzen  würde.  Man  vermeidet  aber  diese  Fehler,  wenn 
man  solche  Sterne  mit  dem  Monde  vergleicht,  welche  in  dem 
Parallel  desselben  liegen,  weil  dann  die  Fehler  des  Instru- 
ments auf  die  Beobachtungen  des  Monds  und  Sterns  densel- 
ben Einflufs  haben.  Beobachtet  man  also  an  beiden  Orten 
statt  der  Kectascension  des  Mondes  blos  den  Unterschied  der 
Rectascensionen  des  Mondes  und  des  Sterns,  also  die  Zeit, 
welche  zwischen  den  Durchgängen  beider  Gestirne  verfliefst, 
so  ist  dieser  Unterschied  von  den  Fehlem  des  Instruments 
ganz  unabhängig.  Da  man  aber  doch  den  Rectascensionsun- 
terschied  nicht  fiir  die  Zeit  der  Culmination  des  Mondes  be- 
obachtet hat,  sondern  für  die  Zeit,  wo  derselbe  in  dem  Stun- 
denwinkel 8  stand,  wo  derselbe  also  durch  den  Meridian  eines 
Ortes  ging,  dessen  Längenunterschied  von  dem  Beobachtungs- 
orte gleich  8  ist,  so  erhält  man  den  gesuchten  Meridianunter- 
schied der  beiden  Orte  um  die  Gröfse  8  fehlerhaft.  Man  mufs 
daher  zu  dem  gefundenen  Längenunterschied  noch  den  abso- 
luten Werth  des  Stundenwinkels,  in  welchem  man  Mond  und 
Stern  beobachtet  hat,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen 
hinzulegen,  je  nachdem  der  Meridian  des  Instruments  zwi- 
schen oder  aufser  denen  der  Orte  liegt  *).    Wie  man  aber  den 


*)  Man  kann  auch  zu  dem  beobachteten  Rectascensionsunterschiede 
des  Mondes  und  Sterns  die  Gröfse: 

s  X 

hinzulegen. 

23 
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also: 

h'  =  2'  9".  82 

Hiermit  erhält  man  dann  nach  Formel  {e)i 

d-^  =     +   12'  52".  83 

Um  so  viel  liegt  also  Hamburg  östlicher  als  Bilk.  *) 


Anm.  Da  /l  ungefähr  gleich  30'  ist,  so  wird  der  Coefficient  von 
^'  — ^  in  der  Gleichung  (^4)  etwa  29.  Die  Beobachtungsfehler  werden 
daher  in  dem  Längenunterschiede  etwa  29  mal  vergrölsert  erscheinen, 
sodais  ein  Fehler  von  O".  2  in  0'— 0  einen  Fehler  von  etwa  6"  in  der 
Länge  erzeugt. 


*)  Sind  für  beide  Orte  die  Beobachtungszeiten  eines  Randes  ange- 
geben, so  rechnet  man  bequemer  nach  Formel  {A) 


FÜNFTER  ABSCHNITT. 

Bestimmung    der  in  der    sphärischen  Astronomie  vor- 
kommenden Constanten  durch  die  Beobachtungen 

In  den  vorigen  Abschnitten  sind  die  numerischen  Werthe 
verschiedener  Constanten  angewandt,  ohne  dafs  angegeben 
war,  auf  welche  Weise  diese  Werthe  aus  den  Beobachtungen 
hergeleitet  sind.  Es  waren  dies  einmal  die  Constanten,  wel- 
che sich  auf  die  Oröfse  und  Gestalt  der  Erde  beziehen  und 
die  Winkel,  unter  denen  der  Halbmesser  der  Erde  von  den 
verschiedenen  Gestirnen  aus  erscheint,  oder  die  Horizontal- 
parallaxen der  Gestirne,  dann  die  Constanten,  welche  die 
Grrörse  der  Brechung  der  Lichtstrahlen  in  unserer  Atmosphäre 
und  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  bestimmen,  d.  h.  die  Con- 
stanten der  Kefraction  und  Aberration,  endlich  die  Constan- 
ten, welche  sich  auf  die  Lage  der  Axe  der  Erde  gegen  die 
Ebene  der  Ediptic  beziehen,  oder  die  Constanten  der  Prä- 
cession  und  Nutation.  Es  ist  nun  also  noch  zu  zeigen,  durch 
welche  Methoden  die  Werthe  dieser  Constanten  aus  den  Be- 
obachtungen bestimmt  worden  sind. 


L     Bestimmung  der  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde. 

1.  Die  Gestalt  der  Erde  ist,  wie  sowohl  die  Theorie 
zeigt  als  auch  wirkliche  Messungen  ergeben  haben,  die  eines 
an  den  Polen  abgeplatteten  Sphäroids,  d.  h.  eines  solchen, 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine 
Axe  entsteht.     Freilich  könnte  dies  nur  dann  in  aller  Strenge 
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der  Fall  sein,  wenn  die  Erde  ein  flüssiger  Körper  wlure,  das 
abgeplattete  Sphäroid  ist  aber  diejenige  geometrische  krumme 
Fläche,  welche  der  wahren  Gestalt  der  Oberfläche  der  Erde 
am  nächsten  kommt. 

Die  Dimensionen  dieses  Sphäroids  werden  durch  Grad- 
messungen bestimmt,  ein  Verfahren,  bei  welchem  man  durch 
geodätische  Operationen  die  Länge  eines  Gradbogens  mifst 
und  zugleich  durch  die  Beobachtung  der  Polhöhen  der  An- 
fangs- und  Endstation  des  gemessenen  Bogens  seine  Gröfse 
in  Graden  bestimmt.  Diese  Methode  ist  schon  sehr  alt  und 
schon  Eratosthenes  (etwa  300  y.  Ch.)  bediente  sich  derselben, 
um  dadurch  den  Umfang  der  von  ihm  als  kugelförmig  be- 
trachteten Erde  zu  bestimmen.  Eratosthenes  bemerkte  näm- 
lich, dafs  die  Städte  Alexandrien  und  Syene  in  Aegypten 
nahe  unter  demselben  Meridiane  lagen.  Femer  wufste  er, 
dafs  am  Tage  des  Sommersolstitiums  die  Körper  zu  Syene 
keinen  Schatten  warfen  und  schlofs  daraus,  dafs  dieser  Ort 
unterm  nördlichen  Wendekreise  lag.  Er  mafs  daher  an  die- 
sem Tage  die  Entfernung  der  Sonne  vom  Zenith  von  Alexan- 
drien  und  fand  daAir  7^^  1^'.  Der  Bogen  des  Meridians  zwi- 
schen Syene  und  Alexandrien  betrug  daher  ebenfalls  7^  12' 
oder  den  fünfzigsten  Theil  des  Umfangs  der  Erde.  Da  nun 
Eratosthenes  durch  die  Vermessungen  der  Aegyptischen  Län- 
dereien wufste,  dafs  die  Entfernung  der  beiden  Orte  5000 
Stadien  betrug,  so  fand  er  für  den  Umfang  der  Erde  250000 
Stadien.  Diese  Bestimmung  mufste  nun  aus  verschiedenen 
Ursachen  fehlerhaft  sein.  Einmal  liegen  nämlich  die  beiden 
Städte  nicht  unter  demselben  Meridian,  sondern  Syene  etwa 
3®  östlicher  als  Alexandrien.  Ferner  liegt  Syene  nicht  unter 
dem  nördlichen  Wendekreise,  da  die  Polhöhe  dieses  Orts 
nach  neueren  Bestimmungen  24^  8'  ist,  während  die  Schiefe 
der  Ecliptic  zu  Eratosthenes  Zeiten  23®  44'  betrug.  Endlich 
war  auch  die  Breite  von  Alexandrien  und  die  Entfernung 
der  beiden  Orte  von  einander  fehlerhaft  bestimmt.  Erato- 
sthenes hat  aber  das  Verdienst,  die  Messung  der  Erde  zuerst 
versucht  zu  haben  und  zwar  nach  einer  Methode,  deren  man 
sich  noch  jetzt  zu  diesem  Zwecke  bedient. 
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Nachdem  Newton  durch  theoretische  Betrachtungen  ge- 
funden hatte,  dafs  die  Gestalt  der  Erde  nicht  kugelförmig, 
« sondern  sphäroidisch  sei,  reichte  es  nicht  mehr  hin,  zur  Be- 
stimmung der  Dimensionen  der  Erde  eine  Gradmessung  an 
einem  Orte  anzustellen,  sondern  es  mufsten  dazu  zwei  Grad- 
messungen an  zwei  verschiedenen  Orten  der  Erdoberfläche 
unter  möglichst  verschiedenen  Polhöhen  mit  einander  verbun- 
den werden,  um  mit  der  Gröfse  auch  zugleich  die  Abplattung 
der  Erde  bestimmen  zu  können. 

In  Nr.  2  des  zweiten  Abschnitts  waren  nun  für  die  Coor- 
dinaten  eines  Punctes  auf  der  Erdoberfläche,  bezogen  auf  ein 
in  der  Ebene  des  Meridians  liegendes  Axensystem,  dessen 
Anfangspunct  im  Mittelpuncte  der  Erde  und  dessen  Axen 
der  X  und  y  respective  dem  Aequator  und  der  kleinen  Axe 
parallel  angenommen  werden,  die  folgenden  Ausdrücke  ge- 
funden: 

a  cos  qi 
V  1  — e*  sin  9* 
a  sin  9  (l  — £*) 


Vi— £*  sin  cp' 

wo  a  und  t  die  halbe  grofse  Axe  und  Excentricität  der  Me- 
ridianellipse, q)  die  Polhöhe  des  Ortes  der  Oberfläche  be- 
zeichnen. 

Ferner  ist  der  Krümmungshalbmesser  fiir  einen  Punct 
einer  Ellipse,  dessen  Abscisse  ^  ist: 

WO  b  die  halbe  kleine  Axe  bedeutet,  oder,  wcini  man  für  x 
seinen  eben  gegebenen  Werth  setzt: 

(1  — e*8in(p*)- 

Ist  daher  G  die  Länge  eines  Meridiangrades  in  irgend 
einem  Längenmaafse  ausgedrückt  und  <p  die  Polhöhe  seiner 
Mitte,  so  ist: 

««(l-e") 


G  = 


180  (l-€*  sin  9*)' 
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wo   :r   das  Verhältnirs    des  Kreisumfangs    zum    Durchmesser 
=  3.1415927  ist.     Hat  man  nun  einen  zweiten Meridiangrad 
G*  gemessen  und  ist  wieder  cp'  die  Polhöhe  seiner  Mitte,  so-  . 
dafs  man  die  Gleichung  hat: 

■"    180(l-e*ßin9'»)f 
so  findet   man   die  Excentricität  der  Ellipse  aus  der  Formel: 

■  -  (ly 


f»  = 


sm  9  '  -  (  ^  j    sin  9 


und ,  nachdem  man  diese  kennt,  aus  einer  der  beiden  Formeln 
fiir  G  oder  G^  auch  die  halbe  grofse  Axe  der  Erde. 

Beispiel.  Die  Entfernung  der  Parallelen  von  Tarqui 
und  Cotschesqui  in  Peru  wurde  von.Bouguer  und  Condamine 
gemessen  und  dieselbe  gleich  176875.5  Toisen  gefunden. 
Die  Polhöhen  der  beiden  Orte  wurden  zu 

-   3®  4'  32". 068  i 

und: 

+   0®  2'  81".  387  j 

bestimmt. 

Femer    fand    Swanberg    die  Entfernung  der  Parallelen 
der  beiden  Orte  Malörn  und  Pahtawara  in  Lappland  gleich  . 

92777.981  Toisen  und  deren  Polhöhen  gleich 

65®  8I'  30".  265 

i 

und: 

67"  8'  49".  830 

Aus  der  Gradmessung  in  Peru  ergiebt  sich  fiir  die. Länge 
eines  Grades  unter  der  Polhöhe: 

9  =  -  1®  31'  0".  34 
G  =  56783  .  87  Toiaen. 

und    aus    der   Gradmessung    in    Lappland    die  Länge    eines 
Grades  unter  der  Polhöhe: 

9'  =  66*  20'  10".  05 
a'  =  57196.  15  Toisen. 
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Nach  den  vorher  gegebenen  Formeln  erhält  man  hieraus: 

«'  =  0.00648757 
«  =  3271651    Toisen. 

und  da  die  Abplattung  u  der  Erde  gleich  1  —  Vi— e'  ist: 


a  = 


310.14 

Solcher  Gradmessungen  sind  nun  mehrere  an  verschiedenen  Or  ■ 
ten  der  Erde  mit  der  gröfsten  Sorgfalt  angestellt  worden.  Da 
man  aber  aus  derCombination  je  zweier  derselben  fiir  dieDimen 
sionen  der  Erde  immer  verschiedene  Werthe  erhält,  woran  zum 
Theil  die  Beobachtungsfehler,  hauptsächlich  aber  die  Abweichun 
gen  der  Erdoberfläche  von  der  wahren  spharoidischcn  Gestalt 
Schuld  sind,  so  mufs  man  aus  allen  diesen  einzelnen  Bestim- 
mungen dasjenige  Resultat  suchen,  welches  sich  an  alle  ver- 
schiedenen Gradmessungen  am  genauesten  anschliefst. 

2.     Die  Länge  s  des  Bogens  einer  Curve  wird  gefunden 
durch  die  Formel: 


fV 


s  =  i  1/ 1  +  ^!  •  ^^ 


Differenzirt  man  nun  die  in  der  vorigen  Nummer  gege- 
benen Ausdrücke  fiir  a  und  y  nach  9  und  substituirt  die 
Werthe  von  dx  und  dy  in  die  Formel  fiir  «,  so  erhält  man 
für  die  Länge  eines  Bogens  eines  elliptischen  Erdmeridians 
vom  Aequator  bis  zu  einem  Orte,  dessen  Polhöhe  9  ist: 


s  =  a(l-~£^     /*- ^ 5r^ 

y     (l— £    sin  9')5 


Entwickelt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen 
in  eine  Reihe,  so  findet  man: 


3       »,      7 


[1  -e'  Bin  cp»l     '  =  1  +  f  f *  sin  <p'  +  -f-^  e'sincp*  +  f^  s'  sin  <p» 

1.2  l.a>0 

und  hieraus,  wenn  man  statt  der  Potenzen  von  sin  9  die 
Cosinus  der  vielfachen  Winkel  einfuhrt  und  die  einzelnen 
Glieder  nach  der  Formel: 


/ 


CO8  kz  dx  =   —  sin  Ax  dx 
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integrirt : 

5  =  a  (l  — £*)  E  [cp  —  a  am  2  cp  +  |3  sin  4  cp  etc.] 
wo: 

r.        .  3     ,        45      .         175     6 

4  64  256 

3      ..         15      .  525       - 

Ea  =  —  e^  +  —  £*  +    £**  + 

8  32  1024  •  ••• 

^^       i  ^05       . 

Eß  =  --—  £*  +    €*  + 

^        256  1024 

Setzt  man  hier  9=  180^,  so  erhält  man,  wenn  man  die 
mittlere  Länge  eines  Meridiangrades  mit  g  bezeichnet; 

180^  =  a(l-<£^^.it 
also  auch: 

I8O0    r  .  .     .  1 

*  =  ^  [9  —  a  8m  2  (p  +  (3  sin  4  <p  —  .  .  .J 

Die  Entfemwig  der  den  Polhühen  9  imd  9  entsprechen- 
den Parallclkreise  wird  daher: 


ä'  —  »  = [9' "~9  ""   2 a  sin (9'  —  9)  cos  (9'  +9) 

+  2|3sin  2(9'-9)  cos  2(9'  +  9)] 

oder,  wenn  man  den  gemessenen  Bogen  9'— 9  =  l  und  die 
Summe  der  Polhöhen  9^+9  =  2L  setzt,  l  in  Secunden  aus- 
drückt und  unter  w  die  Zahl  206264.8  versteht: 

(»'  — .v)  =  /  —  2  t£7  a  sin  /  cos  2  Z  +  2  toß  sin  2  /  cos  4  A 

9 

Setzt  man  nun  hier  fiir  l  den  beobachteten  Werth  der 
Differenz  der  Polhöhen  und  ftir  a  — «  die  gemessene  Länge 
des  Meridianbogens,  so  würde  diese  Gleichung  nur  erfiült 
werden,  wenn  man  für  y  und  ^ ,  also  fiir  g,  u  und  ß  dieje- 
nigen Werthe  nimmt,  welche  grade  dieser  Messung  entspre- 
chen* Nimmt  man  nun  aber  dafiir  diejenigen  Werthe,  wel- 
che sich  aus  allen  Gradmessungen  ergeben,  so  wird  man, 
wenn  die  Gleichung  erfiillt  werden  soll,  den  beobachteten 
Polhöhen  kleine  Correctionen   hinzufiigen  müssen.       Schreibt 
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man  also  9  +  x  uüd  (|> '+  x  statt  9  und  q/ ,  wo  x  und  x'  kleine 
Gröfsen  sind,  deren  Quadrate  und  Producte  vcmachläfsigt 
werden  können^  so  erhält  man,  wenn  man  auch  den  Einflufs 
dieser  Aenderungen  auf  L  unberücksichtigt  läfst: 

(«'—*)  =  /  —  2tca  sin  /  CO8  2  A  +   2  wfi  «in  2  /  cos  4  A  +  {x  —x)  q 

9 

wo: 

g  =   1   —2a  cos  l  cos  2  /,  +  4  ß  cos  2  /  cos  4  /> 

man  hat  also  auch: 

x'  —x  —    -( (»'  —  «)  —  (/-*2f(7a8in/co8  2 /.  +  2toß  Bin2/ cos4Z)  ) 

Q\    9  ) 

Eine  jede  Beobachtung  der  Polhöhen  zweier  Orte  auf 
der  Oberfläche  der  Erde  und  der  Messung  der  Entfernung 
ihrer  Parallelen  giebt  also  für  die  an  die  beobachteten  Pol- 
höhen anzubringende  Verbesserungen  eine  solche  Gleichung. 
Hat  man  nun  die  Resultate  mehrerer  Gradmessungen,  sodafs 
man  mehr  solcher  Gleichungen  als  unbekannte  Gröfsen  hat, 
so  mufs  man,  wie  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  lehrt,  die 
Werthe  der  Unbekannten  g  und  p  so  bestimmen,  dafs  die 
Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  x—x  etc. 
ein  Minimum  wird.  Nimmt  man  nun  g^  und  m^  als  Nähe- 
rungswcrthc;  von  g  und  </  an  und  setzt: 

^  =  rfe  ""'^  «  =  oco  (1  +  U) 

und  vcmachläfsigt  wieder  die  Quadrate  und  Producte  von  i 
und  k^  so  erhält  man: 


,      1    /3600,,      ^       ,\    ,     2tt» 

8   Wo 


1       3600 
+-  . 


x-x  =        f (5-ä)— /]  +    — [Oo  sin/ C082/.  —  ßo  sin2/ 0084 /.J 

(«'-«)  i  +  —  [a^  sin/  cos 2 /.— a^  ~-^  sin 2  /  cos 4 L\  k 
Q        9o  Q  da,,  J 

Hier  bezeichnet  1%  den  Werth,    in  welchen  [i  übergeht, 
wenn  man   für  a  den  Näherungswerth   r/^   setzt.     Um  diesen 

ebenso  wie  den  Differentialquotienten  --^  zu  erhalten,  mufs 
man  [i  durch  a  ausdrücken. 
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Es  war  aber: 

3     ,         15      .  525      « 

S 82 1024 

8     ,        45      -  1     - 

4  64  256 

3     ,         8       .  111       , 

8  16  1024 

Ebenso  ist: 

^  256  256 

Kehrt  man  nun  die  Reihe  fiir  a  um,  so  erhält  man: 

£»  =  -  a  -  y  a"  +  4a' 

und,  wenn  man  dies  in  den  Ausdruck  fiir  ^  einfuhrt: 


5      ,        85     ^ 
ß  =   —  a*  +  a^ 

^  12  108 


also  auch: 


d3  5        2       35      , 

da  6  27 


Setzt  man  daher: 

l     /3600      , 


n    = 

Q    \  9o 


/3600      ,     ,        \ 


2«<^r        .     ,  r         /5        ,         35  .  \    .        ,  ,, 

+    —    «n  8»n  ^  cos  2  2,  —     --- otj '  +  OL,*    )  sin  2 /  cos  4 L\ 

Q   ^^  \12  ^  108    ^     y  J 


l     3600  ,  -       , 

(A)  a    = (s  -.*) 

Q       ^0 


und: 

_    2fo 
9 


/  5  35        ^ 

[oLq  sin  l  cos  2  L  —  ( "T  ^o  *  +  —  a^  ]  sin  2  /  cos  4  /-] 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 

(ß)  x-x  =  fj  +  at  +  bk 

und  eine  ähnliche  Gleichung  giebt  die  Verbindung  des  süd- 
lichsten Punctes  einer  Gradmessung  mit  einem  jeden  nörd- 
licheren Puncte. 
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Die  Summe  der  Quadrate  der  Verbesserungen,  welche 
man  an  alle  Polhöhen  einer  Gradmessung  anzubringen  hätte, 
ist  also: 

jc«  +  [n  +  ai-^bk-hxy  +  [n'  +  a  t  +  b'k  +  r]*  + 

Soll  nun  hier  x  einen  solchen  Werth  erhalten,  daCs  die 
Summe  der  Quadrate  ein  Minimum  wird,  so  mufs: 

(Ix  dx 

X  +  [n  rf-  «i  +  6*  +  r]    r—  +  [n!  +  a't  +  h' k  +  x]  — —  +....  =  0 

^  dx        ^  ^    dx 

sein,  oder  da: 

dx'       daf' 

—  =  -— .  etc.  =  1 

dx         dx 

ist,  so  muTs: 

fxx  +  [n]  +  [a]t  +  [6]ifc  =  0 

sein,  wo  /ii  die  Anzahl  der  beobachteten  Polhöhen  und  [n],  [d\ 
und  [6]  die  Summen  aller  einzelnen  ti,  a  und  6  bezeichnen. 
Sollen  dann  femer  i  und  k  solche  Werthe  erhalten,  daTs 
dadurch  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  ein  Minimum 
wird,  so  mufs: 


daf  d^' 

\n  +  öi  +  6ifc  +  x]  — r  +  W  +  «'»  +  h'k  +  x]  -—  +...  =   0 

^   dx  ^    dx 


und: 

^  dk  dx 

sein,  oder  da: 


dt  dt 


=  etc.  =  a 


und: 


dx'         dx'' 

—   =  etc.  =  h 

dk         dk 


ist,  so  mus: 


und: 


\an\  +  [aa]\  +  [ah\k  +  [a]  x  =  0 


[ftn]  +  [aftjt  +  [hb]k  +  [6]x  =  0 
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sein,  wo  wieder  die  Gröfsen  [an]  ,  [aa]  etc.  die  Summen  al- 
ler einzelnen  an,  aa  etc.  bedeuten.  Eliminirt  man  hier  v 
durch  die  vorher  gefundene  Gleichung,  so  erhält  man: 

und: 

Jede  Gradmessung  liefert  nun  zwei  solcher  Gleichungen. 
Addirt  man  die  entsprechenden  Gleichungen  zusammen  und 
bezeichnet  man  die  Summe  aller  Gröfsen: 

r     1        [«]  l^]      V  /      \ 
\an\  —  ^-—^-i^-^  mit  («r»,) 

und  ähnlich  die  übrigen  Summen,  so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  i  und  k  aus  allen  Gradmessungen  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

0  =  (an,)  +  (aa,)i  +  (ab,)  k 
0  =  (bn,)  +   (ab,)i  +  ibb,)k 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichumr  mit  , — ~  und  zieht 
dieselbe  dann  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  hat  man: 

{aa,)  i  {aa,)   } 

woraus  man  k  findet,  während  dann  eine   der  ersteren  Glei- 
chungen mit  diesem  Werthe  von  k  den  Werth  von  t  ergiebt. 
Als  Beispiel    sollen  die    folgenden    Gradmessungen    be- 
rechnet werden. 

1)    Gradmessung  in  Peru. 

Polhöhe  / 

Tarqui       -  3°  4'  32". 068  Entfernung  der  Parallele 

Cotchesqui    +  0    2   81  .887        3®  7'  8".46  176875.5  Toisen 
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2)     Gradmessung  in   Ostindien. 

Polhöhe  / 

TriTandeporum  +  11**  44'  52".  59  Entfernang  der  Parallele 

Paadru  13    19   49.02  l""  34' 56.48  89813.010 


3)     Gradmessung  in  Preufsen. 

Trunz  54®  13'  ll".47 

Königsberg     54    42    50.50  0^29' 89".  03  28211.629 

Memel  55    48    40.45  1     30   28.98  86176.975 

4)     Gradmessung  in   Schweden. 

Malörn  65"  3 1'  30".  265 

Pahtawara        67       8   49  .830  1^37'  19"  56  92777.981 

Setzt  man  nun: 

57008        ^  1+ifc 

q  =  ■ r  und  a  =  

^  l  + •  400 

SO  erhält  man: 


log    JY«o'  + 


log    11«,»  + 


log 

«0 

= 

7 

.39794 

35 
108 

«0 

•1 

::3 

4 

.41567 

35 
27 

«0 

■i 

z^ 

4. 

.71670 

Setzt  man  femer: 


10000  t  =  y 
10      Ä;  =  2 


SO  erhält  man  für  die  vier  Gradmessungen  die  Gleichungen: 

1)  af,  —X,    =  +    l".97   +   1.1225  y  +   5.6059  z 

2)  a:'^  -  3^  2  =  +   0  .  94   +   0 .  5697  y  +   2 .  5885  2 
8)     a/3  —arg   =  —  0  .37   +   0.1779  y  —  0.2852  z 

x'i—X'i   =  +   8  .79   +   0.5483  y  —  0.9157  2 
4)     a/4— X4    =  —  0  .51   +  0.5839  y  -  1.9711  2 
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und  daraus: 


1) 
2) 
3) 
i) 


[a  a\  [a  b\ 

+  1.2600     +  6.2924 


W                W                [h]  [an] 

+    l".97     +1.1225     +5.6059  +2.2113 

+   0.94     +0.5697     +2.5835  +0.5365     +0.3246     +1.4718 

+   3.42     +0.7212    -1.2009  +1.9983     +0.3268    -0.5482 

-0.51     +0.5839    -1.9711  -0.2978 

[bn] 
+    11.0436 


+  0.3409    —  1.1509 


1) 
2) 

4) 


+  2.4284 
-  8.3650 
+      1.0026 


[bb] 
+   81.4254 
6.6742 
0.9198 
3.8853 


und: 


i) 

3) 
4) 


[an,] 
+    1.1056 
+   0.2678 
+    1.1711 
-   0.1489 


[aa,] 
+   0.6300 
+   0.1623 
+   0.1534 
+   0.1705 


[ab,] 
+   3.1462 
+   0.7359 

—  0.2595 

—  0.5755 


(rtfi,)  =    +   2   3956,  (aa,)  =  +  1 .  1162,(«&,)  =+   3.0471, 

[bn,]  [bb,] 


+  5.5218 
+  1.2142 
-  1.9960 
+   0.5013 


+  15.7127 
+  3.3371 
+  0.4391 
+      1.9426 


(bn,)  ~  +   5.2413,  (bb,)  =  +   21.4315 

Man  erhält  somit  fiir  die  Bestimmung  von  y  und  z  die 
beiden  Gleichungen: 

0  =  +  2.3956  +  1.1162  y  +   3.0471  c 
0  =  +  5.2413  +  3.0471  y   +  21.4315  z 

durch  deren  Auflösung  man  findet: 

2  =  +   0.099012 
y  =  -  2.4165 

also: 


t  =  -  0.00024165  und  ifc  =  +  0.0099012 
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mithin: 


und: 


Da  nun: 


57008 

g  = =  57021.79 

^         1-0.00024165 


1+0.0099012 

«  =  TTT =  0.002524758 

400 


«8  82      ,  , 

3  9 


war,  so  erhält  man: 

fi«  =  0.006710078 

1 


also  för  die  Abplattung  der  Erde 


297.53 

Femer  ist: 


und  da: 


log  -    =  log  Vi-^e«   =  9.9985380 


war,  so  findet  man: 

log  a  =  6.5147884 

also: 

log  b  =  6.5138264 

Auf  diese  Weise  hat  nun  Bessel  die  Gröfse  und  Ab- 
plattung der  Erde  aus  10  verschiedenen  Gradmessungen  be- 
stimmt*) und  dafür  die  schon  oben  in  Nr.  1  des  zweiten 
Abschnitts  angeführten  Werthe  erhalten: 

die  Abplftttonff        a  =  --— — -— - 
^  *  299.1528 

Halbe  gro&e  Axe  a  in  ToUen  =  8272077.14 
Halbe  klebe  Axe  b         „         :=z  3261189.83 

log  a  =  6.5148285 
log  b  =  6.5188698 


*)  In  Schumacher*s  astronomischon  Nachrichten  Nr.  888   und  488. 
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II.    Bestimmung  der  Horizontalparallaxen  der  Gestirne, 

3»  Wenn  man  den  Ort  eines  der  Erde  nahen  Gestirns 
von  zwei  verschiedenen  Puncten  der  Erdoberfläche  aus 
beobachtet,  so  kann  man  dadurch  die  Parallaxe  desselben 
oder 9  was  dasselbe  ist,  seine  Entfernung  in  Einheiten  der 
halben  grofsen  Axe  des  Erdsphaeroids  ausgedrückt,  bestim- 
men. Da  aber  nach  dem  vorigen  die  Gröfse  dieser  Axe 
selbst  bekannt  ist,  so  kann  man  also  die  Entfernung  des  Ge- 
stirns auch  in  einem  bekannten  Längenmaafse  ausdrücken. 

Es  soll  nun  angenommen  werden,  dafs  die  beiden  Beobach- 
tungsorte unter  demselben  Meridiane  zu  verschiedenen  Seiten 
des  Aequators  liegen  und  dafs  man  an  beiden  Orten  die  Ze- 
nithdistanz  des  Gestirns  bei  seiner  Cidnünation  beobachtet 
habe.  Dann  ist  nach  Nr.  3  des  zweiten  Abschnitts  die  Hö- 
henparallaxe des  Gestirns  an  dem  einen  Orte  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

sin  p    =  Q  sin  />  sin  \z  —  (9— <p')J 

wo  p  die  Horizontalpai*a)laxe,  z  die  beobachtete,  von  der  Ke- 
Iraction  befreite  Zenithdistanz ,  9  und  9'  die  geographische 
und  verbesserte  Polhöhe  und  (^  die  Entfernung  des  Ort«  vom 
Mittelpuncte  der  Erde  bezeichnen,     Man  hat  also: 

Jl _  p  sin  [2  —  (9""9')J 

sin  p  sin  p 

und  ebenso  fiir  den  zweiten  Ort,  dessen  geographische  and 
verbesserte  Polhöhe  q»,  und  9',  und  dessen  Entfernung  vom 
Mittelpuncte  ^  ist: 

«in  p  sin  />', 

Betrachtet  man  nun  die  beiden  Dreiecke,  welche  durch 
den  Ort  des  Gestirns,  den  Mittelpunct  der  Erde  und  die  bei- 
den Beobachtungsorte  gebildet  werden,  so  ist  in  dem  einen 
Dreiecke  der  Winkel  am  Gestirne  y,  der  Winkel  am  Beobach- 
tungsorte 180— 2:-Hj>— 9'  und  der  Winkel  am  Mittelpuncte  9'T^» 
wo  6  die  geocnetrische  Declination  des  Gestirns  ist  and   wo 
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das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  das  Gestirn 
und  der  Beobachtungsort  sich  auf  derselben  oder  auf  ver- 
schiedenen Seiten  des  Aequators  befinden.  In  dem  anderen 
Dreiecke  sind  diese  Winkel  dagegen  y,  ,  180— z,  "!■  9^— 9'/ 
und  tp\±:ö.     Man  hat  also: 

p    ■=•  z  — <p'  :t  b 
und: 

Bezeichnet  man  daher  die  bekannte  Gröfse  p' -^-p,  mit  tt, 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

9  «in  [2  -  (<p-cpO]  _  (?/  ain  [g,  -  (cp,  - jp',) j 
sin^  bin  (Tt—p) 

woraus  folgt: 

,         o  sin  ?c  sin  fz  —  (cp  —  cp')| 
tangp    = ^^^^ — -^-^ 


Q,  sin  [2,  —  (9y— 9'f)]  +  g  cos  «  sin  [2  —  (9—9')] 
oder  auch: 


tang  p'    =  ?Li*°  *  ""*  r*'  ■"  (^''  ^'^''^l 


q  sin  [2  —  (9-9')]  +  gf  cos  Ä  sin  [2^  —  (9  —  9')] 

Nachdem   man  dann  p*  oder  p',  durch   eine  dieser  Glei^ 
chungen  gefunden  hat,  erhält  man  p  entweder  aus: 


9\np 
sin  p  = 


^sin  [2 -(9-9')] 
oder: 

sin  p. 
sin  p   =   ^-^ 


ß,  sin  [z, -(9,-9';)] 


Es  war  nun  hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  beiden  Orte 
auf  verschiedenen  Seiten  des  Aequators  liegen,  wie  es  auch 
für  die  Bestimmung  von  p  am  vortheilhaftesten  ist,  Ist  dies 
aber  nicht  der  Fall,  sondern  liegen  die  Orte  auf  derselben 
Seite  des  Aequators,  so  sind  jetzt  die  Winkel  am  Mittel- 
puncte  der  Erde  in  den  vorher  betrachteten   Dreiecken  an 

24* 


372 

dere,  nämlich  in  dem  einen  Dreiecke  9  ^6  und  in  dem  an- 
dern q>\^^ö.     Setzt  man  dann  aber: 

80  erhält  man  p'  oder  p\  durch  dieselben  Gleichungen  wie 
vorher. 

Liegen  die  beiden  Orte  nicht,  wie  es  angenommen  war, 
unter  demselben  Meridiane,  so  werden  die  beiden  Beobach- 
tungen nicht  mehr  gleichzeitig  sein  und  man  mufs  dann  die 
Aenderung  der  Declination  in  der  Zmschenzeit  in  Rechnung 
bringen. 

Auf  diese  Weise  wurden  in  den  Jahren  1751  und  1752 
die  Parallaxe  des  Mondes  und  des  Mars  bestimmt.  Zu  dem 
Ende  beobachtete  Lacfdlle  die  Zenithdistanz  der  beiden  Ge- 
stirne bei  ihrer  Cuhnination  am  Cap  der  guten  Hoffnung, 
während  gleichzeitig  Cassini  in  Paris,  Lalande  in  Berlin,  Za- 
notti  in  Bologna  und  Bradley  in  Greenwich  beobachteten. 
Diese  Orte  sind  sehr  günstig  gelegen.  Der  gröfste  Unter- 
schied der  Polhöhen  ist  der  vom  Cap  und  Berlin  und  be- 
trägt 86^^,  der  gröfste  Unterschied  der  Längen  ist  dagegen 
der  vom  Cap  und  Greenwich,  der  1^  Stunde  beträgt,  eine 
Zeit,  fiir  welche  man  die  Bewegung  des  Mondes  in  Decli- 
nation vollkommen  scharf  in  Rechnung  bringen  kann. 

Die  Beobachter  fanden  damals  die  Horizontalparallaxe 
des  Mondes  in  seiner  mittleren  Entfernung  von  der  Erde 
gleich  57'  5".  Eine  neue  von  Olufsen  ausgeführte  Berech- 
nung aller  dieser  Beobachtungen,  ergab  aber  dafür  den 
Werth  57'  2",  64  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Abplat- 
tung der  Erde   ^^^  ^^  ist.  Mit  dem  wahrscheinlichsten  Wer- 

®  302.02 

the  — - — -  der  Abplattung  erhält  man  dagegen  57'  2".  80*). 
£99» 10 

In  neuester  Zeit  beobachtete  auch  Henderson  in  den  Jahren 

1832  und  1833  am  Cap  der  guten  Hoffnung  Meridianzenith- 

distanzen  des  Mondes,  aus  denen  er  in  Verbindung  mit  gleich- 


*)  Astron.  Nachrichten  Nr.  32 ß. 
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zeitigen  Grecnwicher  Beobachtungen  die  mittlere  Horizontal- 
parallaxe 57'  V\S  fand*).  In  den  Burkhardtschen  Mondtafeln 
ist  für  diese  Constante  der  Werth  57'  (/'.  52  angenommen. 

Für  den  Mond  wird  nun  übrigens  das  Problem,  seine 
Parallaxe  aus  Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  der 
Erde  zu  finden,  nicht  so  einfach,  wie  dasselbe  vorher  aufge- 
stellt war,  weil  man  immer  nur  den  Hand  des  Mondes  an 
beiden  Orten  beobachten  kann,  also  zur  E^duction  die  Kennt- 
nifs  des  Halbmessers  nöthig  hat,  welcher  selbst  durch  die 
Parallaxe  geändert  wird. 

Bezeichnen  r  und  /  den  geocentrischen  und  scheinbaren 
Halbmesser  des  Mondes,  A  und  A'  die  Entfernungen  vom 
Mittelpuncte  der  Erde  und  dem  Beobachtungsorte,  so  ist: 

Sin  r    ^   A 
sin  r        A' 

In  dem  Dreiecke,  welches  vom  Mittelpuncte  der  Erde, 
dem  Mittelpuncte  des  Mondes  und  dem  Beobachtungsorte 
gebildet  wird,  hat  man  aber: 

A^  _  sin  (180-z) 
A'  sin  (2^— i>') 

WO  /  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Richtung  vom  Beobach- 
tungsorte nach  dem  Mittelpuncte  des  Mondes  mit  der  ver- 
längerten Richtung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  nach  dem 
Beobachtungsorte  machte  oder  da: 

2'  =  a  —  (9  —  9')  ±  r 

ist,  wo  z  die  beobachtete  Zenithdistanz  des  Mondrandes  be- 
zeichnet und  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem 
der  obere  oder  untere  Band  beobachtet  ist: 

A    __   sin  [2  —  (9—9')  ±  r]    

Ä^  "  sSTfz  -  (9-9')  -  p    ±  r^] 


*)  Astron.  Nachrichten  Nr.  33». 


374 


Führt   man  diesen  Ausdruck   in  die  Gleichuns:  tür  -: — 

^  sin  r 

ein  und  eliminirt  p   durch  die  Gleichung: 

ginjo'  =  (^  sin />  sin  \z  —  (q>— <p')  ±  /] 

80  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen  z  —  (9— 9 )  blos 
durch  z  bezeichnet  und  q  gleich  eins  setzt: 

sin  r'  =  sin  r  +  sin  /  Binp  cos  {z±.r)  +  ^^Wkf^  sin/»*  sin  («±r  )  * 

oder  bis  auf  Gröfsen  von  der  dritten  Ordnung  genau: 

r    =  r  +  sin  r  sin  j»  cos  (z±,r)  +   |  sin  r  sin/>'  sin  (2±r)  * 

Ist  nun  Z  die  geocentrische  Zenithdistanz  des  Mittelponcts 
des  Mondes,  so  ist  dieselbe  durch  die  Zenithdistanz  z  des 
beobachteten  Bandes  ausgedrückt: 

y  ^  .  ü^  J  •    /  ^J\        ""  ;>'ain(z±/) ' 

^  =  2  ^  r    -<  8inp  sin  (2±r)  — ^^ — ■ 

6 

oder,  wenn  man  fiir  r   seinen   eben  gefundenen  Werth  sub- 
stituirt: 

Z  =  2  ±  r  i:  sin  r  sin  />  cos  («ir)  ±  J  sin  r  sin  p'  sin  (z±,r)  * 

.    ,    ^    V         sin  p' sin  {z±r)  * 

—  sinp  sm  (2±r)  —    ^- ^ 

6 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  und  vemachläfsigt  wie- 
der die'  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  p  und  r  von  einer  hö- 
heren Ordnung  als  der  dritten  sind,  so  erhält  man: 

Z  =  2  :!:  r  —  sin  r*  »in  p  sin  2  dt  i  »in  r  sinp*  sin  2* 

...  .      .    .  sin  p' sin  2* 

—  sinp  cos  r  sin. 2  +  f  sm  p  »in  r'  sm  2  — 

6 

oder,  wenn  man  1  —  4  sin  r*  statt  cos  r  und   wieder  5  sin  p 
statt  sin  p  einfuhrt : 

Z  =  2  db  »*  —  i?  sin  p  sin  2  —  J  Q  sin  p  sin  2  sin  r'  ±  i  (?  '  »in P*  «io  r  sin  2* 

Q*  sinp'  sin  2"^ 

und  endlich,  wenn  man: 

sin  r  :=i  k  sin  p 
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also: 

r  =  k  sin  p  +  ^  k^  ahip* 

aetzt  und  auch  wieder  z—X  statt  z  einfuhrt,  wo  X  =  9—9'  ist: 

•      « 

Z  =  z— A  —  sin  p  [q  sin  (2— A)  ^  *:] r —   [9  sin  (z—k)  ^  A]  ' 

6 

Lst  dann  D  die  geocentrische  Declination  des  Mittelpuno- 
tes  des  Mondes,  ö  die  beobachtete  Declination  des  Randes, 
so  ist,  weil  D  =  q/^^f  und  ä  =  9'  —  (^— A): 

Bin  n 

D  -  Ö  +  Bin  p[q  sin  (z-X)  T  *]  +  — ^  [?  sin  (z-X)  ^  k]  ' 

Die  Gröfsen  q  und  X  hängen  nun  von  der  Abplattimg 
der  Erde  ab.  Da  es  nun  wünschenswerth  ist,  die  Parallaxe 
des  Mondes  so  zu  finden,  dafs  man  die  Aenderung,  welche 
eine  andre  Abplattung  als  die  zum  Grunde  gelegte  hervor- 
bringt, leicht  daran  anbringen  kann,  so  mufs  man  den  Aus- 
druck so  entmckeln,  dafs  derselbe  die  Abplattung  explicite 
enthält.  Nun  war  aber  in  Nr.  2  des  zweiten  Abschnitts 
gefunden : 


9-9    =    -y— -,  sm  29+  ... 
a  +0 


= 7^  sin  2  9  +  .... 

1    +  -\ 
a 

Führt   man   hier  die  Abplattung  (x   ein,    gegeben   durch 
die  Gleichung: 

l »    =  2  a  —  a* 

a 

und  vemachläfsigt  die  Glieder  von  der  Ordnimt^  u',  so  wird: 

9—9'  =  A  =  a  sin  2  9 

Ferner  war: 

1         «^   i  -       gQ«9'         .    ('-fc')''*i»9' 
*  ^  1— c*8in9'  1— f'8in9' 

l  —  2  t*  sin  9*  +  £*  sin  9' 
1  — £*  sin  9' 
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Führt  man  auch  hier  wieder  rx  ein  durch  die  Gleichung: 

c*  =  2  a  — a* 

und  vemachläfsigt  die  Glieder  von  der  Ordnung  oc%  so  er- 
hält man: 

Q  =  1  —  a  «in  9* 

Damit  wird  dann  der  zuletzt  für  D  gefundene  Ausdruck 
der  folgende: 

Z)  =  6  +  [sin  2  7  ik]  sin  p  —  [sin  cp*  sin  z  +  sin  2  q>  cos  z]  a  sin  p 

+  [sin  zTkY  ?i?/ 

Eine  solche  Gleichung  gicbt  also  eine  jede  Beobachtung 
eines  Mondrandes  an  einem  Orte  auf  der  nördlichen  Halb- 
kugel der  Erde  und  es  gilt  hier  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen, je  nachdem  man  den  oberen  oder  unteren  Band  des 
Mondes  beobachtet  hat. 

Für  einen  Ort  auf  der  südlichen  Halbkugel  der  Erde 
findet  man  ebenso: 

*  3 

£>,  =  6,  —  [sin  Zf  ^  lc\  sin  p,  —  [sin  z^^kY  — —-  \ 

I 

+  [sin  9,'  sin  z,  +  sin  2  9,  cos  zj  fAnp  \ 

Es  seien  nun  t  und  t,  die  den  beiden  Beobachtungen 
entsprechenden  mittleren  Zeiten  irgend  eines  ersten  Meridi- 
ans, femer  sei  Z>o  die  geocentrische  Declination  des  Mondes 

für  irgend  eine  Zeit  T  und  —  die  Aenderung  der  Declina- 
tion des  Mondes  während  einer  Stunde  mittlerer  Zeit,  positiv 
genommen,  wenn  der  Mond  sich  nach  dem  Nordpole  zu  be- 
wegt, so  geben  die  beiden  Gleichungen  fiir  D  und  D,i 

(t,—t)  —  =  6,—Ö  —  [sin  Zf^k  —  a  (sin  9,'  sin  2,  +  sin  2  9,  cos  2,)]  tänpf 

—  [sin  2  X  it  —  a  (sin  9'  sin  2  +  sin  2  9  cos  z)]  sin  p 

r  •        -r- 1.1  '  sinp,'  sinV 

-  [sm  z,  ^  ^J     — (sm  z  :f  k]  — ^ 
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Ist    ferner  p^  die  Parallaxe    für  die    Zeit  T  und    --  die 

dt 

Btündliche  Veränderung  derselben,  so  wird: 

sin;?  =  smp^  +  co»  p«  -£  (t-^T) 
fAap,  -  %mp^  +  coa  p^  ^  0,-T) 

mithin    erhält  man  flir    die  Bestimmung    der  Parallaxe    zur 
Zeit  7*  die  Gleichung? 

•  ^  ^^^Po  [(«"»  2  T  *)  (<-70  +  (sin  z,  q:  ifc)  0,-7^] 


—  [sin  «,  +  sin  z  ^ 


.  —  .  1    .         ,  J     sinm'sinz +8in2di  cosÄi*) 

I  +  sm  4>,  '8in2,+ sin  2  9,  cos  2,  S 


Sind  nun  an  den  beiden  Orten  verschiedene  Bänder  des 
Mondes  beobachtet,  so  wird  der  CoefHcient  von  sin  po  unab« 
hängig    von  k  und  da    diese  Grröfse  dann  nur   noch  in  den 

kleinen,  mit  sin  po^  und  -~  multiplicirten  Gliedern  vorkommt, 

so  wird  auch  der  gefundene  Werth  von  po  unabhängig  von 
einem  etwaigen  Fehler  in  k.  Da  man  nun  ferner  die  Paral- 
laxe aus  früheren  Bestimmungen  als  annähernd  soweit  be- 
kannt voraussetzen  kann,  um  damit  das  dritte  und  vierte 
Glied  der  Formel  ohne  merklichen  Fehler  zu  berechnen,  so 
kann  man  also  die  vier  ersten  Glieder  als  bekannt  voraus- 
setzen, weil  alle  darin  vorkommenden  Grölsen  entweder  durch 


*>  Will  man  aof  die  zweiten  Differentialquotienten  Rücksicht  neh- 
men, so  mofs  man  noch  das  Glied  hinzufügen: 

nimmt  man  aber: 

«o  Ca\t  dies  Glied  fort. 
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die  Beobachtungen  gegeben  sind  oder  aus  den  Mondstafeln 
entnommen  werden  können.  Bezeichnet  man  daher  die  Summe 
dieser  vier  Glieder  mit  n,  den  Coefficienten  von  p  sin  po 
mit  a  und  den  von  a  sin  po  mit  &,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

0  =  »  —  sin  pjj  (a  —  6a) 

aus  welcher  man  po  als  Function  von  fx  findet.  Man  will 
nun  aber  nicht  allein  die  Horizontalparallaxe  jpo,  welche  zur 
Zeit  7'  statt  findet,  kennen,  sondern  die  sogenannte  mittlere 
Horizontalparallaxe  d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Horizon- 
talparallaxe in  der  mittleren  Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  *)  hat.  Ist  aber  K  die  in  den  Mondstafeln  angenom- 
mene mittlere  Horizontalparallaxe  und  n  die  aus  denselben 
Tafeln  für  die  Zeit  T  entnommene,  so  hat  man,  wenn  man 
die  gesuchte  mittlere  Horizontalparallaxe  mit  TL  bezeichnet: 

sin  ^j,   =  —  sin  n  =  /ii  sin  11 

also  wird  die  Bedingungsgleichung  jetzt: 

0  = sin  II  (a-^ba) 

Beispiel.  Am  23sten  Februar  1752  beobachtete  La- 
lande  in  Berlin  die  Declination  des  unteren  Kandes  des 
Mondes : 

6  =  +   20*  26'  25".2 

dagegen  Lacaille  am  Cap  der  guten  Hoffnung  die  Declina- 
tion des  oberen  Randes: 

ö,  =  +  21^  46'  44".8 

Für  die  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Beobachtungen 
liegende  mittlere  Pariser  Zeit: 

T  =  6*  40' 


*)  Nämlich  wenn  diese  Entfernung  gleich   der  halben  grofiien  Axe 
der  elliptischen  Bahn  des  Mondes  ist. 


379 

hat  man  ferner  nach  den  Burkhardschen  Mondstafeln 

dD 


dt 


=  -   34".  15 


endlich  ist: 


und: 


Ä  =   59'  24".  54 

^  =   +  0".28 
dt 


(p  =  52°  so'  16" 


cp  =  33    56      3  südlich. 

Da  der  östliche  Meridianunterschied  des  Caps  von  Ber- 
lin 2(/  19'^5  beträgt  und  die  stündliche  Zunahme  der  Rec- 
tascension  des  Mondes  gleich  38'  10"  im  Bogen  war,  so  er- 
folgte die  Culmination  des  Mondes  in  Berlin  21'  11"  später 
als  am  Cap,  mithin  ist: 

t-H,  =  +  21'  11"  alBO  it-t,)  -r-  -  -  12". 06 

dt 

ferner: 

Sf-S  =  +  1**20'  19".  6 

Das  dritte  Glied,  welches  von  sin  />'  abhängt,  erhält  man, 
wenn  man  k  =  0.2725  nimmt,  gleich  —  0".  12;  es  ist  daher, 

wenn   man  das  hier   ganz    unbedeutende  in    -^    nmltiplicirte 

Olied  vemachläfsigt: 

n  =  +  l**  20'  7".42 

oder  in  Theilen  des  Radius: 

»  =  +  0.028807 

und  da  die  in  den  Burkhardtschen  Mondstafeln   angewandte 
Constante  der  Parallaxe: 

K  =  57'  0".52 

ist,  so  wird: 

/Lt  =  0.01792 
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also: 

-  =  +  0.022364 

Berechnet    man  die    Coefficienten  a  und   b,    so    erhält 
man,  da: 

2  =  82**  3'  51"  und  z,  =  55®  42'  48" 

war: 

a  =  +  1.3571    und  6  =  +  1.9821 

und  somit  ftir  die  Bestimmung  von  sin  n  die  Gleichung: 

0  =  +  0.022864  —  sinn  (1.8571  —  1.9321  a) 

Eine  solche  Gleichung  von  der  Form: 

0  = X  (a  — 6a) 

giebt  nun  die  Verbindung  je  zweier  Beobachtungen.  Hat 
man  nur  eine  solche  Gleichung,  so  kann  man  daraus  fiir 
einen  bestimmten  Werth  von  a  denjenigen  Werth  suchen, 
welcher  diese  Gleichung  erfiillt.  So  erhält  man  aus  der  vo- 
rigen Gleichung,  wenn  man  a  ==  nimmt: 

log  sinn  =  8.21901 
n  -  56'55".4 

Hat  man  aber  mehrere  Gleichungen,  so  kann  man  diesen 
allen  nicht  mehr  durch  einen  Werth  von  n  genügen,  son« 
dem  man  wird  bei  jeder  einzelnen  Gleichung,  wenn  man 
überall  denselben  Werth  von  n  substituirt,  einen  kleinen  Feh- 
ler erhalten  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung wird  dann  derjenige  Werth  der  wahrschein- 
lichBte  sein,  welcher  die  Summe  der  Quadrate  aller  dieser 
Fehler  v  zu  einem  Minimum  macht.  Die  Gleichung  für  das 
Minimum  ist  nun  aber: 

dv  ,  dv' 

0  =2  V  -T-  +  V    -—  +  .... 

dx  ax 


r 
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oder  da: 

V  = X  {a—ba)  etc.  und  -—  =  a-^ba  etc.  ist: 

/ii  dz 

—  a       -      —   6       a  =  [aa]  a:  —  2  [ab]  xa  +  [bb]  xa' 

WO  die  in  Eüammem  eingeschlossenen  Gröfsen  wieder  dieselbe 
Bedeutung  wie  in  Nr.  2  haben,  sodafs  z.  B.: 

[aa]  =  aa  +  J  J  +  a"a"  + 

Verbindet  man  damit  die  Gleichung: 


oder: 


dv         ,   dv 

0  =  v  -—  +  V  -- —  +  .... 

da,  da 


I  —   ft      a  =  [ab]  xa  —  [bb]  xa* 


welche,    wenn  man  a  als  gesuchte  Gröfse   betrachtete,    den 
wahrscheinlichsten  Werth  för  a  gäbe,  so  erhält  man: 


-^  a  J   ^  [aa]x  -  [ab]  x , 


a 


also : 


— r — 1 — r — 1 l^  ^J 

[aa]  [aa] 

Auf  diese  Weise  wurde  von  Olufsen  fiir  die  mitt- 
lere Horizontalparallaxe  des  Mondes  der  oben  angefiihrte 
Werth  57'  2".  80  gefunden.  *)  Da  die  Parallaxe  des  Mondes 
übrigens  so  grofs  ist,  so  kann  man  dieselbe  schon  aus  den 
Beobachtungen  an  einem  und  demselben  Orte  der  Erde  mit 
einiger  Annäherung  ableiten,  indem  man  dem  Zenithe  nahe 
gelegene  Beobachtungen,  fiir  welche  die  Höhenparallaxe  ge- 
ring ist,  mit  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Horizontes  ver- 
bindet, fiir  welche  die  Parallaxe  also  nahe  ihr  Maximum  er- 


*)  Astron   Nachrichten  Nr.  .326. 
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reicht.  Auf  diese  Weise  wurde  auch  die  Mondsparallaxe 
von  Hipparch  entdeckt^  indem  derselbe  in  der  Bewegung  des 
Mondes  ein  Glied  auffand ,  welches  von  der  Höhe  desselben 
über  dem  Horizonte  abhing  und  die  Periode  eines  Tages 
hatte. 

4.  Die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  kann  ihrer  Klein- 
heit wegen  durch  diese  Methode  nicht  mit  Sicherheit  gefun- 
den werden,  indessen  wurden  doch  die  ersten  genäherten 
Bestimmungen  derselben  auf  diese  Weise  erhalten.  Im  Jahre 
1671  beobachteten  nämlich  Sicher  in  Cayenne  und  Picard 
und  Römer  in  Paris  Meridianhöhen  des  Mars  und  fanden 
daraus  nach  der  vorher  gegebenen  Methode  die  Horizontal- 
parallaxe desselben  gleich  25''«  5.  Kennt  man  nun  aber  die 
Parallaxe  oder  die  Entfernung  eines  Planeten ,  so  kann  man 
daraus  nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze,  wonach  die 
Guben  der  halben  grofsen  Axen  der  Planetenbahnen  sich 
wie  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten,  die  Entfer- 
nungen aller  übrigen  und  auch  die  der  Sonne  finden.  So 
erhielt  man  aus  der  angegebenen  Parallaxe  des  Mars  die 
Parallaxe  der  Sonne  9".  5.  Noch  weniger  genau  wurde  diese 
Constante  durch  die  von  Lacaille  und  Lalande  angestellten, 
schon  vorher  erwähnten  correspondirenden  Beobachtungen 
bestimmt,  nämlich  gleich  l(/'.25.  Wiewohl  nun  alle  durch 
diese  Methode  bisher  erlangten  Resultate  ungenügend  sind, 
so  wäre  es  doch  immer  wünschenswerth ,  dafs  dieselbe  ein- 
mal wieder  ausgeführt  oder  auch  die  ganz  ähnliche,  von 
Gerling  in  Nr.  599  der  astronomischen  Nachrichten  vorge- 
schlagene Methode  der  Beobachtupg  der  Venus  um  die  Zeit 
ihres  Stillstandes  zur  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  ange- 
wandt würde,  weil  durch  die  jetzt  so  sehr  vervollkommneten 
Instrumente  gewifs  auch  auf  diesem  Wege  genauere  Resul- 
tate zu  erhalten  wären. 

Das  geeignetste  Mittel  fiir  die  Bestimmung  der  Sonnen- 
parallaxe gewähren  indessen  die  Beobachtungen  der  Vorüber- 
gänge der  Venus  vor  der  Sonnenscheibe,  welche  zuerst  von 
Halley  zu  diesem  Zwecke  vorgeschlagen  wurden.  Die  Be- 
rechnung   dieser  Erscheinungen    kann   nach    den    in  Nr.  29 
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und  31  des  vorigen  Abschnitts  gegebenen  Formeln  ausge- 
führt werden.  Etwas  bequemer  ist  aber  noch  eine  von  Encke 
im  astronomischen  Jahrbuche  für  1842  mitgetheilte  Methode, 
welche  zuerst  die  Erscheinung  für  den  Mittelpunct  der  Erde 
bestimmt  und  dann  hieraus  dieselbe  fiir  jeden  Ort  auf  der 
Oberfläche  zu  finden  lehrt. 

Bezeichnen  a,  ö,  A  und  D  die  geocentrische  Rectascen- 
sion  und  Declination  der  Venus  und  der  Sonne  f  lir  eine  der 
Conjunctionszeit  nahe  Zeit  T  eines  ersten  Meridians,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke,  welches  durch  den  Pol 
des  Aequators  und  die  Mittelpuncte  der  Venus  und  der  Sonne 
gebildet  wird,  wenn  man  die  Entfernung  beider  Mittelpuncte 
mit  m  und  die  Winkel  am  Mittelpuncte  der  Sonne  und  der 
Venus  mit  M  und  180—3/'  bezeichnet,  nach  den  Gaufsischen 
Formeln : 

sin  J  m  .  sin  J  (ili'  +  Af)  =  sin  J  (a  —  Ä)  cos  \  (Ö  +  D) 
sin  ^  m  .  cos  J  (Af'  +  3f)  =  cos  i  (a  —  A)  sin  |  (S—D) 
cos  I  m  .  sin  ^  (Ikt—M)  =  sin  J  (a— ^)  sin  |  (ß  +  D) 
coB  ^m  ,  COB  i  (Jd'—M)  =  cos  ^  (a—  Ä)  cos  \  (6—  D) 

oder  da  fiir  die  Zeiten  der  Ränderberührungen  u^A  und  6— 2> 
mithin  auch  m  und  M'  —  Af  kleine  Gröfsen  sind: 


m  sin  Jlf  =  (a  —  A)  cos  J  (6  +  7>) 
m  cos  M  =  S—D 

Setzt  man  dann  auch: 

nmN=  ^-^^P^  cos  i  (6  +  Z>) 

KT  ^  (*-^) 

n  cos  iV^  =  — ^^ ' 

dl 


(A) 


(B) 


WO   — — — -  und  — ^- — -    die  relative  Aenderung  der  Rec- 

tascension  und  Declination  in  der  zum  Crrunde  gelegten  Zeit- 
einheit bezeichnen,  und  nennt  T+r  die  Zeit,  zu  welcher  eine 
Ränderberührung  statt  findet^  so  hat  man: 

[m  sin  ilf  +  rn  sin  N]*  -h  [m  cos  M  +  rn  cos  N]  *  =  [B±r]  " 
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wo  12  und  r  die  Halbmesser  der  Sonne  und  der  Venus  be- 
zeichnen und  wo  das  obere  Zeichen  für  äulsere,  das  untere 
für  innere  Berührungen  gilt. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man: 


= CO«  (Af-^iV)  qp  — =-   1/    1 .„\    ., — - 

n  ^  ^  n        Y  (Ä±r)* 


Setzt  man  daher: 
m  Bin  (Af— iV) 


B±r 
SO  wird: 


=  sin  ^,  wo  t(;  <±  90*»  (C) 


r  =  -  —  CO8  (Jf-iV)  :f  ^^i^  CO8  ip  (i>) 

WO  das  obere  Zeichen  fiir  den  Eintritt,  das  untere  fiir  den 
Austritt  gilt,  sodafs  also  fiir  den  Mittelpunct  der  Erde  in 
Zeit  des  angenommenen  ersten  Meridians  der  Eintritt  zur  Zeit: 

T CO»  (M—N) =-  CO8  ij; 

n  n 

und  der  Austritt  zur  Zeit: 

T  ^  ~  C08  (Af— iV)  +  — —  cos  1I) 
n  n 

erfolgt. 

Bezeichnet  man  endlich  mit  0  den  Winkel,  welchen  der 
vom  Mittelpuncte  der  Sonne  nach  dem  Berührungspuncte  ge- 
zogene gröfste  Kreis  mit  dem  durch  den  Mittelpunct  der 
Sonne  gehenden  Declinationskreise  macht,  so  ist: 

(Ä±0  cos  0  =  m  cos  Af  +  n  cos  N.r 
(/?±r)  sin  0  =  m  sin  Af  +  n  sin  N.t 

oder: 

cos  0  =  —  sin  iV  sin  ^  ^  cos  N  cos  ^ 
sin  0  =        sin  ^f/  cos  N  ^  cob  ip  m  N 

mithin  ftir  den  Eintritt: 

0  =   180  +  N"^  (JE) 
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und  tur  den  Austritt: 

0  =  N+^l^  (F) 

Die  Formeln  {A)  bis  (/^  dienen  also  zur  vollständigen 
Vorausberechnung  der  Erscheinung  für  den  Mittelpunct  der 
Erde.  Um  nun  hieraus  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts 
für  einen  Ort  auf  der  Oberfläche  der  Erde  zu  berechnen, 
mufs  man  die  zu  einer  Zeit  von  diesem  Orte  gesehene  Di- 
stanz der  Mittelpuncte  beider  Gestirne  ducch  die  vom  Mittel- 
puncte  der  Erde  gesehene  Distanz  ausdrücken. 

Es  ist  aber: 

cog  m  =  sin  6  sin  D  +  cos  6  cos  1)  cos  (a—  A) 

Bezeichnet  man  nun  mit  od,  ö',  Ä  und  TJ  die  von  dem 
Orte  auf  der  Oberfläche  gesehenen  scheinbaren  Rcctascen- 
sionen  und  Declinationen  der  Venus  und  der  Sonne  und 
mit  m  die  scheinbare  Distanz  der  Mittelpuncte  beider  Ge- 
stirne so  ist  auch: 

cos  vi  =  sin  6'  sin  ti  +  cos  S  cos  7/  cos  (al  —  Ä) 

mithin  auch: 

cos  vi  —  cos  m  +  (Ä'— 6)  [cos  6  sin  /)  --  sin  b  cos  Z)  cos  {a—Äj\ 

+  (jJ^D)  [sin  6  cos  D  —  cos  d  sin  D  cos  (a— -4)] 
—  {oi  ^a)  cos  6  cos  D  sin  (a—Ä) 
+  (i4'  —  Ä)  cos  6  cos  D  sin  (a—  Ä) 

Nach  den  Formeln  in  Nr.  4  des  zweiten  Abschnitts  war 

aber:  *) 

6'  — 6  =  «  [cos  9  sin  6  cos  (a— 0)  —  sin  9  cos  6] 
//— Z)  =  p  [cos  9  sin  D  cos  (a— 0)  —  sin  9  cos  Z>] 
a'— a  =  «  sec  ö  sin  (a— 0)  cos  9 
Ä  —  A  =  /)  sec  Z)  sin  (^4  —  0)  cos  9 


*)  Es  war  nämlich  nach  den  dortigen  Formeln: 

q)  ""^  ;   "~2j:  =  ^  sin  9  [sin  Ä  cotang  y  —  cos  6] 

25 


S  ^  6   =  X  sin 

sin  y 
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wo  n  und  p  die  Horizontalparallaxen  der  Venus  und  der 
Sonne  bezeichnen;  mithin  erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe 
in  die  Gleichung  für  cos  m'  setzt: 

cos  m  =  cos  tn 
+[cos6  sin  Z)— sinÄcos  Dcos  (a—A)]  [it  cosqpsin  S  cos  (a— 0)  —3t  siocpcos^] 
(«)     +  [sind  cos  Z)— cosö  sin  Dcos(a—A )]  [pcosfpsin  />cos(a— ©)— />  sincpcos  D] 
—  cos  D  sin  (a— -^)  .  %  sin  (a— 0)  cos  9 
+  cos  Ä  sin  (a—  ^4)  .  p  sin  {A  —0)  cos  q) 

Entwickelt   man  diese  Gleichung,  so  findet  man   zuerst 
för  den  CoefBcienten  von  cos  9: 

flC  [sin  8  cos  ö  sin  D  cos  (a— 0)  —  sin  ö*  cos  D  cos  (a— 0)  cos  (a— ^) 

—  cos  Z>  sin  (a  — 0)  sin  (a—A)] 
+  p  [sin  Ä  cos  Z)  sin  D  cos  (a— 0)  —  cos  ö  sin  Z>*  cos  (a— 0)  cos  (ot— -4) 

+  cos  6  sin  (a— 0)  sin  (a— ^)] 

oder  da: 

sin  ö*  =  1  —  cos  6'  und  sin  Z>*  =  1   —  cos  D*  ist: 

Ä  [(sin  5  sin  i)  +  cos  ö  cos  D  cos  (ol—A)  )  cos  Ä  cos  (a— 0) — cos  D  cos  (^— 0)J 
+  p  [(sin  6  sin  jD  +  cos  6  cos  D  cos  (a—A)  )  cos  D  cos  (^4—0) — cos  S  cos  (a— 0)] 

mithin: 

Ä  cos  m  cos  6  cos  (a  — 0)  —  %  cos  D  cos  (i4— 0) 
+  />  cos  m  cos  Z)  cos  (A  —  Q)  —  p  cos  Ä  cos  (a~0) 

Sondert  man  hier  alles  ab,  was  sich  auf  einen  bestimm^ 
ten  Ort  der  Erde  bezieht,  so  erhält  man: 

[ic  cos  m  cos  6  cos  a  —  ^  cos  D  cos  A]  cos  0 
+  [p  cos  m  cos  D  cos  A  —  p  cos  d  cos  a]  cos  0 
+  [n  cos  m  cos  d  sin  a  ~  ic  cos  Z>  sin  A]  sin  0 
+  [p  cos  m  cos  I)  sin  ^  —  ^  cos  £  sin  a]  sin  Q 


Da  aber: 

cotang  y  =^  cos  (a— 0)  .  cotang  q> 
so  wird: 

Ö*— 6  =  *  [cos  9  sin  6  cos  (a— 0)  —  sin  9  cos  Ä] 
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es    wird    daher    das  in    cos   9  multiplicirte   Olied    der   Glei- 
chung (a): 

[(«  cos  m  —p)  cos  8  cos  a  —  (ä  — />  cos  m)  cos  D  cos  >4]  cos  9  cos  0 
+  [(ä  cos  m— />)  cos  6  sin  a  —  (ä  —p  cos  m)  cos  7)  sin  A\  cos  (p  sin  0 

Femer   wird    der    Coefiicient    von    sin  9  in    der   Glei- 
chung (a): 

Ä  [—  cos  ö*  sin  />  +  sin  6  cos  ö  cos  i>  cos  (a  — ^i)] 
+  p  [—  sin  6  cos  Z)*  +  sin  D  cos  Z)  cos  6  cos  (a— ^4)] 

oder  da  cos  6*  =  1  —  sin  6*^  und  cos  />*  =  1  —  sin  Z>^  ist: 

«  [—  sin  D  +  sin  6  (sin  Ä  sin  D  +  cos  6  cos  />  cos  (a—ii))] 
+  j>  [—  siü  Ä  +  sin  D  (sin  6  Bin  D  +  cos  6  cos  D  cos  (a—  i4))] 

Das  in  sin  9  multiplicirte  Glied  der  Gleichung  (a)  wird 
daher: 

(ä  cos  m—p)  sin  6  sin  9  —  («— j»  cos  m)  sin  />  sin  9 

und  die  Gleichung  (a)  geht  mithin  über  in  die  folgende: 


cos  m    =  cos  m 


+  [(ä  cos  tn—p)  cos  Äcosa  —  («— pcosw)  cos />  cos  i4]  cos  9cos0 
(<^)  +  [(^  <^^8  !»—/>)  cos  6  sin  a  —  (it-pcosm)  cos  Z)sin  ^]  cos  9sin0 

+  [(«  CO?  m—p)  sin  ö  —  («— p  cosm)  sin  7)]  sin  9 

Setzt  man  nun: 


so 


wird: 


mithin : 


ir  cos  m—p  =  f  »in  s 
—  Ä  sin  m    =  /cos  .« 


Ä  -p  cos  m  =  /sin  (.*— m) 


cos  m'  =  cos  wi 


+  /[sin  «  cos  Ä  cos  a  —  sin  («—»/*)  cos  D  cos  i4]  cos  9  cos  © 
(«)  +  /  [w^  *  cos  6  sin  a  —  sin  (jt— i»)  cos  D  sin  A]  cos  9  sin  0 

+  /[sin  «  sin  6  —  sin  {s—m)  sin  D]  sin  9 

■ 

Setzt  man  ferner: 

sin  8  cos  6  cos  a  —  sin  (s—m)  cos  Z)  cos  A  ^  P  cos  A  cos  ß 
sin  »  cos  Ä  sin  a  —  sin  (.<— m)  cos  D  sin  ^  =  P  sin  X  cos  ß  (/) 

sin  «  sin  Ä  —  sin  («— m)  sin  Z>  —  P  sin  ß 

25* 
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60  erhält  man  durch  die  Quadrirung  dieser  Gleichungen  zur 
Bestimmung  von   P  die  folgende: 

P'  =  sin  s'  +  sin  (ä— w)'  —  2  sin  s  sin  (s  —  m)  cos  m 
=  sin  Ä*  —  sin  ä*  cos  m'  +  cos  s*  sin  m'  =  sin  m' 

Es  wird  daher  erlaubt  sein  zu  setzen: 

sin  9  cos  8  cos  a  —  sin  (5  — m)  cos  D  cos  ^  =  sin  m  cos  X  cos  ß 

sin  8  cos  £  sin  a  *-  sin  (s^m)  cos  />  sin  ^4  =  sin  m  sin  X  cos  ß 

sin  «  sin  6  —  sin  («— m)  sin  D  =  sin  m  sin  ß 

oder  auch: 

sin  f»  sin  (X—Ä)  cos  ß  =  sin  «  cos  6  sin  (pL—Ä) 

sin  m  cos  (A^--4)  cos  /3  =  sin  «  cos  ö  cos  {ct—Ä)  —  sin  («— m)  cos  D     (g) 
sin  f»  sin  ß  =  sin  5  sin  d  —  sin  (j—m)  sin  D 

Nun  ist  aber: 

sin  8  cos  6  cos  (ptr—Ä)  —  sin  (ä— m)  cos  D  =  sins  [cos  6  cos  (a— ^4)  —  cos  m  cos  /)] 

+  cos  8  .  sin  m  cos  D 


und: 


sin  8  sin  6  >-  sin  («— m)  sin  D  =  sin  8  [sin  d  —  cos  m  sin  D] 

+  cos  5  .  sin  m  sin  D 


Im  Dreiecke,  welches  vom  Pole  des  Aequators  und  den 
geocentrischen  Oertem  der  Mittelpuncte  der  Sonne  und  der 
Venus  gebildet  wird,  hat  man  aber  auch,  wenn  man  den 
Winkel  an  der  Sonne  mit  M  bezeichnet: 

sin  m  sin  3f  =  cos  6  sin  (a-^^) 

sin  m  cos  üf  =  sin  £  cos  D  —  cos  6  sin  D  cos  (fit—A)  (ä) 

cos  m  =  sin  d  sin  D  +  cos  S  cos  D  cos  (ol—Ä) 

also  wird: 

cos  6  cos  (a-^Ä)  =  cos  D  cos  m  —  sin  Z)  sin  m  cos  M 
sin  6  =:  sin  D  cos  m  +  cos  D  sin  m  cos  M 

und  die  Gleichungen  (ff)  gehen  daher  in  die  folgenden  über: 

sin  (X—Ä)  cos  ß  =  sin  8  sin  M 

cos  (A— ^  cos  ß  =  cos  «  cos  D  ■-  sin  8  sin  Z)  cos  M  (i) 

sin  ß  =  cos  «  sin  Z>  +  sin  8  cos  D  cos  ilf 
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wo  8  und  M  durch  die  Gleichungen '  (^d)  und  {h)  gefunden 
werden.  Hat  man  dann  aus  den  Gleichungen  (t)  X  und  ß 
bestimmt  9  so  findet  man  nach  («)  und  (/)  m'  durch  die 
Gleichung: 

cos  m'  =  cos  m  +/ sin  m  [cos  X  cos  ß  cos  9  cos  0  +  sin  A  cos  ß  cos  9  sin  © 

+  sin  ß  sin  9] 

=  cos  tn  +  /sin  m  [sin  9  sin  ß  +  cos  9  cos  ß  cos  (^-^0)] 

Es  sei  nun  7'  die  mittlere  Zeit  des  ersten  Meridians^ 
für  welche  die  GrÖfsen  a,  ö,  A  und  D  berechnet  sind  und  L 
die  hierzu  gehörige  Sternzeit,  ferner  sei  l  die  östliche  Länge 
des  OrteSy  auf  welchen  sich  C-)  und  9  beziehen,  so  ist: 

0  =  /  +  /. 
also: 

A-0  =  X-L-l 

Setzt  man  daher: 

A  =  X--L 
cos  4  =  siJi  9  sin  ß  +  cos  9  cos  ß  cos  (A— 0 

so  wird: 

cos  tn    =  cos  m  +  /sin  m  cos  ^ 

Alle  Orte,  für  welche  cos  4  gleich  ist,  sehen  also  in  dem- 
selben absoluten  Augenblicke,  welcher  der  Stemzeit  L  oder 
der  mittleren  Zeit  7'  des  ersten  Meridians  entspricht,  mithin 
jeder  zu  der  mittleren  Zeit  7'+Z  des  Ortes,  dieselbe  schein- 
bare Distanz  m'.  Um  nun  die  Zeit  zu  finden,  wann  diese 
Orte  die  Entfernung  m  sehen,  hat  man: 

dm  =    -  /cos  4 
mithin: 

dm 


dt 
Ist  aber  m   eine   kleine  Gröfse,    wie   dies  z.  B.   fiir  die 
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Zeiten  der  Ränderberührungen  der  Fall  ist,  so  hat  man  nach 
den  Formeln  (A): 

m  =  (a-A)  cof  J  (Ö  +  D)  sin  M  +  (6-D)  cos  M 

— -  =  — ^ C0B^{8+D)BmM  +  -^— — '  cos  M 

dt  dt  dt 

oder  nach  den  Formeln  (B)i 

-—  =  «  cos  {M—N) 
dt 

mithin : 

/  C03  4 


dt  =  -- 


ncoa(M—N) 


Wenn  daher  der  Beobachter  im  Mittelpuncte  zur  Zeit  7' 
die  Entfernung  m  sieht,  so  wird  man  an  einem  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  diese  Entfernung  zur  Zeit  des  ersten 
Meridians: 

^  fCOB  4 


»cos(Af— A^ 

oder  zur  Ortszeit: 

/"cos  d 

T  +  l  •¥  — — 

ncos(3/— iV) 

sehen. 

Um  nun  aus  den  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  für  den 
Mittelpunkt  der  Erde  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  fiir 
einen  Ort  auf  der  Oberfläche  zu  finden,  hat  man  nur  R±r  und 
0  statt  rn  und  M  zu  nehmen  und  da  nach  den  Formeln  (E) 
und  {F)  fiir  den  Eintritt  ©  =  180  +  iV  -  ^  fiir  den  Austritt 
dagegen  0  =  iV  -)-  i|;  war,  so  wird  man  also  zu  den  Zeiten 
des  Ein-  und  Austritts  fiir  den  Mittelpunct  der  Erde  hinzu- 
zulegen haben: 

/cos  4 


und: 


+ 


n  cos  t(' 


/cos  4 
n  cos  t}i 
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Die  sämmtlichen  JB'ormeln  für  die  Vorausberechnung  eines 
Venusdurchgangs  sind  daher  die  folgenden: 

Für  den  Mittelpunct  der  Erde. 

Für  eine  der  Conjunctionszeit  nahe  Zeit  eines  ersten 
Meridians  suche  man  die  Rectascensionen  oc,  A  und  die  De- 
clinationen  6,  D  der  Venus  und  Sonne  und  ebenso  die  Halb- 
messer r  und  R  beider  Gestirne.     Dann  berechne  man: 

m  8in  M  =^  (u  —  A)  cos  J  (Ö  +  Z)) 
m  cobM  =  ö— /) 

1»  sin  iV^  =   — ^— cos  J  (0  +  /)) 

dt 

n  cosN  =   —^ 

dt 

M  sin  (M—N)         .  ^  „ 

It  ±  r 

7  =  —   -  cos  (M—N) cos  i|) 

n  n 

,  m         . ,,     __.        R  de  T 

r    = cos  (M—N)  +    cos  il> 

n  n  ^ 

80  erfolgt  der  Eintritt  zur  Zeit: 

/  =  r  +  T 

wobei : 

0   =   180   +  iV  -  ^ 

und  der  Austritt  zur  Zeit: 
und  es  ist: 

0   =  TV  +  i«' 

Für  einen  Ort,  dessen  östliche  Länge  l  und  dessen 

Polhöhe  9  ist. 

Für  den  Ein-  und  Austritt  rechne  man  mit  den  ent- 
sprechenden Winkeln  0  die  Formeln: 

jc  cos  (R±  r)  —p  =  /  sin  ä 
—  «  sin  (Ä  ±  r)       =  /cos  s 

n  cos  t{> 
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sin  (k—A)  cos  ß  =  sin  s  sin  0 
cos  (k—A)  cos  ß  =  cos  *  008  D  —  sin  «  sin  />  cos  0 
sin  ß  =  cos  «  sin  D  +  sin  s  cos  D  cos  0 
A  =  A  -  i 

cos  ^  =  sin  /j  sin  <p  +  cos  j3  cos  <p  cos  (A— 0  *) 

WO  L   die    den  Zeiten  t  oder  ^  entsprechende  Stemzeit  ist. 
Dann  ist  in  mittlerer  Ortszeit  die  Zeit  des  Eintritts: 

^  +  '  —  ^  cos  ^ 
und  die  Zeit  des  Austritts: 

^  -^  l  -^  g  cos  4 
Diejenigen  Orte,  ftir  welche  die  Gröfse 

sin  ß  sin  9  +  cos  ß  cos  9  cos  (A— 0 
gleich  ±  1  wird,  sehen  die  Erscheinung  unter  allen  Orten 
am  frühesten  oder  spätesten.  Die  Dauer  der  Erscheinung 
kann  also  für  einen  Ort  auf  der  Oberfläche  um  2  g  von  der 
Dauer  der  Erscheinung  fiir  den  Mittelpunct  verschieden  sein 
und  da  nun  fiir  centrale  Durchgänge  sehr  nahe: 


9   = 


n 


ist,  so  kann  also  der  Unterschied  in  der  Dauer  die  doppelte 
Zeit  betragen,  welche  die  Venus  braucht,  um  vermöge  ihrer 
relativen  Geschwindigkeit  gegen  die  Sonne  einen  Bogen  zu 
beschreiben,  welcher  gleich  dem  doppelten  Unterschiede  ihrer 
Parallaxe  mit  der  der  Sonne  ist.  Da  nun  der  Unterschied 
dieser  Parallaxen  23"  und  die  stündliche  Bewegung  der  Venus 
zur  Zeit  ihrer  Conjunction  mit  der  Sonne  234"  beträgt,  so 
kann  dieser  Unterschied  nahe  12  Minuten  ausmachen.  Da- 
raus sieht  man  also,  dafs  aus  diesen  Erscheinungen  die  Dif- 
ferenz der  Parallaxen  von  Sonne  und  Venus  und  2»omit  auch 
nach  dem  dritten  Kepplerschcn  Gesetze  die  Parallaxe  der 
Sonne  selbst  mit  grofser  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann. 


*}  4  i^t  der  Winkelabstand  des  Punctes,  dessen  Länge  /  and  Breite 
9  istj  von  einem  Punctc,  dessen  Länge  und  Breite  A  und  ß  ist. 
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Beispiel.     Für  den  Venusdurchgang  am  5.  Juni  1761 
liat  man  die  folgenden  Oerter  der  Sonne  und  der  Venus: 

M.Par.Zeit               A  D  a  ö 

16^          74®17'   l".8  +22®4l'3".7  74^26' 50".3  +22®38'l7".6 

17A                  19  86.4  4119.1  24  18.2  82  82.4 

18*                  22  10  .9  41  84   .5  22  86   .2  81  47   .1 

19*                  24  45.5  4149.9  20  59.2  31     1.9 

20*                  27  20  .1  42     5   .8  19  22   .2  30  16   .6 

iemer: 

Ä  -   29".(J0(i8  ff  -   946".8 

p  =     8".  4408  r  =      29".  0 

Um  nun  hieraus  die  Zeit  der  äufseren  Berührungen  fiir 
den  Mittelpunct  der  Erde  zu  berechnen,  hat  man  fiir: 

r  =    17-* 

a-'A  =  +  4'86".8,  6-7;  =  -  8'46".7,  ^  _  ^  =  -  4'  1 1".  6 

dt  dt 

dÖ        dD  „ 

7-  =  -  60".65,  Ä  +  r  =  975".8 

dt         dt 

Damit  erhält  man: 

M  =   154®  7'.2  N  =  255®  2l'.9 

logm  =  2.76746  log  n  =  2   88028 

M-N  =  258°  45'. 8 
tj)  =  —  36     2.6 

-   —  c08(Af-i\r)  =  +   0.4756     r    =  -  2*. 81 14  =  -  2*48'4l".0 
n 

+     l-Z-f X      =   +   3.2870      /  =  +   3   .7626   =  +    3   45   45   .4 

n 

Mithin  erfolgte  iiir  den  Mittelpunct  der  Erde: 
der  Eintritt  um 

14*  11'  19".0 

mittlere  Pariser  Zeit,  wobei: 

0  =  in®  24'.  5 

und  der  Austritt  um 

20*  45'  45".  4 
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mittlere  Pariser  Zeit^  wobei 

O   =  219<*  19'.  8 

Will  man  nun  die  2^eiten  des  Austritts  für  Orte  auf  der 
Oberfläche  der  Erde  haben,  so  hat  man  zunächst  die  Con- 
stanten A,  ß  und  p  zu  berechnen.     Man  erhält  aber: 

*  =  90®  22'.  7,  log/  =   1.82564,  log  g  =  9.08764 

und  da: 

0   =  219®  19'.  3,  D  =  22®  42'.  8,  ^  =   74®  29'.  8 

SO  ist: 

;i  =  9®  15'.  9 
und: 

ß  =  -  45®  44'.  4 

Da  femer  die  mittlere  Pariser  Zeit  20*  45' 4 5". 4  der 
Sternzeit  P  45' 34". 6  entspricht,  so  ist: 

A  =  —   17®  7'.  7 

Verlangt  man  nun  z.  B.  die  Zeit  des  Austritts  iiir  das 
Cap  der  guten  Hoffnung,  fiir  welches: 

/  =  +    lA  4'  88".  5 

und: 

9  =  -  33®  56'  3" 

so  findet  man: 

log  cos  4  =  9.94643,  g  cos  ^  =  +   5'  47". 0 

also  die  Zeit  des  Austritts: 

^  +  /  +  (7  cos  ^  =   21*  56'  5".  9 

mittlere  Zeit  des  Caps. 

Differcnzirt  man  die  Gleichung: 

T  =  t  -h  l  -^  g  cos  4 
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so  erhält  man  för  die  Aenderung  von  7'  in  Seounden: 

,^         3600  C08^      ,, 
n  cos  'ip 
3600  cos  4        «— P    ,      ^ 


n  cos  i{>  Po 

=  40.49  dp^ 

sodafs  ein  Fehler  von  (/MS  in  dem  angenommenen  Werthe 
der  Sonnenparallaxe  die  Zeiten  der  Ränderberührung  um  volle 
5  Zeitsecunden  ändert.  Umgekehrt  werden  Fehler  in  der 
Beobachtung  der  Berührungszeit  nur  einen  geringen  Einflufs 
auf  die  daraus  hergeleitete  Parallaxe  haben  und  da  sich  die 
Beobachtungen  des  £in-  und  Austritts  der  dunklen  Scheibe 
des  Planeten  am  Sonnenrande  mit  sehr  grofser  Schärfe  an- 
stellen lassen,  so  sieht  man,  dafs  man  auf  diese  Weise  die 
Sonnenparallaxe  mit  sehr  grofser  Genauigkeit  finden  kann. 

5.  Um  nun  die  vollständige  Bedingungsgleichung  zu 
erhalten,  welche  jede  Beobachtung  einer  Ränderberührung 
giebt,  geht  man  von  der  Gleichung  aus: 

[a'-A'\  *  cos  «0  *  +  [ö'-^l '  =  [^±'']  '  («) 

wo  (x\  A\  ö'  und  1/  die  scheinbaren,  mit  der  Parallaxe  be^ 
hafteten  Rectascensionen    und  Declinationen    der  Sonne  und 

Ä'  +  Z/ 
der  Venus  sind,  ^o  <1<^  arithmetische  Mittel  bezeichnet. 

2 

Da  aber  die  Parallaxen  beider  Gestirne  klein  und  ebenso  fiir 
die  Zeiten  der  Ränderberührungen  die  Unterschiede  der  Rect- 
ascensionen und  Declinationen  kleine  Gröfsen  sind,  so  kann 
man  annehmen: 

a'— ^'   =  a— i4   +  (ä— j>)  sec  Ö^q  cos  9'  sin  («ß— 0) 

S^Lf   =  6  —  D  +  (it—/>)  [q  cos  9'  sin  ö^  cos  (o^  —0)  —  9  sin  <p'  cos  Ä^J 

wo: 

a-^A 


«0    =   - 


gesetzt  ist. 


*)  Wo  Po  die  mittlere  Horizontal- Acquatoreal-Parallazc   der  Sonne 
bezeichnet. 
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Führt  man  nun  die  folgenden  Hülfsgrörsen  ein: 

Q  cos  cp'  sin  ((Xq  —0)  ^  h  Bin  H 
Q  cos  9'  sin  Öq  cos  (a^  — €))  —  (?  sin  9'  cos  6^  =  h  cos  H 

80  geht  die  Gleichung  (a)  in  die  folgende  über: 

\a-A-h(:X-p)h8mH8ec.6oYco86^*  +[«-!>  +(«-^)Ä  cos /fj*  =  [Ä.±r]* 

Sind  hier  a,  ^,  S,  Z>,  tc  und  j9  die  aus  den  Tafeln  ge- 
nommenen Werthe,  a+rf«,  Ä+^6,  4+d^,  D'\-dDy  w+cfrr 
und  p-^-dp  dagegen  die  wahren  Werthe  und  ist  dt  der  Feh- 
ler in  der  angenommenen  Länge  des  Beobachtungsortes,  so 
\\ird  diese  Gleichung: 

p      a—A  +  (ä  — />)  A  sin  -ff  sec  6^  +  d  (a— ^4)-.  * 

I         w        X  ,    .    «^        *^         d(a—A)     ,         I  cos  60* 
I  +  d(it-p)Ä8inffsec6„ ^^— — ^  ^        \ 

+  [ö-i;+  (Ä~/0Äco8fi^+d(<5-i))  +  d(«-^)Äcosff-  ^^7^^  dty 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  und  vemachläfsigt  die 
Quadrate  und  Producte  von  ii-^p  und  den  kleinen  Aenderungen 
so  erhält  man,  wenn  man  setzt: 

a—A  +  («— i>)  Ä  sin  H  sec  ö^  =  A' 

6-D  +  (ä-p)  ä  cos  -ff  =  Z/ 

i4"cos6o»  +  i/*  -  (Ä±r)' 

=  -  2^'  cos  60*  d(a--^)  -  2  [^'  Ä  sin  ff  cos  d^,  +  Ü  h  cos  ff]  d  («-p) 

-  2/y  diS-D)  +  2    (^'  ^^>  cos  Ä/  +  B'  ^^)  dt 

+   2  (/2  ±  r)  d  (/^  ±  r) 

Bezeichnet  man  aber: 

^"^  cos  60*  +  ly^ 

mit  m\  so  ist^  da  nahe: 

m'  -  (/?±r)*  =  2  m  [m  -  (/?±r)J 

w[m-(Ä±r)]  =  -  A'  cos  Ä/  d(a-A)  -  Z/  d(Ä-/)) 

-  [^'A  sin  ff  cos  Äo  +  //ä  cos  ff]  d(«-p) 

+   (^^'  ^J?^)  eos6/  +  1/  ^^>)  dr+(Ä±r)d(iJ±,.) 
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Setzt  man  nun: 


^'  cos  6^  =  m  sin  M 
1/  =  m  cos  M 

1       d(a^A)  . 

-  =  n  sin  iV 


(/O 


8600  dt 

8600         <ir 


=  n  cos  A'"  1 


(C) 


SO  erhält  man  die  Bedingungsgleichung: 

(i?±r-fit)    _  8inAfC08^i(a-^)        cos  Md(Ö—D) 
^^  "*■  fico8(ilf-i^  "■       n  cos  (M-iV)       ■*■  ncoflCM-A-) 

Aco8(Af-g)^--i>         _      d(R±r) 


CD) 


n  cos  (M—N)    Pq  n  cos  (Af— iV^ 


Wäre  die  Länge  genau  bekannt,  also  dtts^O^  so  könnte 
man  die  Divisoren  weglassen.  Behält  man  dieselben  indes- 
sen bei,  so  wird  dadurch  iZ±r  — m  in  Zeitsecunden  ausge- 
drückt, da: 

dm 


n  cos  (M^N)  =     . 
^  dt 


ist. 


Beispiel.      Die  innere  Berührung  beim  Austritt  wurde 
am  Cap  der  guten  Hoffnung  beobachtet  um: 


J  äff 


2lA  38'  8'.  3  mittler«  Zeit. 
Diese  Zeit  entspricht  der  mittleren  Pariser  Zeit: 

20*  88'  29".  8  =  1*  33'  16".  2  Sternzeit. 

Es  war  also: 

0=2*  87'  49". 7  =  89**  27'  2ö" 

Ferner  hat  man  für  die  angegebene  mittlere  Pariser  Zeit: 

a  =   74"  18'  28".05  ö  =  22*  29'  5l".82 

^  =  74    28  46   .41  J)  =  22    42    13   .90 

a-A  =  -     10'  18".  36      6-D  =  -     T2'  22".  58 

Oo  =  74<*28'87"         a„-0  =  84®66'l2"         Ä^  =  22"»6'2" 
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(ä-;j)  hsinH  =  +  10".07       H  =  81*  84'.0       («-/>)  h  sin  H  sec  6, 
(ä-/>)  ä  cosä  =  +   16  .89  logÄ  =  9.95885  =  +   10".90 

^'  =  -   10'  7".  46 

i/  =  -   12    6   .19 

ilf  =  217**  40'.7  N  =  255®  19'.3 

log  m  =  2.96262"^  log  n  =  8182412 

Da  nun: 

R-r  =  917".80 


o 


ist,  und: 


00  erhält  man: 


—    off 


Pq  =  8^57116 


-  5.8  =  10.684  d(a-i4)  +   14.986  d  (6-Z)) 
+  42.240  rfpo   +    18.984  d(Ä-r) 

Eine  solche  Gleichung  von  der  Form: 

0  =  n  +  ad(a—Ä)  +  bd(ö—D)  +  cdp^  +  ed^R-r) 

giebt  dann  eine  jede  Beobachtung  einer  inneren  Berührung 
und  aus  allen  diesen  Gleichungen  mufs  man  dann  wieder, 
um  die  wahrscheinlichsten  Werthe  zu  erhalten,  diejenigen 
Werthe  suchen,  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig 
bleibenden  Fehler  zu  einem  Minimum  machen.  Bezeichnet 
man  wieder: 


an  +  a  n    +  a  n     +  ... 


durch  [an]  und  entsprechend  die  übrigen  Summen,  so  sind 
die  vier  Gleichungen,  welche  die  aus  den  inneren  Berührun- 
gen folgenden  wahrscheinlichsten  Werthe  geben: 

[aa\d(ja-A)  +  [aft]d(ö-Z))  +  [ac]dp^  +   [ac]d(Ä-r)  +  [an]  =  0 

[ab]d(a-A)  +  [bb]d(S-D)  +  [bc]dp^  +  [be]d(R-r)  +  [bn]  =  0 

[ac]d(a-Ä)  +  [bc]d(S'-D)  +  [cc]dp^  +  [ce]d(R-r)  +  [cn]  =  0 

[aeldCa-Ä)  +  [be]d(ö-D)  +  [ce]dp^  +   [ce]  d(i?-r)  +  [cn]  =  0 

Auf  diese  Weise  fand  nun  Encke*)  aus  der  sorgfaltig- 


*)  Encke,    Entferaang  der  Sonne  von   der  Erde  aus  dem  Venus- 
durchgang  von   1761.     Grotha  1822. 

Encke,  Ventisdnrchgang  von  1769.     Gotha.   1824. 
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8ten  Discussion  aller  bei  den  Voriibergängen  der  Venus  in 
den  Jahren  1761  und  1769  angestellten  Beobachtungen  die 
Sonnenparallaxe  gleich  8''*5776.  In  neuester  Zeit  hat  Encke 
nach  Auffindung  des  Originalmannscripts  von  Hell's  Beob- 
achtungen des  Venusdurchgangs  von  1769  in  Wardoe  im 
nördlichen  Lappland  diesen  Werth  noch  etwas  geändert  und 
dafür: 

8". 57116 

angenommen.  Man  erhält  damit  die  Entfernung  der  Sonne 
von  der  Erde  gleich  20682329  geographischen  Meilen,  von 
denen  15  auf  einen  Grad  des  Aequators  gehen. 

Nachdem  man  so  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  kennt, 
findet  man  dieselbe  für  jedes  andere  Gestirn,  dessen  Entfer- 
nung vom  Mittelpuncte  der  Erde  in  Einheiten  der  halben 
grofsen  Axe  der  Erdbahn  ausgedrückt  A  ist,  durch  die 
Gleichung : 


«".67116 


sin  p  =   ^ — 

Anm.  Alles,  was  in  Nr.  4  and  5  über  die  Venasdurchgänge  ge- 
sagt ist,  gut  auch  für  die  Vorübergänge  des  Mercnr  vor  der  Sonne,  die 
indessen  weit  weniger  günstig  für  die  Bestimmung  der  Sonnenparallaxc 
sind.  Da  nümlich  für  die  Zeiten  der  unteren  Conjunction  des  Mercur 
die  stündliche  Bewegung  desselben  550'^  beträgt,  während  die  Differenz 
der  Parallaxen  von  Mercur  und  Sonne  im  Mittel  etwa  9''  ist,  so  wird 
der  CoefBcient  von  dp^  für  einen  Venusdurchgang  sich  zu  dem  Coeflficien- 
ten  für  einen  Mercursdurchgang  verhalten  wie: 

23      560 
Y  '  234 

also  im  ersteren  Falle  etwa  6  mal  gröfser  sein.  Ein  Fehler  von  6^  in  der 
Beobachtung  der  Zeit  des  Ein-  und  Austritts  bei  einem  Mercursdurch- 
gange  wird  daher  schon  einen  Fehler  von  O"  8  in  der  Sonnenparallaxe 
hervorbringen.  Wegen  der  starken  Excentricität  der  Mercursbahn  kann 
dies  Verhältnifs  indessen  günstiger  werden,  wenn  sich  nämlich  der  Mer- 
cur zur  Zeit  seiner  untern  Conjunction  zugleich  im  Aphel  oder  in  seiner 
gröisten  Entfernung  von  der  Sonne  befindet. 
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III.     Bestimmung  der  Constante  der  Refraction. 

6.  Die  regelmäfsige  tägliche  Bewegung  der  Himmels- 
körper in  einem  Eüreise  um  den  Weltpol  gewährt  ein  einfaches 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Constante  der  Refraction.  Ver- 
möge dieser  Bewegung  erreicht  nämlich  ein  jeder  Stern,  des- 
sen Polardistanz  kleiner  als  die  Polhöhe  ist,  einmal  im  Me- 
ridiane seine  gröfste  und  nach  12  Stunden  bei  der  untern 
Culmination  seine  kleinste  Höhe  und  zwar  ist  die  Zenith- 
distanz  des  Sterns  bei  seiner  oberen  Culmination  gleich  Ä— q>*), 
bei  der  unteren  dagegen  gleich  180  —  ^  —  q).  Mifst  man  nun 
die  Meridianzenithdistanzen  eines  Sterns,  welcher  bei  seiner 
oberen  Culmination  nahe  durch  das  Zenith  geht,  wo  die  Re- 
fraction klein  ist,  und  der  also  unter  unserer  Breite  bei  der 
unteren  Culmination  dem  Horizonte  nahe  steht,  so  kann  man 
aus  diesen  Beobachtungen,  wenn  mau  damit  die  eines  zweiten 
Sterns  verbindet,  die  Constante  der  Refiraction  ifinden.  Man 
hat   dann  nämlich  fiir    den  ersteren  Stern   die  Gleichungen: 

6—9  =:  z  «f  a  tang  z 
180— Ä— 9  =  ^  +  atang^ 

wo  z  und  i  die  bei  der  oberen  und  unteren  Culmination  ge- 
messene Zenithdistanzen  sind,  und  u  die  Constante  der  Re- 
fraction bezeichnet.     Ebenso  hat  man  fiir  den  zweiten  Stern: 

Ä'—cp  =  «'  +  a  tang  z 
180-Ä'-9  =  ^  +  a  tong  ^ 

Diese  Gleichungen  sind  nun  freilich  nur  annähernd  rich- 
tig, da  die  Refraction  in  grofsen  Zenithdistanzen  nicht  mehr 
der  Tangente  derselben  proportional  angenonmien  werden  kann. 
Man  wird  indessen  doch  aus  diesen  Gleichungen  schon  ge- 
näherte Werthe  der  vier  unbekannten  Grröfsen  <5,  S^  9  und  ci 
erhalten  und  die  mit  diesem  Werthe  von  u  berechneten  Re- 


*)  Wo  9  —  6  zu  nehmen  ist,  wenn  6^9. 
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fractionstafeln  werden  wenigstens  für  nicht  zu  kleine  Höhen 
die  Kefraction  schon  mit  einiger  Annäherung  an  die  Wahr- 
heit geben. 

Setzt  man  nun  aber  die  Befraction  nicht  mehr  einfach 
der  Tangente  der  Zenithdistanz  proportional,  sondern  nimmt 
dafür  das  Gesetz  an: 

a/(z,  t,  b) 

vfo  f{Zf  t,  b)  die  in  Nr.  7  und  10  des  zweiten  Abschnitts 
gegebene  Function  der  scheinbaren  Zenithdistanz  und  des 
Barometer-  und  Thermometerstandes  ist,  deren  numerischer 
Werth  sich  für  jede  einzelne  Beobachtung  berechnen  läfst, 
so  kann  man  durch  diese  Methode  die  Befractionsconstante 
mit  aller  zu  wünschenden  Genauigkeit  bestimmen.  Durch 
Addition  der  beiden  Gleichungen  für  die  obere  und  untere 
Culmination  eines  Sterns  erhält  man  nämlich: 

yo  —  CD  =  — — —  +  ex 

^2  2 

Wären  nun  die  Beobachtungen  sowie  die  für  9  und  a 
angenommenen  Werthe  vollkommen  genau  und  das  angenom- 
mene Gesetz  /  (z,  t^  b)  der  Befraction  richtig,  so  würde  diese 
Gleichung,  wenn  man  die  numerischen  Werthe  einsetzte,  im- 
mer erfüllt  werden.  Da  aber  diese  Voraussetzungen  nie  zu- 
treffen werden,  so  wird  man  auch  für  die  beiden  Seiten  der 
Gleichung  niemals  gleiche  Werthe  erhalten.  Es  sei  nun 
9^  +  Aq)  gleich  der  wahren  Polhöhe  9,  «^^  die  den  berech- 
neten Befractionstafeln  zum  Grunde  liegende  Constante  und 
a^  +  Aa    der  wahre  Werth  der  Befractionsconstante,    so  ist: 

das  arithmetische  Mittel  der  Zenithdistanzen,  durch  die  aus 
den  Tafeln  genommenen  Beiractionen  verbessert  und  wenn 
man  diesen  Werth  mit  Z  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
Gleichung : 


90  — 9^,  — A9  =  Z  +  Aa 


2 

26 
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oder,  wenn  man  setzt: 


Z    +    %    —    90    =r    W 

Eine  jede  Beobachtung  der  Zenithdistanzen  desselben 
Sterns  bei  seiner  oberen  nnd  unteren  Culinination  wird  also 
eine  solche  Gleichung  geben,  und  wenn  man  deren  mehrere 
hat,  so  wird  man  aus  ihnen  A9  und  Au  durch  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  finden  können. 

In  Nr.  9  und  10  des  zweiten  Abschnitts  hat  man  aber 
gesehen,  dafs  der  Ausdruck  fiir  die  Refraction  aufser  der 
Constante  a  auch  noch  die  Constante  ß  enthält,  wo: 

war  und  a  die  halbe  grofse  Axe  des  Erdsphäroids,  /  die 
mittlere  Barometerhöhe  an  der  Oberfläche  des  Meeres  be- 
zeichnete und  h  eine  durch  die  Beobachtungen  noch  zu  be- 
stimmende Constante  war.  Nun  ist  das  Gesetz  für  die  Re- 
fraction nach  den  in  Nr.  10  des  zweiten  Abschnitts  gebrauch- 
ten Bezeichnungen: 

(l--a)  6z  =  smz^    y  j    .  Q„ 
und  es  wird  daher: 


(l-a)  i^  =  ^  -±=  smz*Q„  +  sin  c»  V-     • 

dß  V20»  r   ö 


dQ 


<f 


\2ß^  f     ß    '     dß 

WO  der  Werth  -^^r     ebenfalls  nach  den  Formeln  in  der  an- 

dß 

geführten    Nummer     berechnet     werden    kann.       Bezeichnet 
man  nun: 


/d,Sz       d.84\ 
\  dß     '^    dß  J 


mit  c,  so  hat  man  also,  wenn  die  bei  der  Berechnung  von  Z 
benutzten    Refraotionstafeln    auf     dem     genäherten    Werthe 
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^0   von   j^    beruhten  9   der   obigen  Bedingungsgleichung   noch 
dafi  Glied  -^  cAfi  hinzuzufiigen,  sodafs  diese  jetzt  wird: 

Hat  man  nun  durch  die  Methode  der  kleinsten  (Quadrate 
die  Werthe  von  Acp,  Au  und  Aß  gefunden  und  will  man  die 
Constante  h  selbst  kennen,  so  erhält  man,  wenn  h^^  mit  dem 
Werthe  ^^o  berechnete  genäherte  Werth  von  //  ist: 

Ah  =  -^\ß 
a 


IV.     Bestimmung  der  Constante  der  Aberration. 

7«  Die  Constante  der  Abcn^ation  ist,  wie  man  in  Nr.  13 
des  zweiten  Abschnitts  gesehen  hat,  bekannt,  sobald  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegimg  der  Erde  und  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  gegeben  sind.  Die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Bewegung  der  Erde  war  durch  die  Beobachtungen  der 
Sonne  schon  von  den  Alten  sehr  genau  bestimmt.  Die  Zeit, 
welche  das  Licht  braucht,  um  den  Halbmesser  der  Erdbahn 
zu  durchlaufen  wurde  dagegen  zuerst  von  dem  dänischen 
Astronomen  Olav  Kömer  aus  den  Verfinsterungen  der  Ju- 
piterstrabanten hergeleitet,  indem  derselbe  im  Jahre  1675  die 
Bemerkung  machte,  dafs  diese  Verfinsterungen  zu  der  Zeit, 
wo  die  Erde  zwischen  der  Sonne  und  dem  Jupiter  steht,  um 
8'  13''  früher,  dagegen  zu  der  Zeit,  wo  die  Sonne  zwischen 
dem  Jupiter  und  der  Erde  steht,  um  eben  so  viel  später  ein- 
trafen, als  die  Vorausberechnung  derselben  angab.  Da  nun 
im  ersteren  Falle  die  Erde  dem  Jupiter  um  den  ganzen 
Durchmesser  der  Erdbahn  näher  steht  als  im  zweiten  Falle, 
so  kam  Kömer  sogleich  auf  die  richtige  Erklärung  dieser 
Erscheinung,  dafs  nämlich  das  Licht  eine  Zeit  von  16'  26" 
brauche,   um  den  Durchmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen. 

Delambre  bestimmte   diese  Zeit  aus  einer   sehr  sorgfältigen 

26* 
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Discussion  der  vorhandenen  Beobachtungen  von  Verfinsterun- 
gen und  fand  damit  die  Aberrationsconstante  gleich  20".  255, 
einen  Werth,  welchen  Beseel  auch  in  seinen  Tabulis  Regio- 
montanis  beibehalten  hat. 

Man  kann  nun  aber  auch  diese  Constante  aus  den  beob- 
achteten scheinbaren  Oertern  der  Fixsterne  herleiten  und  zwar 
werden  besonders  Beobachtungen  des  Polarsterns  zu  diesem 
Zwecke  geeignet  sein,  weil  fiir  denselben  die  Aberration  we- 
gen des  Factors  sec  S  sehr  vergröfsert  erscheint.  Vergleicht 
man  nämlich  die  RectD^cension  u  des  Polarsterns»  welche  man 
zu  der  Zeit  beobachtet  hat,  wo  die  Aberration  in  ihrem  po- 
sitiven Maximum  ist,  mit  dem  zur  Zeit  des  negativen  Maxi- 
mums beobachteten  Werthe  a',  so  erhält  man  die  Constante 
k  der  Aberration  durch  die  Gleichung: 

k  =  J  (fid-^a)  cos  d 

Will  man  dieselbe  genauer  finden,  so  mufs  man  eine 
grofse  Anzahl  von  Beobachtungen  zu  diesem  Zwecke  anwen- 
den. Ist  nun  u  die  Rectascension  des  Sterns,  frei  von  Aber- 
ration, u    dagegen  die  scheinbare  Rectascension,  so  ist: 

a'  =  a  —  ifc  [cos  O  cos  c  cos  a  +  sin  0  sin  a]  sec  6 

oder,  wenn  man  setzt: 

cos  e  cos  a  =  fl  siu  A 
sin  a  =  a  cos  A 

a'  =  a  —  ka  sin  (Q  +  A)  sec  6 

Ist  nun  sowohl  die  mittlere  Rectascension  um  Arx,  als 
auch  die  Constante  der  Aberration  um  Ak  fehlerhaft,  sodafs 
a  *(-  Aa  und  k  -^  Ak  die  wahren  Werthe  dieser  Gröfsen  sind, 
so  würde  die  berechnete  Rectascension  mit  der  beobachteten 
abgesehen  won  den  Beobachtungsfehl crn  nur  dann  überein- 
stimmen, wenn  man  fiir  die  mittlere  Rectascension  und  die 
Aberrationsconstante  die  wahren  Werthe  <x  +  A«  und  k  -♦-  Ai 
anwendete.  Bezeichnet  daher  (/  die  beobachtete  scheinbare 
Rectascension,  so  hat  man  also  die  Gleichung: 

(X   —   (X  —  ka  sin  (0  +  ^4)  sec  6  +  Aoc  —  Afc.  a  sin  (0  +  ^)  sec  d 
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oder,   wenn  man  setzt: 

a^  ka  sin  (0  +-.1)  sec  Ö—  u    =  n 
0  =  n  +  Aa  —  Ak  .  a  sin  (0  +  A)  »ec  Ö 

Eine  jede  beobachtete  Bectascension  des  Polarsterns  wird 
eine  solche  Gleichung  geben  und  aus  der  Verbindung  aller 
dieser  Gleichungen  findet  man  dann  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  fiir  Aa  und  Ak  durch  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

Auf  diese  Weise  bestimmte  von  Lindenau  die  Constante 
der  Aberration  gleich  20".  4486.  In  neuerer  Zeit  benutzte 
Peters  zu  diesem  Zwecke  die  von  Struvc  und  Preufs  in  den 
Jahren  1822  bis  1838  in  Dorpat  beobachteten  Kectascensionen 
des  Polarsterns  und  suchte  aufser  der  Constante  der  Nutation 
wovon  später  die  Rede  sein  wird,  aucli  die  jährliche  Pai'allaxe 
des  Polarsterns.  Für  die  Acnderung  der  Kectasceiision  durch 
die  letztere  hat  man  aber  nach  Nr.  15  des  zweiten  Abschnitts 
den  Ausdruck: 

—  Ä  [cos  0  sin  a  —  sin  0  cos  £  cos  aj  scc  ö 

oder,    wenn   man  die  vorher  angewandten  Hülisgrölsen  ge- 
braucht : 

—  -Ä«  cos  (0  +  ^0  scc  ö 

Fügt  man   daher  dies  Glied  der  vorher  gegebenen  Be- 
dingungsgleichung hinzu,  sodaTs  diese  die  Form  bekommt: 

C  =  f»  +  Aa  —  Ak  ,  a  ain  (0  +  -^)  sec  Ö—  %  .  a  cos  (Q  +  A)  sec  ö 

so  erhält  man  aus  allen  Gleichungen,  welche  die  einzelnen 
beobachteten  Rectascensionen  geben,  durch  die  Methode  der 
Ideinsten  Quadrate  auch  noch  den  Werth  der  jährlichen  Pa- 
rallaxe or.  Auf  diese  Weise  fand  Peters  *)  aus  603  Bedingungs- 
gleichungen, die  aus  eben  so  viel  beobachteten  Kectasccnsionen 
hergeleitet  waren: 

Aifc  =  +  0".170ö 
Ä  =  +   0".1724 


*)  V.  Lindenau    hatte   bei  seinen  Untersuchungen  ebenfalls  auf  die 
Parallaxe  Rücksicht  genommen  und  dafür  gefunden  o".  1444. 
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oder  ftir  die  Constante  der  Aberration,  da  seinen  Rechnun- 
gen der  vorher  angefiihrte  Delambresche  Werth  derselben 
zum  Grunde  lag: 

k  =   20".  4255 

Will  man  sich  der  Declinationen  zur  Bestimmung  der 
Aberrationsconstante  bedienen,  so  hat  man: 

di  ^6  =  +  k  cos  0  [sin  a  sin  S  cos  e  -*  cos  6  sin  f.] 
—  k  sin  0  cos  a  sin  6 

oder,  wenn  man  setzt: 

sin  a  sin  6  cos  e  -*  cos  6  sin  £  =  b  ain  B 
—  cos  a  sin  6  =  b  cos  B 

6'-^  =  +  ifcft8in(0+JB) 

Man  wird  daher  für  jede  beobachtete  Declination  oder 
Meridianhöhe  die  Bedingungsgleichung  erhalten: 

0  =  n'  +  AÄ  +  At  .  6  sin  (0  +B) 

wo: 

n'  =  d  +  itft8in(0  +  ß)-ö' 

und  6'  die  beobachtete  Declination,  A6  der  Fehler  der  ange- 
nommenen mittleren  Declination  ist. 

Durch  solche  Beobachtungen  der  Meridianzenithdistanzen 
der  Sterne  entdeckte  Bradley  die  Aberration,  indem  er  vom 
Jalire  1725  ab  zu  Kew  vorzüglich  den  Stern  y  Draconis, 
der  nahe  durch  das  Zenith  des  Ortes  ging,  verfolgte  und 
eine  periodische  Aenderung  seiner  Zenithdistanz  bemericte, 
die  von  der  Parallaxe,  deren  Auffindung  der  eigentliche 
Zweck  dieser  Beobachtungen  war,  nicht  herrühren  konnte. 
Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  durch  die  Zusammen- 
setzung der  Bewegung  des  Lichts  mit  der  Bewegung  der 
Erde  wurde  indessen  später  von  Bradley  gegeben.  Aus  sei- 
nen zahlreichen  Beobachtungen  von  y  Draconis  und  einigen 
anderen  Sternen  wurde  von  Busch  der  Werth  der  Aber- 
rationsconstante gleich  2(y'.2116  bestimmt.*) 


*)  Das  Instrument,    dessen  sich  Bradley  zu   diesen  Beobachtungen 
bediente  war  ein  Zenilhsector,   d.  h.  ein  Kreissector   von  sehr  grofsem 
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Liindahl  berechnete  diese  Constante^  wie  Peters  aus  den 
Bectascension^i  so  aus  den  Decllnationen  des  Polarsterns, 
welche  von  Struve  und  Preufs  in  den  Jahren  1822  bis  1838 
in  Dorpat  beobachtet  waren,  indem  er  zu  gleicher  Zeit  wie- 
der die  Parallaxe  als  zweite  Unbekannte  in  die  Bedingungs- 
gleichungen einführte.  Da  die  Parallaxe  eines  Sterns  in  De- 
clination  nach  Nr.  15  des  zweiten  Abschnitts  durch  die  Formel 
gegeben  ist: 

ö  ^Ö  =  —  Ä  sin  0  [cos  E  sin  a  sin  6  —  sin  e  cos  6] 
—  Ä  cos  O  sin  Ö  cos  a 

oder,  wenn  man  wieder  die  vorher  gebrauchten  Hülfsgröfsen 
einfuhrt  durch: 

S-6  =  «ft  cos  (0+2^) 

so  nehmen  die  Bedingungsgleichungen  fiir  die  Bestimmung 
der  Aberrationsconstante  und  der  Parallaxe  aus  Declinations- 
beobachtungen  die  Form  an: 

0  =  n'  +  A6  +  AX:  .  6  sin  (0  +  ii)  +  üb  cos  (0+Ä) 

Aus  102  solcher  Gleichungen  fand  Lundahl: 

Aifc  =  +  0".2958 
Ä  =  +  0".1473 

oder  da  seinen  Rechnungen  ebenfalls  der  Delambresche  Werth 
der  Constante  zum  Grunde  lag: 

k  =  20".  6508 

Ebenso  fand  Peters  aus  seinen  Beobachtungen  an  dem 
Repsoldschen  Verticalkreise  der  Pulkowaer  Sternwarte  fiir 
diese  Constante  den  Werth: 

k  =  20".50S 

Struve  wandte  endlich  zur  Bestimmung  der  Zenithdi- 
stanzen  mehrerer  Sterne,  welche  nahe  durch  das  Zenith  der 
Pulkowaer  Sternwarte  gehen,  ein  im  ersten  Verticale  aufge- 


Halbmesser,  womit  er  die  Zenithdistiinzen  der  Sterne  bis  etwas  über  1 2  ^ 
zu  jeder  Seite  des  Zeniths  messen  konnte. 
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fltelltes  Passageninstrument  an,  welches  zu  diesem  Zwecke 
besonders  geeignet  ist  *)  und  fand  aus  sieben  Sternen  mit 
sehr  grofser  Uebereinstimmung  den  Werth  der  Aberrationa- 
constante  im  Mittel  gleich: 

20".  4451 

eine  Zahl^  die  wohl  nur  äufserst  wenig  von  der  Wahrheit  ab- 
weichen wird,  da  ja  auch  alle  übrigen  Bestimmungen  eine 
ähnliche  Vergrösserung  des  Delambreschen  Werthes  der 
Constante  geben.  Dieser  letztere  Werth  liegt  den  in  Nr.  14 
des  zweiten  Abschnitts  erwähnten  Aberrationstafeln  von  Ni- 
colai zum  Grunde;  ebenso  sind  die  Angaben  im  Nautical 
Almanac  mit  dieser  Constante  berechnet.  Die  ßechnungen 
ftir  das  Berliner  Jahrbuch  sind  dagegen  noch  mit  dem  von 
Bessel  in  seinen  Tabulis  Regiomontanis  angewandten  Werthe 
der  Aberrationsconstante  20".  255  ausgeführt. 


V.     Bestimmung  der  Constante  der  Nutation. 

8«  Umfassen  die  zur  Bestimmung  der  Aberrationscon- 
stante und  der  Parallaxe  angestellten  Beobachtungen  einen 
Zeitraum  von  vielen  Jahren,  so  kann  man  daraus  auch  die 
Constante  der  Nutation  bestimmen,  indem  man  den  vorher 
gegebenen  Bedingungsgleichungen  noch  das  Glied: 

+  cAv 

für  die  Rectascensionen  und: 

+  dAv 

fiir  die  Declinationen  hinzufugt,  wo  Av  die  Aenderung  des 
angenommenen  Werthes  v  der  Nutationsconstante  d.  h.  des 
Coefficienten  von  cos   i}  in  dem  Ausdrucke  fiir  die  Nutation 


^)  Vgl.  Nr.  19  des  sechsten  Abschnitts. 
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der  Schiefe  bezeichnet  und  c  und  d  die  Coefficienten  sind, 
mit  denen  man  die  Constante  v  zu  multipliciren  hat,  um  die 
Nutation  in  Bectascension  und  Declination  zu  erhalten.  Setzt 
man  also: 

n    =  a  —  ifca  sin  (©  +-^)  sec  6  +  cv  —  a' 
n'  =  6-¥kb  sin  (0+jB)  +  di;  -  Ä' 

wo  a'  und  6'  die  beobachtete  Rectaecension  und  Declination 
bezeichnen,  so  werden  die  vollständigen  Bedingungsgleichun- 
gen fiir  die  Bestimmung  der  Aberration,  der  Parallaxe  und 
der  Nutation: 

fiir  ßectascensionen: 

0=in  +  Aa  —  Ait.asin  (Q-hA)  sec  Ä  —  ita  cos  (0+^4)  sec  S  +  cAif 

und  für  Declinationen : 

0  =  n'  +  A6  +  AX;    *  sin  (0  +  B)  +  acft  cos  (0  +  5)  +  d.Av 

Nun  sind  die  vollständigen  Ausdrücke  für  die  Nutation  in 
Länge  und  in  der  Schiefe  der  Ecliptic  nach  Bessel  die  fol- 
genden, wenn  die  Constante: 

V  =  9".  6480  (1+0 

angenommen  wird: 

AX  =  [- 18".  0877  sinn  +  ö".21720  sin  2  D  -  O".  2 168  8  sin  2  gj  (1+0 
-  [l".  18640  -  2.86868  t]  sin  2  0 

und: 

A«  =  [+  9".  6480  cos  f)  -  O".  09428  cos  2  O  +  0.  09891  cos  2g]  (1+0 
+  [O".  49880  —  1.24627  t]  cos  2  0 

Nimmt  man  hier  für  i  den  Werth  +0.069541,  so  er- 
hält man  fiir  v  den  Lindenauschen  Wcrth  der  Nutationscon- 
stante  und  überhaupt  fiir  AA  und  A£  die  in  Nr.  9  des  drit- 
ten Abschnitts  angegebenen  Ausdrücke.  Da  dies  i  nun  aber 
noch  fehlerhaft  ist,  so  setze  man: 

9".6480(l+0  =  8".97707   +  x 

WO  also  dann  a  die  Verbesserung  bezeichnet,  die  man  an 
den  Lindenauschen  Werth  der  Nutationsconstante  anzubrin- 
gen hat,  um  den  wahren  Werth  zu  erhalten.  Substituirt  man 
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den  hieraus  folgenden  Werth  fiir  1+i  in  die  obigen  Glei- 
chungen für  AX  und  A^,  so  erhält  man,  da  die  Nutation  in 
Kectascension: 

=  C08  eAk  +  sin  tAX  tang  6  sin  a  —  Ab  cos  a  tang  Ö 

und  in  Declination: 

=  cos  a  sin  €  A  A  +  sin  a  A  c 

ist,  wenn  man  die  Schiefe  der  Ediptic  fiir: 

1800  =   23^27'  54" 

anwendet,  zuerst  die  in  Nr.  9  des  dritten  Abschnitts  gefun- 
denen Ausdrücke  QA)  fiir  u—u  und  6'— 6  und  dann  noch 
die  in  a  multiplicirten  Glieder,  deren  CoefBcient  ftir  die  Rec- 
tascensionen: 

c  =  — l.TlöOsin  f)— [0.7444sin  j^^ sin a+1 .0000 cos  j^  coscejtangS 
-f  0.0207  8in2n+[0.00908in2  j^8ina+0.0098cos2OcO8aJtang£ 
—  0.02068in  2  S*[0  OOSOsin  2^  8ina+0.0097  cos  2([  cos aj tang d 
*0.2727sin2O-[0.  Il848in  2  Q  «na+0. 1291  cos  2  0co8u]taag6 

und  für  die  Dcclinationen: 

d  =  —  0  .  7444  sin  f)  cos  a  +  1 .  0000  cos  f)  sin  u 
+  0 .  0090  sin  2  ^  cos  a  —  0 .  0098  cos  2  j^  sin  u 
—  0.0090  sin  2([  cos  a  +  0.0097  cos  2([  sin  a 
«^  0 . 1 184  sin  2  0  cos  a  +  0 .  129 1  cos  2  0  sin  a 

Nach  diesen  Ausdrücken  sind  also  die  Coefficienten  c 
und  d  von  Ai;  in  den  vorher  gegebenen  Bedingungsgleichun- 
gen zu  berechnen. 

Bradley  entdeckte  die  Nutation  durch  dieselben  Beobach- 
tungen der  Zcnithdistanzen  von  y  Draconis  und  22  anderer 
Sterne,  durch  welche  er  auch  die  Aberration  fand.  Diese 
Beobachtungen  reichen  vom  19ten  August  1727  bis  zum 
dritten  September  1747  und  umfassen  daher  eine  vollstän- 
dige Periode  der  Nutation,  da  die  Mondsknoten,  von  deren 
Länge  die  bedeutendsten  Glieder  der  Nutation  abhängen,  in 
18  Jahren  und  219  Tagen  volle  360  Grad  der  Ecliptic  durch- 
laufen. 
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Bu8ch  fand  aus  diesen  Beobachtungen  die  Constante  der 
Nutation  gleich  9".  23. 

Die  in  den  Tabulis  Kegiomontanis  angewandte  Con- 
stante 8".  97707  ist  von  Lindenau  aus  beobachteten  Becta- 
scensionen  des  Polaris  hergeleitet,  die  für  die  Bestimmung 
dieser  Constante  besonders  geeignet  sind,  da  der  Betrag  der 
Nutation  in  Bectascension  für  den  Polarstem  wegen  des  Fac- 
tors tang  S  sehr  vergröfsert  wird.  Lindenau  verwandte  dazu 
800  Rectascensionen  des  Polarsterns»  welche  in  einem  Zeit- 
raum von  60  Jahren  von  Bradley,  Maskelyne,  Pond,  Bessel 
und  von  ihm  selbst  beobachtet  waren. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  aus  den  von  Struve  und  Preufs 
in  den  Jahren  1822  bis  1838  angestellten  Beobachtungen 
des  Polarsterns  eiiien  etwas  gröfseren  Werth  fiir  die  Nuta- 
tionsconstante  gefiinden,  welcher  nahe  mit  dem  von  Busch 
aus  den  Bradleyschen  Beobachtungen  hergeleiteten  Werthe 
tibereinstimmt.  Lundahl  bestimmte  diese  Constante  aus  den 
Beobachtungen  der  Declinationen  und  fand  daftir  den 
Werth  9.2164.  Peters  berechnete  dagegen  die  Rectascen- 
sionen des  Polarsterns  und  bestimmte  daraus  den  Werth  der 
Constante  zu  Anfang  des  Jahres  1800  zu  9''.2361.*)  In  sei- 
nem Werke  ,, Numerus  constans  nutationis^  ninunt  er  dafür: 

9".22S1 

an,  ein  Werth,  der  aus  den  drei  Bestimmungen  von  Busch, 
Lfundahl  und  ihm  selbst  mit  Bücksicht  auf  die  denselben  zu- 
kommende Sicherheit  abgeleitet  ist.  In  demselben  Werke 
giebt  Peters  noch  theoretische  Untersuchungen  über  die  Nu- 
tation und  findet  in  dem  Ausdrucke  derselben  noch  einige 
kleine,  von  Bessel  nicht  berücksichtigte  Glieder.  Danach 
sind  nämlich  die  Ausdrücke  für  die  Nutation  in  Länge  und 
in  der  Schiefe  fiir  das  Jahr  1850  die  folgenden: 

AA  =  -  17".2491  sin  Q  +  0".2078  sin  2  f\  -  0".2041  sid  2  g 

+  0".0677  sin  (SrTS!)  -  l".2692  sin  20  +  0".1277  sin  (0-n) 
•  0".0218  sin  (Q+II) 


*)  Der  Werth  dieser  Gröfse  ist  nämlich  etwas  veränderlich,  da 
derselbe,  wie  die  Theorie  zeigt,  von  der  Schiefe  der  Ecliptic  und  der 
Neigung  der  Mondsbahn  gegen  diese  Ebene  abhängt. 
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und: 

A£  =  +  9". 2285  cos  Q  -  0".0897  cos  2  i^  +  0".0886  cos  2  g 
+  0".5508  cos  2©   +  0".009S  cos  (0  +  11) 

WO  n  und  n'  die  Längen  des  Perihels  der  Erde  und  des 
Perigcums  des  Mondes  bezeichnen,  d.  h.  die  Längen  derjeni- 
gen Puncte  der  Bahnen ,  in  denen  die  Erde  der  Sonne  und 
der  Mond  der  Erde  am  nächsten  steht.  Ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  in  Nr.  9  des  dritten  Abschnitts  findet  man  daraus 
die  folgenden  Ausdrücke  fiir  die  Nutation  in  Rectascension 
und  Declination  fiir  eben  diese  Epoche: 

oc'-a  =  -  [15".8234  +  6".  8666  tang  S  sin  a]  sin  .W 

-  9''.2285  tang  6  cos  a  cos  Q 

+  [0".1903  +   0".0822  tang  ö  sin  aj  sin  2  Q 
+  0".0896  tang  6  cos  a  cos  2  Q 

-  [O".  1872  +  0".0818  tang  6  sin  a]  sin  2  ([ 

-  O".  0886  tang  ö  cos  a  cos  2  C 

+  [O".  0621   +  O"  0270  tang  8  sin  a]  sin  (([-ll') 
+  O".  0001 54  tang  Ä*  cos  2  a  sin  2  Q 

-  0".000160  tang  6'  sin  2a  cos  2  f) 

-  [l".  1643  +  O''  6058  tang  ö  sin  a]  sin  2  0 

-  0".5508  tang  6  cos  a  cos  2  0 

+  [0^  1172  +  0".0508  tang  6  sin  a\  sin  (0-11) 

-  [0".0195  +  0".0085  tang  S  sin  a]  sin  (0+11) 

-  O".  0093  tang  S  cos  a  cos  (0  +  n) 

und : 

ö'-6  =  -  6". 8666  cos  a  sin     Q  +  9". 2235  sin  a  cos  Q 

+  O".  0822  cos  a  sin  2  O  —  O".  0896  sin  a  cos  2  Q 

-  0".0813  cos  a  sin  2  C  +  0".0886  sin  a  cos  2  ^ 
+  0".0270  cos  a  sin  (/Z-lf) 

-  O".  000077  tang  S  sin  2  a  sin  2  f) 

+  fO".  000023  +  O". 000080  cos  2a]  tang  6  cos  2  Q 

-  0".5053  cos  a  sin  2  0  +  0".5508  sin  a  cos  2  0 
+  0".0508  cos  a  sin  (0-11) 

-  0".0085  cos  a  sin  (0  +  II) 
+  0".0093  sin  a  cos  (0  +  II) 

Nach  diesen  Formeln  sind  die  in  Nr.  9  des  dritten  Ab- 
schnitts erwähnten  Tafeln  von  Nicolai  in  den  WarnstorfTschen 
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Hiilfatafeln  berechnet.  £benso  wird  die  Petersche  Constante 
der  Nutation  bei  der  Berechnung  des  Nautical  Ahnanac  be- 
nutzt. Den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuchs  liegt  dagegen 
die  Lindenausche,  in  den  Tabulis  Regiomontanis  angewandte 
Constante  der  Nutation  zum  Grunde. 


VI.     Bestimmung  der  Säcularänderung  der  Schiefe  der 
Ecliptic,  der  Constante  der  Präcession  and  der  eigenen 

Bewegungen  der  Sterne. 

9«  Die  Bestimmung  der  Constante  der  Aberration  und 
Nutation  setzt  die  Kcnntnifs  des  Werthes  der  Präccssions- 
constanten  voraus,  um  die  verschiedenen  Beobachtungen  der 
SternÖrter  aul*  eine  bestimmte  Epoche  reduciren  zu  können. 
Da  aber  ebenso  die  Bestimmung  der  Wcrthe  der  Präcessions- 
Constanten  die  Kenntnifs  der  Werthe  der  beiden  andern  Con- 
stanten erfordert,  so  sieht  man,  dafs  man  die  wahren  Werthe 
der  drei  Constanten  nur  durch  allmählige  Näherungen  er- 
halten wird. 

Die  der  Zeit  proportionalen  Glieder  der  Säcularändenm- 
gen  der  Stemorter  enthielten  drei  Constanten,  nämlich  die 
jährliche  Aenderung  der  Schiefe  der  Ecliptic,  die  Präcession 
durch  die  Planeten  und  die  jährliche  Lunisolarpräcession. 
Die  jährliche  Aenderung  der  Schiefe  der  Ecliptic  ist  in  Nr.  5 
des  dritten  Abschnitts  zu: 

-  0".48368  -  0".0000054459  (^-1750) 

angegeben  und  dieser  Werth  war  von  Bessel  dadurch  erhal- 
ten, dafs  er  in  den  durch  die  Theorie  gegebenen  Ausdruck 
die  numerischen  Werthe  der  Massen  der  Planeten  und  der- 
jenigen Gröfsen,  welche  die  gegenwärtige  Lage  ihrer  Bahnen 
bestimmen,  substituirte.  Durch  Anwendung  der  neuesten 
Werthe  der  Planetenmassen  fand  Peters  indessen  einen  etwas 
kleineren  Werth  fiir  die  jährliche  Abnahme  der  Schiefe,  näm- 
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lieh  (y'.4738,  ein  Werth  der  beäser  mit  dem  aus  den  Beobach« 
tungen  der  mitderen  Schiefe  der  Ecliptic  (s.  Nr.  3  des  drit- 
ten Abschnitts)  hergeleiteten  Werthe  übereinstimmt.  Bessel 
fand  nämlich  durch  Vergleichung  der  Bradleyschen  Beobach- 
tungen mit  seinen  eignen  fiir  die  jährliche  Abnahme  der 
Schiefe  den  Werth: 

-  0".457 

lind  mit  diesem  Werthe  sind  die  mitderen  Schiefen  ftir  die 
einzelnen  Jahre  in  den  Tabulis  Begioniontanis  berechnet. 

Die  Constante  der  Präcession  durch  die  Planeten  ist 
ebenfalls  aus  der  Theorie  der  säcularen  Störungen  der  Pla- 
neten entnommen.  Vergleicht  man  nun  die  Rectascensionen 
und  Declinationen  eines  und  desselben  Sterns  zu  verschiede- 
nen Epochen,  so  erhält  man  durch  die  Division  der  unter- 
schiede mit  der  Zwischenzeit  die  Werthe  der  in  Nr.  6  des 
dritten  Abschnitts  mit  m  und  n  bezeichneten  Gröfsen  fiir  die 
in  der  Mitte  zwischen  beiden  Epochen  liegende  Zeit  und  da: 

dl        da 

m  =  cos  Co  -— — 

°   dt         dt 

dl 
n  =  sin  .,    - 

WO  -r-  die  jährliche  Präcession    durch  die  Planeten  und  -r- 

dt  ^  dt 

die  jährliche  Lunisolarpräcession  bezeichnet ,  so   findet    man 

also,  weil  der  Werth  — -  aus  der  Theorie  bekannt  ist,  sowohl 

'  dt  ^ 

aus  den  Rectascensionen  als  auch  aus  den  Declinationen  ei- 
nen Werth  der  Constante  der  Lunisolarpräcession.  Da  nun 
aber  die  Ortsveränderung  der  Sterne  nicht  allein  von  der 
Präcession  sondern  auch  von  der  eignen  Bewegung  dersel- 
ben herrührt,  so  Vrerden  diese  beiden  Werdie  in  der  Kegel 
verschieden  sein,  selbst  wenn  die  Beobachtungen  zu  beiden 
Epochen  vollkommen  genau  waren.  Ebenso  wird  man  auch 
aus  verschiedenen  Sternen  immer  andere  Werthe  der  Grölsen  m 
und  n  erhalten  und  da  die  eignen  Bewegungen  der  Sterne 
ebenso  wie  die  durch  die  Lunisolarpräcession  hervorgebrach- 
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ten  Aenderungen  der  Zeit  proportional  sind^  so  wird  man 
beide  nicht  von  einander  trennen  können.  £8  bleibt  daher 
nichts  weiter  übrig ,  als  das  Mittel  ans  den  Bestimmungen 
der  Präcessionsconstante  durch  sehr  viele  Sterne  zu  nehmen 
und  dabei  vorauszusetzen ,  dafs  der  Einflufs  der  eignen  Be- 
wegungen der  Sterne  in  diesem  Mittelwerthe  aufgehoben  ist« 
Nachdem  man  dann  so  einen  vorläufigen  Werth  f lir  die  Prä« 
cessionsconstante  erhalten  hat,  kann  man  dadurch  diejenigen 
Sterne  ausfindig  machen,  welche  eine  starke  eigne  Bewegung 
haben  und  diese  dann  bei  der  definitiven  Bestimmung  der 
Präcessionsconstante  von  der  Untersuchung  ausschliefsen. 
Auf  diese  Weise  berechnete  Bessel  in  den  Fundamentis  astro- 
nomiae  den  Werth  dieser  Constante  aus  einer  Anzahl  von 
2300  Sternen,  deren  Oerter  von  Bradley  fiir  das  Jahr  1755 
und  von  Piazzi  fiir  das  Jahr  1800  bestimmt  waren  und  fand 
dafür  fiir  das  Jahr  1750  50^.340499,  einen  Werth,  den  er 
später  in  50^'. 37572  umänderte,  nachdem  er  durch  seine 
eignen  Beobachtungen  gefunden  hatte,  dafs  Piazzi's  Recta- 
scensionen  eine  positive  Correction  erforderten,  dafs  also  die 
frühere  Bestimmung  der  Constante  zu  klein  war.  Bei  diesen 
Untersuchungen  wurden  alle  diejenigen  Sterne,  welche  eine 
stärkere  jährliche  eigne  Bewegung  als  O^'.S  im  Bogen  zeig- 
ten, ausgeschlossen. 

Den  Unterschied  der  beobachteten  Oerter  der  Sterne  zu 
verschiedenen  Epochen  mit  dem  Betrage  der  Präcession  in 
der  Zwischenzeit,  welcher  mit  der  so  bestimmten  Constante 
berechnet  ist,  sieht  man  dann  als  die  eigne  Bewegung  der 
Sterne  in  der  Zwischenzeit  an.  Hallej  war  der  erste,  wel- 
cher im  Jahre  1713  eine  solche  eigne  Bewegung  bei  den 
Sternen,  Sirius,  Aldebaran  und  Arcturus*)  entdeckte.  Seitdem 
hat  man  aber  bei  sehr  vielen  Sternen  mit  Sicherheit  eigne 
Bewegungen  erkannt  und  man  mufs  annehmen,  data  solche 
allen  Sternen  zukommen,    wenn  dieselbe  auch   bei  den  mei- 


*)  Der  letztere  Stern  hat  eine  eigene  Bewegung  von  l"  in  Decli- 
nation  und  ist  daher  mit  den  Zeiten  des  Hipparch  schon  über  einen 
(rrad  am  Himmel  fortgerückt. 
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sten  noch  nicht  nachgewiesen  werden  können,  da  sie  sehr  klein 
sind  und  noch  innerhalb  der  Grenzen  der  Beobachtungsfeh- 
ler liegen.  Die  gröfsten  eignen  Bewegungen  kommen  vor 
bei  dem  Stern  61  Cygni,  dessen  jährliche  Aenderung  in 
ßoctascension  und  Declination  5'M  und  3''. 2  beträgt,  dann 
bei  a  Centauri,  dessen  jährliche  Bewegungen  nach  der  Sich- 
tung der  beiden  Coordinaten  7".0  und  (/'.S  sind,  endlich  bei 
1830  Groombridge,  der  sich  5".  2  in  Rectascension  und  5".  7 
in  Declination  bewegt. 

Der  ältere  Hcrschel  fand  zuerst  in  diesen  Bewegungen 
der  Sterne  ein  Gesetz  auf,  indem  er  durch  die  Vergleichung 
von  vielen  derselben  die  Bemerkung  machte,  dafs  die  Sterne 
im  Allgemeinen  sich  von  einem  Puncte  des  Himmels  in  der 
Gegend  von  A.  Herculis  entfernen.  Er  gründete  darauf  die 
Vermuthung,  dafs  die  eigne  Bewegung  der  Sterne  zum  Theil 
nur  scheinbar  sei  und  durch  die  Bewegung  unseres  Sonnen- 
systems nach  diesem  Puncte  des  Himmels  zu  hervorgebracht 
würde,  eine  Ansicht,  welche  die  späteren  Untersuchungen 
über  diesen  Gegenstand  vollkommen  bestätigt  haben.  Die 
jährliche  eigne  Bewegung  der  Fixsterne  wird  daher  zusam- 
mengesetzt sein  erstens  aus  der  jährlichen  eigenthümlichen 
Bewegung  der  einzelnen,  vermöge  welcher  sich  dieselben 
nach  einem  uns  unbekannten  Gesetze  wirklich  im  Räume 
fortbewegen  und  aus  der  scheinbaren  Bewegung,  welche  von 
der  Bewegung  unserer  Sonne  herrührt.  Da  der  erstere  Theil 
dieser  Bewegung  kein  bestimmtes  Gesetz  befolgt,  so  werden 
vermöge  derselben  Sterne,  welche  in  derselben  Gegend  des 
Himmels  stehen,  ihren  Ort  nach  den  verschiedensten  Bich- 
tungen  verändern.  Die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegun- 
gen der  Sterne  wird  dagegen  durch  die  Lage  jedes  Sterns 
gegen  den  Punct  des  Himmels,  nach  welchem  hin  sich  die 
Sonne  bewegt,  vollständig  bedingt.  Nimmt  man  nun  für  die- 
sen Punct  einen  bestimmten  Punct  an,  dessen  Rectascension 
und  Declination  A  und  D  ist,  so  kann  man  fiir  jeden  einzel- 
nen Stern  diejenige  Richtung  berechnen,  nach  welcher  sich 
derselbe  scheinbar  vermöge  der  Fortrückung  der  Sonne  be- 
wegen müfste.    Vergleicht  man  dann  diese  Richtung  mit  der 
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wirklich  beobachteten  Richtung,  so  kann  man  flir  einen  jeden 
Stern  die  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Unterschieden 
der  berechneten  und  der  beobachteten  Richtung  und  den 
Äenderungen  der  Rcctascension  und  Declination  A  und  D 
aufstellen  und  da  derjenige  Theil  dieser  Unterschiede,  wel- 
cher von  den  eigenthümlichen  Bewegungen  der  Sterne  her- 
rührt, kein  bestimmtes  Gesetz  befolgt,  also  sich  mit  den  zufäl- 
ligen Beobachtungsfehlem  vereinigt,  so  wird  man  aus  einer 
sehr  grofsen  Anzahl  solcher  Bedingungsgleichungen  durch 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Correctionen  dA  und  dT)  bestimmen  können. 

Es  ist  klar,  dafs  die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegung 
eines  Sterns  mit  dem  gröfsten  Kreise  zusammenfällt,  welcher 
den  Ort  des  Sterns  mit  dem  Puncte  des  Himmels  verbindet, 
auf  welchen  zu  sich  die  Sonne  bewegt,  weil  dieser  Punct, 
wenn  man  die  Bewegung  der  Sonne  als  geradlienig  voraus- 
setzt, in  der  durch  den  Ort  des  Sterns  und  durch  zwei  Oer- 
ter  der  Sonne  im  Räume  gelegten  Ebene  liegt.  Ist  a  die 
als  geradlienig  betrachtete  Veränderung  des  Orts  der  Sonne 
während  der  Zeit  ^,  dividirt  durch  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Sonne,  so  hat  man^  wenn  a  und  6  die  Rcctascension 
und  Declination  des  Sterns  zu  Anfang  der  Zeit  t,  a  und  6' 
dieselben  Grröfsen  zu  Ende  der  Zeit  i  bezeichnen  und  ^  das 
Yerhältnifs  der  Entfernungen  des  Sterns  von  der  Sonne  zu 
beiden  Zeiten  ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

g  cos  S  cos  a'  =  cos  6  cos  ol  ~  u  cos  A  cos  D 
^  cos  S  sin  a'  =  cos  6  sin  a  —  a  sin  A  cos  D 
Q  sin  ö'  =  sin  Ä  —  a  sin  T> 

aus  denen  man  leicht  erhält: 

cos  ^  —  cos  6  —  a  cos  D  cos  {(x~A) 
also : 


cos  S  (a'— a)  =  a  cos  />  sin  {cl  —  Ä) 

&^d    =  —  a  fcos  d  sin  ^  —  sin  ö  cos  D  cos  (a  — .4)| 

27 


(A) 
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Man  hat  aber  auch  in  dem  sphärischen  DreicHske  zi^i- 
sehen  dem  Pole  dos  Acquators,  dem  Sterne  und  dorn  Puncte, 
dessen  Rectascension  und  Declination  A  und  D  ist>  wenn 
man  die  Entfernung  des  Sterns  von  diesem  Puncte  mit  A 
und  den  Winkel  am  Sterne  mit  P  bezeichnet: 

sin  A  sin  P  =  cos  D  sin  {(t—Ä)  . 

sin  A  cos  P  =  sin  Z>  cos  Ä  —  cos  D  sin  b  cos  (a  —  .1) 

und  da  nun  auch,  wenn  p  den  Winkel  bezeichnet,  welchen 
die  Richtung  der  Bewegung  des  Sterns  mit  seinem  DecH- 
nationskreise  macht: 

cos  S  (a  —  a) 
Ung,,  =  ^-^-~ 

ist,  so  sieht  man,  dafs  j>  =  180—  P  ist,  oder  dafs  sich  der 
Stern  in  der  Richtung  des  gröfsten  Kreises,  welcher  den  Ort 
desselben  mit  dem  Puncto,  dessen  Rectascension  und  Decli- 
nation A  und  Dy  verbindet,  von  dem  letzteren  entfernt.  Durch 
die  dritte  der  DifFerentialformeln  (11)  in  Nr.  9  der  Einleitung 
erhält  man  aber: 

cos  S  sin  (üL  —  Ä) 

dp  -  -  .— — :— ^ ^  dD 

sm  A 


+  -; — 7^  fsin  6  Qon  D  —  C08  6  sin  D  cos  (u  — Ä)\  dA 

Bin  A  t 


also: 


,  cos  6  sin  (a— /l)    ,  ,         * 

dp  =  +   r— r« '  dD 

sm  A 

cos  L) 

: — -Ä  [sin  S  cos  JJ  —  cos  6  sin  D  cos  (a  —  ^)1  d  A 

Bin  A*  "^  ^  ^ 

Ist  also  p  der  beobachtete  Winkel,  welchen  die  Rich- 
tung der  eignen  Bewegung  mit  dem  Declinationskreise  macht, 
von  dem  nördlichen  Theile  desselben  durch  Osten  herum  ge<r 
zählt,  sodafs  also: 

cos  S  (a'-^a) 
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und  p  der  mit  den  genäherten  Werthen  A  und  D  nach  den 
Formeln  (Yi)  berechnete  Werth  von  180  —  P,  so  erhält  man 
für  jeden  Stern  die  Bedingungsgleichung: 

,         cos  ö  sin  (a  -  J)    .  , 
wn  A" 

•: — —=*  [sin  o  CO»  1)  —  cos  ö  sin  I)  cos  («--yi)|  </yl 


sm  A 


oder: 


/         /N    •     *         COS  Ä  sin  (a  —  .1)    .  , 

sm  A 

COS  /^ 

; — -  [sin  6  COS  />  —  cos  6  sin  />  cos  (a  —  .1)1  dy! 

sin  A  ^  ^^ 

und  kann  dann  aus  vielen  Sternen  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  d  T) 
und  dA  finden. 

Auf  diese  Weise  bestimmte  Argelandcr  die  Richtung 
der  Bewegung  des  Sonnensystems*).  Hessel  hatte  nämlich 
in  seinen  Fundamentis  astronomiae  die  eigne  Bewegung  einer 
grofsen  Menge  von  Sternen  aus  der  Vergleichung  von  Brad- 
ley's  und  Piazzi's  Beobachtungen  hergeleitet.  Argelandcr 
wählte  nun  alle  diejenigen  Sterne  aus,  welche  in  den  45  Jah- 
ren von  1755  bis  1800  eine  gröfsere  Bewegung  als  5"  zeig- 
ten, beobachtete  diese  von  neuem  an  dem  Meridiankreise  der 
Sternwarte  in  Abo  und  bestimmte  die  eignen  Bewegungen 
durch  die  Vergleichung  seiner  eignen  Beobachtungen  mit 
den  Bradleyschen  genauer.**)  Ziu*  Berechnung  der  Richtung 
des  Sonnensystems  wurden  dann  390  Sterne  verwandt,  deren 
jährliche  eigne  Bewegung  O'M  im  Bogen  des  gröfsten  Krei- 
ses überstieg.  Diese  wurden  nach  der  Gröfse  der  eigenen 
Bewegung  in  drei  Klassen  getheilt  und  aus  jeder  Klasse  ein- 


*)  s.  Astron.  Nachrichten  Nr.  363. 

**)  Argelander,  DLX   stellarum   fixarum  positiones  mediae  ineunte 
anno   1830.     Ilolsingforaiae  1835. 

27* 
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zeln  die  an  die  angenommenen  Werthe  von  A  und  D  anzu- 
bringenden Correctionen  bestimmt.  Aus  den  drei  nahe  über- 
einstimmenden Resultaten  ergaben  sich  dann  mit  Rücksicht 
auf  die  Sicherheit  der  einzelnen  im  Mittel  die  folgenden,  auf 
den  Aequator  und  das  Aequinoctium  für  1800  bezogenen 
Werthe  von  A  und  D: 

A  =  259®5l'.8  und  Z>  =  +   32^29'.  1 

W'erthe,  welche  sehr  nahe  mit  den  von  Herschel  ange- 
nommenen übereinstimmen.  Lundahl  bestimmte  die  Lage 
dieses  Punctes  noch  aus  147  Sternen,  welche  der  Aboer 
Catalog  nicht  enthielt,  indem  er  die  Bradleyschen  Positionen 
mit  Pond's  Catalog  von  1112  Sternen  verglich  und  fand: 

A  =   252"  24'. 4   und  Z>  =   +    14°  26'.  1 

Im  Mittel  aus  beiden  Bestimmungen  erhält  Argelander 
mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  einzelnen: 

A  =  2570  49'.  7  und  />  =  +   28'>  49'.  7 

Ganz  ähnliche  Arbeiten  wurden  von  O.  von  Stnive  und 
in  neuester  Zeit  von  Galloway  unternommen.  Der  erstere 
verglich  zu  dem  Ende  400  in  Dorpat  beobachtete  Sterne  mit 
den  Bradleyschen  Positionen  und  fand: 

A  =  2610  23'  und  Z)  =  +  37«  36' 

Galloway  bestimmte  dagegen  die  Richtung  der  Bewegung 
des  Sonnensystems  aus  den  eignen  Bewegungen  der  südlichen 
Sterne  und  erhielt,  indem  er  die  Positionen,  welche  Johnson 
auf  St.  Helena  und  Henderson  am  Cap  der  guten  Hoilhung 
beobachtet  hatten,  mit  dem  Sterncataloge  von  Lacaille  ver- 
glich, fiir  A  und  Z>  die  Werthe: 

A  =  2600  l'  und  D  =  +   340  23' 

Nach  der  nahen  Uebereinstimmung  aller  dieser  Werthe 
zu  urtheilen,  wird  somit  der  Punct,  auf  welchen  zu  sich  un- 
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ser  Sonnensystem  im  Räume  bewegt,  mit  ziemlicher  Genauig- 
keit bestimmt  sein. 

10.  Da  die  eignen  Bewegungen  der  Sterne,  welche 
durch  die  Bewegung  unserer  Sonne  hervorgebracht  werden, 
ein  bestimmtes  Gesetz  befolgen,  so  dürfen  dieselben  eigentlich 
nicht  mehr  mit  den  zufalligen  Beobachtungsfehlern  zusammen- 
geworfen werden,  wie  dies  für  die  eigenthümlichen  Bewegun- 
gen der  Sterne  erlaubt  ist.  Wenn  man  daher  die  Beobach- 
tungen vieler  Sterne  zu  verschiedenen  Epochen  zur  Bestim- 
mung der  Präcessionsconstante  mit  einander  vergleicht  und 
das  Mittel  aus  allen  diesen  Bestimmungen  nimmt,  so  kann 
man  wohl  annehmen,  dafs  die  eigenthümlichen  Bewegungen 
in  diesem  Mittel  einander  autheben,  für  die  scheinbaren  eig- 
nen Bewegungen  ist  diese  Voraussetzung  indcs:<(.'n  nicht  statt- 
haft. Die  von  Bessel  auf  die  angegebene  Weise  bestimmte 
Präcessionsconstante  enthält  daher  noch  einen  Theil  der  Bon- 
nenbewegung  und  namentlich  ist  dies  der  Fall  mit  dem  aus 
den  Declinationen  gefiindenen  Werth  der  Constante  n,  da 
fiir  diejenigen  Sterne,  welche  Bessel  zur  Bestimmung  der 
Präcession  benutzt  hat,  die  Aenderung  der  Declinatiön  durch 
die  Bewegung  der  Sonne  gröfstentheb  in  demselben  Sinne 
geschieht. 

O.  v.  Struve  hat  nun  versucht,  die  Präcessionscuustante 
mit  Rücksicht  auf  die  eigne  Bewegung  des  Sonuensysteina 
zu  bestimmen.  400  der  von  Struve  und  Preufs  in  Dorpat 
beobachten  Fixsterne  fanden  sich  auch  in  dem  aus  Bradlcy's 
Beobachtungen  hergeleiteten  Catalog  der  Fundamenta.  Struve 
rcducirte  nun  zuerst  alle  Sternörter  aus  den  Fundamentis 
mittelst  Bessels  Präcessionsconstante  auf  die  Epoche  der  Be- 
obachtung in  Dorpat  und  leitete  aus  der  Verglcichung  mit 
wirklich  daselbst  beobachteten  Oertcrn  die  eigne  Bewegung 
der  Sterne  her.  Dadurch  erhielt  er  8(X)  Bedingungsgleichun- 
gen und  da  jede  einzelne  Bewegung  eine  Function  der  Cor- 
rection  der  Präcessionsconstante  und  der  Grofsc  der  Bewe- 
gung der  Sonne  war,  so  konnten  beide  aus  diesen  Bedin- 
gungsgleichungen  bestimmt  werden  und  die  dann  übrig  blei- 
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benden  Eehler  rührten  theils  von  der  eigenthüinlicben  Be- 
wegung  der  Sterne,  theils  von  Bcobachtungsfehlern  her.  Die 
Sichtung  der  Aenderung  der  Stemörter,  welche  durch  die 
Bewegung  der  Sonne  hervorgebracht  wird,  ist  nach  dem  vo- 
rigen fiir  jeden  Stern  gegeben.  Da  aber  die  Gröfse  dieser 
Aenderung  fiir  die  einzelnen  Sterne  nicht  dieselbe  sein  kann, 
sondern  sich  umgekehrt  wie  die  Entfernung  derselben  von 
der    Sonne    verhält,     so    mufste     die     gesuchte    Bewegung 

in  den  Bedingungsgleichungen  noch  mit  dem  Factor  --  mul- 

tiplicirt  werden,  wo  A  die  Entfernung  der  einzelnen  Sterne 
von  der  Sonne  bezeichnet.  Struve  nahm  nun  die  mittlere 
Entfernung  der  Sterne  erster  Gröfse  als  Einheit  an,  suchte 
also  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Sonne,  gesehen  von  einem 
Puncte  in  der  Entfernung  eins,  welcher  senkrecht  gegen  die 
Richtung  dieser  Bewegung  liegt.  Für  die  Entfernung  der 
übrigen  Sterne  machte  er  dann  eine  Hypothese,  welche  sich 
auf  die  Anzahl  der  Sterne  in  den  verschiedenen  Gröfsen- 
klassen  gründet  und  wonach  die  mittlere  Entfernung  der 
Sterne  zweiter  Gröfse  zu  1.71  angenommen  wurde  und  so 
fort  bis  zu  den  Sternen  7ter  Grröfse,  deren  mittlere  Entfer- 
nung gleich  11.34  angenommen  wurde.  Indem  nun  Struve 
zuerst  die  Bewegung  der  Sonne  aufser  Acht  liefs,  fand  er 
fiir  die  Aenderung  der  Präcessionsconstante  aus  den  Becta- 
scensionen  und  Declinationen  zwei  einander  widersprechende 
Werthe,  indem  der  eine  positiv,  der  andre  negativ  war.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Bewegung  der  Sonne  gaben  aber  die  Rect- 
ascensioncn  -f  1".  16  und  die  Declinationen  +  0".  66.  Da- 
raus bestimmte  Struve  mit  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  dieser 
beiden  Zahlen  den  Werth  der  Constante  der  aUgemeinen 
Präcession  für  1790  zu  50".  23449.  Femer  fand  er  die  jähr- 
liche Winkelgeschwindigkeit  der  Sonne,  gesehen  von  einem 
Puncto,  welcher  sich  in  der  mittleren  Entfernung  der  Sterne 
erster  Gröfse  befindet,  aus  den  Rectascensionen  gleich  0".321 
und  aus  den  Declinationen  gleich  0'.357. 

Bei  dieser  Bestimmung  der  Präcessionsconstante  und  der 
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SonnenbeweguDg  und  deren  anscheinender  Sicherheit  darf 
man  aber  nicht  aufser  Acht  lassen ,  dafs  dieselbe  auf  einer 
Hypothese  beruht,  nämlich  auf  dem  vorausgesetzten  Verhält- 
nifse  der  mittleren  Entfernungen  der  Sterne  in  den  verschie- 
denen Gröfsenklassen.  Auch  ist  es  wohl  nicht  ganz  zu  billi- 
gen, dafs  zur  Bestimmung  der  Constanten  eine  so  geringe 
Anzahl  von  Sternen ,  die  überdies  meist  Doppelsterne  sind, 
gewählt  ist. 

Zweckmäfsiger  ist  es  vielleicht,  den  folgenden  Weg  ein- 
zuschlagen. Ist  (X  und  6  die  beobachtete  Kectascension  und 
Declination  eines  Sterns  zur  Zeit  ^,  sind  ferner  u'  und  6'  die 
beobachteten  Werthe  derselben  Grofsen  zu  einer  andern  Zeit 
l!  y  so  hat  man  die  Gleichungen: 

cjt'  =  a  +  (/'— 0  m^   +  (f'-O  ^  tang  Ö^  sin  u^  +  (<'-/)  d  m^ 

cos  J.) 
+  (/-O  tang  *o  sin  «o  ^%  +  (^""O  «  •  —-^  sin  (a^-A^) 

und: 

Ö'   =   6  +   (tf-^t)  %  cos  OLq    +   (^-0  *^®s  «0  ^% 

—  (/f'-t)a  [sin  Z>„  cos  6^  —  cos  Z)^  sin  Öq  cosCo^,— /I^,)J 

wo  a^,   6^,,  rrioj   %9  A  "°^  ^»  ^^^  Werthe  von  a,  6,  m,  n, 
yl  und  i>  für  die  Zeit  bezeichnen    und    a   die  jährliche 

Sonnenbewegung  aus  der  Entfernung  des  Sterns  gesehen  ist. 
Setzt  man  nun: 


u  +  (/  — 0  m^   +  (^  —  0  %  tang  ö^  Bin  u^-- ul    _ 
6  +  (/—t)  n„  cos  «„  —  S 


=  /• 


—    V 


t'-t 

cos  Öq  =  g  cos  G' 

sin  Öq  cos  (f/^,  — /I„)  =  g  sin  6' 

SO  erhält  man  für  jeden  Stern  die  Bedingungsgleichungen: 

0  =  jit  +  rfm„  +  dn^  tang  %  smaj,  +  « —,  p    «>n  \ix^—'\) 
0    -  r  +  r/ijy  cos  a^   -^  ag  sin  (J'  —  f>o) 
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oder  wenn  man  auch  noch  die  Aenderungen  der  Gröfsen  ^„ 
und  Z>„  einfuhrt,  indem  man  die  wahren  Werthe  derselben 
mit  Ao  +  ilA  und  Do  +  dD  bezeichnet:  *) 

0  =  ^i  +  ditiQ  +  driQ  taiig  O^  sin  a^ ^  cos  (Oj^  — -<'io)  «  •  äA 

cos  o« 

+  [co8  iD«  -  8in  2)o  dD]  — -^^-^ — ^  .  a 

cos  Oo 

0  =  u  +  f/noC03C<o  —g  006(0— DQ)adD  +  cosZ),,  8in<5o  8in(a^—AQ)adA 

+  a^  sin  (G—D^) 

Dies  sind  die  vollständigen  Bedingungsgleichungen^  wel- 
che die  Yergleichung  zweier,  zu  verschiedenen  Zeiten  beob- 
achteten Bectascensionen  und  Declinationen  desselben  Sterns 
giebt.  Hätte  man  nun  eine  grofse  Anzahl  von  Sternen ,  de- 
ren Entfernung  von  der  Sonne  gleich  wäre,  so  wurde  man 
aus  den  Kectascensionen  durch  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  die  Gröfsen  dnioj  dno,  adA  und: 

a  [cos  Dq  —  sin  D^  dD] 

und  ebenso  aus  den  Declinationen  die  Werthe  drio»  adAj 
adD  und  a  erhalten.  Man  würde  also  dadurch  die  Gröfsen 
a^  dAy  dD  und  die  Aenderungen  der  Präcessionsconstanten 
droQ  und  dno  finden  können  und  die  so  gefundenen  Werthe 
dieser  letzteren  Gröfsen  würden  von  dem  Einflüsse  der  schein- 
baren eignen  Bewegungen  der  Sterne  gänzlich  unabhängig 
sein.  Da  nun  aber  die  Entfernungen  der  Sterne  ganz  unbe- 
kannt sind,  so  kann  das  a,  welches  in  den  Gleichungen  fiir 
verscliiedene  Sterne  vorkommt,  nicht  mehr  als  dasselbe  ange- 
sehen werden,  sondern  ist  in  jeder  Gleichung  ein  anderes. 
Betrachtet  man  aber  dennoch  dies  a  in  einer  sehr  gröfsen 
Anzahl  von  Gleichungen  als  gleich  und  löst  dieselben  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf,  so  wird  der  dadurch 
gefundene  Werth  von  a  zwischen  dem  gröfsten  und  kleinsten 
der  verschiedenen,  in  den  einzelnen  Gleichungen  vorkommen- 


*)  a,dA    und    a.dD   können   als    Glieder  von    derselben   Orduang 
wie  a  angesehen  werden. 
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den  Werthe  von  a  liegen.  Dann  werden  aber  die  gefunde- 
nen Aenderungen  von  m^  und  Uq  nicht  mehr  unabhängig  sein 
von  dem  Einflüsse  der  scheinbaren  Bewegung,  sondern  nur 
von  einem  Theile,  welcher  indessen  desto  gröfser  sein  wird, 
je  mehr  sich  die  Verhältnisse  der  Entfernungen  der  verschie- 
denen zusammengenommenen  Sterne  der  Einheit  nähern.*) 


*)  Die  von  Struvc  gefundenen  Werthe  sind  übrigens  auch  nur  von 
einem  Theile  der  scheinbaren  Bewegung  unabhängig,  der  desto  grÖfser 
ist,  je  näher  die  Entfernungen  der  Sterne  einer  Gröfsenklasse  einander 
gleich  und  je  mehr  sich  die  zwischen  den  Entfernungen  der  einzelnen 
Gröfsenklassen  angenommenen  Verhältnisse  der  Wahrheit  nähern. 


SECHSTER  ABSCHNITT. 

Theorie  der  astronomischen  Instramente. 

Ein  jedes  Instrument,  mit  welchem  man  die  vollständige 
Bestimmung  der  Lage  eines  Gestirns  gegen  eine  Grundebene 
machen  kann,  stellt  ein  auf  diese  Grundebene  bezogenes  recht- 
winkliges Coordinatensystera  dar.  Es  besteht  nämlich  ein 
solches  Instrument  im  Wesentlichen  aus  zwei  Kreisen,  von 
denen  der  eine  die  Ebene  der  xy  des  Coordinatensystems 
vorstellt,  während  ein  darauf  senkrechter,  das  Femrohr  tra- 
SCender  Kreis  sich  um  eine  auf  der  ersteren  Ebene  senkrechte 
Axe  des  Instruments  drehen  läfst  und  also  alle  gröfsten 
Kreise,  welche  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehen,  vor- 
stellen kann.  Wäre  ein  solches  Instrument  vollkommen  rich- 
tig, so  würde  man  an  den  Kreisen  unmittelbar  die  sphärischen 
Coordinaten  desjenigen  Punctes,  nach  welchem  das  Femrohr 
hingerichtet  ist,  ablesen  können.  Bei  jedem  Instrumente  mufs 
man  aber  Fehler  voraussetzen,  welche  theils  von  der  Aufstel- 
lung, theils  von  der  nicht  ganz  mathematisch  richtigen  Aus- 
fuhrung desselben  herrühren  und  welche  bewirken,  dafs  die 
Kreise  des  Instruments  nicht  mit  den  Coordinatenebenen, 
welche  sie  repräsentiren,  zusammenfallen,  sondern  einen  klei- 
nen Winkel  mit  denselben  bilden.  Es  ist  nun  die  Aufgabe, 
aus  den  an  diesen  Kreisen  beobachteten  Coordinaten  die  auf 
das  rechtwinklige  Axensystem  bezogenen  herzuleiten  und  zu- 
gleich die  Abweichungen  der  Kreise  des  Instnunents  von  den 
wahren  Coordinatenebenen  zu  bestimmen. 

Aufser  dicv^en  vollständigen  Instrumenten  giebt  es  nun 
noch  andre,    mit  welchen  man  theils  nur  eine  einzelne  Coor- 
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dinate,  theils  den  relativen  Ort  zweier  Sterne  gegen  einander 
beobachten  kann.  Für  die^e  Instrumente  inufs  man  ebenso 
die  Methoden  kennen  lernen,  durch  welche  man  aus  den  an 
demselben  gemachten  Ablesungen  die  wahren  Werthe  der 
beobachteten  Gröfscn  erhalten  kann. 


I.    Einige    alle  Instrumente  allgemein  betreffende  Ge- 
genstände. 

1.  Gebrauch  des  Niveau's  bei  Beobachtungen. 
Das  Niveau  dient  dazu,  die  Neigung  einer  Linie  gegen  den 
Horizont  zu  finden.  £8  besteht  aus  einer  geschlossenen  Glas- 
röhre, welche  fast  ganz  mit  einer  Flüssigkeit  angefüllt  ist, 
sodafs  nur  ein  kleiner,  mit  Lufl  angefüllter  Kaum  übrig  bleibt. 
Da  nun  der  obere  Theil  der  Köhre  in  einem  Kreisbogen 
ausgeschliifen  ist,  so  stellt  sich  die  Luftblase  in  jeder  Lage 
der  Libelle  so,  dafs  sie  den  buchten  Punct  dieses  Bogens  ein- 
nimmt Der  höchste  Punct  ftir  die  horizontale  Lage  der 
Libelle  wird  durch  den  NuUpunct  bezeichnet  und  zu  beiden 
Seiten  desselben  sind  Theilstriche  angebracht,  welche  von 
ihm  aus  nach  jeder  Seite  hin  gezählt  werden.  Könnte  man 
nun  das  Niveau  direct  auf  eine  Linie  aufsetzen,  so  würde 
man,  um  diese  Linie  horizontal  zu  stellen,  die  Neigung  der- 
selben gegen  den  Horizont  nur  so  lange  zu  ändern  haben, 
bis  die  Mitte  der  Blase  den  höchsten  Punct  einnimmt,  also 
auf  dem  Nullpuncte  steht.  Da  dies  nun  aber  nicht  angeht, 
so  hat  das  Niveau  immer  zwei  Stützen,  mit  welchen  es  auf- 
gesetzt wird.  DiesQ  werden  aber  in  der  Kegel  nicht  gleich 
lang  sein.  Es  sei  nun  AB  Fig  12  das  Niveau,  AC  und 
BD  seien  die  beiden  Stützen,  deren  Länge  a  und  b  sein 
mag,  und  man  denke  sich  das  Niveau  auf  eine  Linie,  welche 
gegen  den  Horizont  um  den  Winkel  u  geneigt  ist,  aufgesetzt 
und  zwar  so,  dafs  AC  auf  der  niedrigeren,  BD  auf  der  hö- 
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hcrcn  Seite  steht.  Dann  wird  A  in  der  Höhe  a  -h  c  und  B 
in  der  Höhe: 

^->  +  c  +  Z  tang  a 

stehen,  wenn  h  die  Länge  des  Niveau's  ist.  Freilich  ist  dies 
nicht  ganz  richtig,  weil  die  Stützen  AB  und  CT)  nicht  senk- 
recht auf  der  horizontalen  Linie  stehen:  da  hier  aber  immer 
nur  kleine  Neigungen  von  wenigen  Minuten,  gewöhnlich  von 
wenigen  Secunden  angenommen  werden,  so  genügt  diese  Nä- 
herung vollkommen.  Nennt  man  nun  x  den  Winkel,  welchen 
die  Linie  AB  mit  dem  Horizonte  macht,  so  wird: 

b  ^  a  •¥  L  tang  a 
tangx   = ^— 

oder: 

X  =  a  +  — — 

Kehrt  man  nun  das  Niveau  um,  sodafs  B  auf  der  nie- 
drigeren Seite  steht,  nennt  a/  den  Winkel,  welchen  .1  B  jetzt 
mit  dem  Horizonte  macht,  so  wird: 

X   -=:  a 

Man  nehme  nun  noch  an,  dafs  der  NuUpunct  fehlerhalt 
auf  dem  Niveau  angegeben  sei  und  dafs  er  um  A  näher  an 
/^  als  an  ^  stehe;  dann  wird  man,  wenn  man  das  Niveau 
unmittelbar  auf  eine  horizontale  Linie  aufsetzt,  bei  A  ablesen 
/  -h  A,  wenn  2  /  die  Länge  der  Blase  ist,  dagegen  /— A  bei  B. 
Denkt  man  sich  dagegen  das  Niveau  auf  die  Linie  AB  auf- 
gesetzt, deren  Neigung  gegen  den  Horizont  x  ist,  so  wird 
man  auf  der  Seite  von  A  ablesen: 

wo  r  der  Halbmesser  des  Kreisbogens  AB  ist,  nach  welchem 
das  Niveau  ausgeschliffen  ist,  dagegen  auf  dem  höheren 
Ende  B\ 
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Kehrt  man  aber  das  Niveau  mit  seinen  Stützen  um,  so- 
dafs  B  auf  dem  niedrigeren  Ende  zu  stehen  kommt,  so  wird 
man  jetzt  ablesen: 

^'  =  /  +  A  +  rx' 

Substituirt  man  nun  fiir  x  und  x'  die  vorher  geftmdenen 
Werthe,  so  erhält  man  für  die  vier  verschiedenen  Ablesun- 
gen,  wenn  man  die  Ungleichheit  der  Stützen  in  Theilen  des 
Niveau's  u  nennt: 

i4  =  Z  —  ra  +  A  —  rt/ 

B  ^  l  •\-  ra  —  X  '\-  ru 

A'  =  /  +  ra  +  A.  —  m 

/?'  =  /  —  ruL  ^  X  •\-  ru 

Man  ersieht  hieraus,  dals  man  die  zwei  Gröfsen  X  und 
ru  nicht  von  einander  trennen  kann,  dafs  es  also  för  die  Ab- 
lesung ganz  einerlei  ist,  ob  der  NuUpunct  nicht  in  der  Mitte 
ist  oder  ob  die  Stützen  ungleich  lang  sind,  Dagegen  wird 
man  durch  die  Combination  dieser  Gleichungen  X—  ru  und 
u  finden  können. 

Ist  das  Ende  B  der  Blase  auf  einer  bestimmten  Seite 
der  Axe  eines  Instruments,  z.  B.  auf  derjenigen,  auf  welcher 
sich  der  Kreis  befindet  und  die  man  das  Kreisende  nennt, 
so  wird  man  nach  der  Umkehrung  des  Niveaus  A  anf  dieser 
Seite  ablesen.     Nun  ist: 

=    ^  A  +  rti  +  rot. 


2 


=  A,  —  m  +  roL 


also: 


,   (B-A       Ä--tl\ 

a   =     — > '-    206265 

r 

wenn  man  die  Neigung  gleich  in  Bogensecunden  haben  will. 

Die   GnSfse ist  dann  die  Länge  eines  Niveautheils  in 

Bogensecunden. 
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Will  man  also  die  Neigung  einer  Axe  eines  Instruments 
durch  das  Niveau  bestimmen,  so  setzt  man  dasselbe  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  auf  die  Äxe  und  liest  beide  Enden  der 
Blase  in  jeder  Lage  ab.  Dann  zieht  man  von  der  Ablesung 
auf  der  Seite  des  Kreisendes  die  an  der  andern  Seite  ge- 
machte Ablesung  ab  und  dividirt  das  arithmetische  Mittel  der 
in  beiden  Lagen  gefundenen  Werthe  mit  2,  dann  ist  dies  die 
Erhöhung  des  Kreisendes  der  Axe  in  Theilen  des  Niveau's 
ausgedrückt.  Multiplicirt  man  endlich  diese  Zahl  mit  dem 
Werthe  eines  Niveautheiles  in  Bogensecunden,  so  erhält  man 
die  Erhöhung  des  Kreisendes  in  Bogcnsecunden. 

Wenn  man  annehmen  könnte,  dafs  sich  die  Länge  der 
Blase  während  der  Beobachtung  nicht  ändert,  so  würde 
man  auch: 

a  ^  i 


oder: 

—  i  • 

r 

haben  d.  h.  die  Neigung  würde  gleich  der  Hälfte  der  Bewe- 
gung des  Niveaus  an  einem  bestimmten  Ende  sein.  Wäre 
endlich  das  Niveau  vollkommen  richtig,  also  A  — rtt=<),  so 
würde  man  gar  nicht  nöthig  haben,  das  Niveau  umzukehren, 
sondern  würde  aus  dem  blofsen  Stande  von  B  gegen  A  die 
Neigung  finden,  indem  man  den  halben  Unterschied  der  bd- 
den  Ablesungen  nähme. 

Um   den  Werth    eines  Niveauthcils  zu  finden,    befestigt 
man  das  Niveau  an  einem  Höhenkreise  und  bewegt  diesen» 
nachdem  man  den  Stand  der  Blase  abgelesen  hat,  um  seine 
Axe.      Geht  dann  die  Blase  durch  (x  Theilstriche,    während  • 
der  Kreis   durch  |i  Secunden  rotirt,    so  ist  der  Werth  eines 

Niveautheils  gleich  —  Secunden.    Zugleich  überzeugt  man  sich 

auf  diese  Weise  von  der  Gleichheit  der  einzelnen  Theile  des 
Niveaus,   indem  die  Blase,    wenn  man  den  Kreis  immer  um 
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eine  gleiche  Anzahl  ron  Secunden  dreht»  auch  immer  um  eine 
gleiche  Anzahl  von  Theilcn  fortrücken  mufs. 

Zur  Bestimmung  des  Scalenwerthes  kann  man  sich  auch 
der  Fufsschrauben  eines  Theodolithen  bedienen,  wenn  diesel- 
ben einen  eingetheilten  Kopf  haben,  an  welchen  man  die 
Theile  (gewöhnlich  Hunderttheile)  einer  Schraubenumdrehung 
ablesen  kann.  Ein  jeder  Theodolith  ruht  nämlich  auf  drei 
Fufsschrauben,  welche  nahe  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden. 
Wenn  man  nun  das  Kiveau  auf  die  horizontale  Axe  eines 
solchen  Instruments  aufsetzt  und  diese  so  stellt,  dafs  die  Rich- 
tung derselben  durch  die  mit  dem  eingetheilten  Kopfe  ver- 
sehene Schraube  a  geht  also  auf  der  Verbindungslinie  b  c  der 
beiden  andern  Schrauben  senkrecht  steht,  so  kann  man  aus 
einer  Aenderung  der  Schraube  a  und  der  daraus  entstehen- 
den Bewegung  des  xSiveau's  die  Länge  eines  Scalentheiles 
bestimmen,  wenn  man  die  Höhe  eines  Schraubenumgangs  h 
und  die  Länge  der  Entfernung  der  Schraube  a  von  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  andern  Schrauben  kennt.  Ist  näm- 
lich <x  der  Theil  eines  Schraubenumgangs,    um  welchen  die 

Schraube  a  gedreht  ist,   so  ist  —    die    Tangente    des  Win- 

kcls,  um  welchen  man  die  Neigung  des  Niveau  geändert  hat. 
Durch  die  Vergleichung  dieses  Winkels  mit  der  Anzahl  von 
Theilen,  welche  die  Blase  des  Niveau's  vermöge  der  Drehung 
der  Schraube  durchlaufen  hat,  erhält  man  dann  den  Werth 
eines  Niveautheils. 

Der  vorher  betrachtete  Fall,  dafs  man  durch  das  Niveau 
die  Neigung  einer  Linie  bestimmen  will,  auf  welche  man  das 
Niveau  aufsetzen  kann,  kommt  bei  den  Instrumenten  nie  vor, 
sondern  man  sucht  gewöhnlich  die  Neigung  einer  Axe,  wel- 
che nur  durch  ein  Paar  Cylinder  an  den  Enden  angegeben 
ist,  auf  die  man  das  Niveau  aufsetzen  mufs.  Wiewohl  nun 
die  Axe  der  Cylinder  mit  der  mathematischen  Axe  des  In- 
struments zusammenfallt,  so  werden  die  Cylinder  doch  in  der 
Regel  von  verschiedenem  Durchmesser  sein  und  es  wird  daher 
ein  auf  dieselben  gestelltes  Niveau  nicht  die  Neigung  der 
wahren  Axe  des   Instruments   angeben.       Gewöhnlich  liegen 
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diese  Cylinder  in  Lagern,  welche  durch  zwei  Ebenen  gebil- 
det werden,  die  um  den  Winkel  2  i  gegen  einander  geneigt 
sein  mögen.  Der  Winkel  zwischen  den  Haken  des  Niveau's, 
womit  dasselbe  auf  die  Axe  aufgesetzt  wird ,  sei  2  f ,  der 
Radius  des  Zapfens  an  dem  einen  Ende  (woftir  hier  wieder 
das  Kreisende  genommen  wird)  sei  r^y  so  wird  bc  (Fig.  13) 
oder  die  Erhöhung  des  Mittelpuncts  des  Zapfens  über  dem 
Zapfenlager  gleich  r^  cosec  t,  ebenso  wird: 

ac  :=  r^  cosec  t' 
also : 

ab  =  r^^  [cosec  i  +  cosec  i] 
und  an  dem  andern  Ende  der  Axe  wird: 

a'  b'  =  r^  [cosec  f  +  cosec  t] 

wenn  r,  der  Kadius  des  auf  dieser  Seite  befindlichen  Zapfens 
ist.  Macht  nun  die  Linie  durch  die  beiden  Puncte,  in  wel- 
chem die  Zapfenlager  zusammenstofsen,  mit  dem  Horizonte 
den  Winkel  ar,  so  wird  man,  wenn  die  Durchmesser  der 
Zapfen  einander  gleich  sind,  durch  das  Niveau  auch  die  Nei- 
gung a  finden.  Sind  aber  die  Zapfen  ungleich,  so  wird  man 
für  die  Erhöhung  b  des  Kreisendes  finden ,  wenn  auch  .r  die 
Erhöhung  des  Zapfenlagers  desselben  Endes  bezeichnet: 

b  —  X  -^    ^      *    [cosec  i'  +  cosec  i] 

Ju 

wo  Tj  die  Länge  der  Axe  ist.  Kehrt  man  dagegen  das  In- 
strument in  seinen  Zapfenlagern  um,  sodafs  jetzt  das  Kreis- 
ende in  dem  tieferen  Zapfenlager  zu  liegen  kommt,  so  wird 
die  Erhöhung  des  Kreisendes: 

ft'  =:  —  X  +   ^      *  [cosec  •'  +  cosec  t] 
sein.     Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 


«     '0        '/ 


[cosec  i  +  cosec  i] 


2  2 

eine  Gröfse,  welche  solange  constant  bleibt,  als  sich  die  Dicke 
der  Zapfen  nicht  ändert. 
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Da  man  nun  durch  die  Niyellirung  die  Neigung  derma- 
thematiacfaen  Axe  der  beiden  Cylinder  finden  will»  so  mufs 
man  von  jedem  h  abziehen  die  Ghröfse: 

*  cosec  I 
oder»    wenn  man    °      ^  eliminirt»  die  Grüfse 


oder: 


i  (6  +  6')  cosec  i 
-__ ^ 

cosec  t  +  cosec  t 


sin  %  +  sin  % 


Ist  die  Correction,  wie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist, 
klein,  so  kann  man  t  =  i  setzen  und  hat  dann  also  an  jede 
Nivellirung  die  Gröfse  •—  ^  (&+2»')  anzubringen,  wo  h  und  V 
die  in  zwei  verschiedenen  Lagen  der  Axe  gefundenen  Nivel- 
lirungen  bezeichnen. 

Beispiel.  An  dem  auf  der  Berliner  Sternwarte  im  er- 
sten Verticale  aufgestellten  Passageninstnunente  wurden  1846 
Aug.  22  folgende  Nivellirungen  gemacht. 

Kreis  Süd. 

Kreis  Ende  Kreis  Ende 

/^L.      .     ^     /17.0        9.2\       ^,.      .     „-    ^   /  6.9      19. 6\ 
Objocfv  Oat(  ^^     18.o}      Objecuv  West  (j^^     ^^  J 

=  +  8'^.90  —    6*^.30 

,  A-rti  =  -8^.80  A.-rti  =  -9P.20 

^-^  ^  -  4  .90  +    2    -gP 


2 


-    1    .70 


-  O'^.öO 

Also  ist  im  Mittel  bei  Kreis  Süd: 
oder  da: 


^P  =  *"(^-i^)'*  =  -2"- 


06 

28 
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Nun  wurde  umgelegt  und  wieder  nivellirt: 

Kreis  Nord. 
Kreis  Ende  Kreis  Ende 

Objectiv  Ost  r^^^      ^^'^)      Objectiv  West  P^-^        ^'^) 
''  \20.3        6.8/  -^  \12.4       14.7/ 

Daraus  findet  man: 

—  2/».  35  +   7P.45 

—  dP.lO  —  8/'.60 

+   6   .75  --   1  .15 

+   2   .20  +   S  .15 

also  im  Mittel: 

6'  =  +   2i>.675  =  +  6".  02 

Man  erhält  mithin  die  Ungleichheit  der  Zapfen: 

und  es  war  also  mit  Rücksicht  auf  dieselbe  die  Neigung  der 
Axe  bei  Kreis  Süd  gleich  ^  2".  80  und  bei  Kreis  Nord 
gleich  +  4".  28. 

Die  vorher  gegebene  Methode  der  Bestimmung  der  Nei- 
gung der  Axe  durch  ein  Niveau  setzt  voraus »  dafs  das 
Niveau  in  einer  durch  die  Axe  gehenden  Ebene  liegt.  Um 
dies  zu  erreichen  9  berichtige  man  zuerst  die  Neigung  der 
Axe  durch  die  an  dem  Instrumente  befindlichen  Stellschrau- 
ben ^  bis  man  dieselben  durch  das  Niveau  nach  der  gegebe- 
nen Methode  gleich  Null  findet.  Darauf  ändere  man  das 
Niveau  selbst  durch  die  an  demselben  angebrachten  Correc- 
tionsschrauben,  mittelst  welcher  man  das  eine  Ende  desselben 
erhöhen  oder  erniedrigen  kann,  so  lange,  bis  die  Endpuncte 
der  Blase  nach  der  Umkehrung  des  Niveau'e  denselben  Ort 
einnehmen.  Dann  ist  das  Niveau  in  einer  JEbene,  welche 
der  Umdrehungsaxe  des  Instruments  parallel,  also  in  diesem 
Falle  horizontal  oder  wenigstens  nahe  horizontal  ist.  Bewegt 
man  dann  das  Niveau  ein  wenig  um  die  Axe  des  Instruments 
und  geht  dabei  die  Blase  nicht  aus  ihrer  Stellung,  so  ist  dasselbe 
parallel  der  Axe.  Geht  indessen  die  Blase,  wenn  man  das  Niveau 
dem  vor  ihm  stehenden  Beobachter  nähert  z.  B.  nach  der 
linken    Seite,    so    ist    die    linke    Seite    desselben    zu    weit 


435 

vom  Beobachter  entfernt.  Man  mufs  dann*  diesen  Fehler 
durch  die  mit  den  ersteren  Correctionsschrauben  unter  rech- 
ten Winkeln  stehenden  Seitenschranben  condgiren. 

2.  Der  Nonius  oder  Vernier.  Der  Nonius  oder 
Vemier  dient  dazu,  an  der  auf  den  Kreisen  der  astronomi- 
schen Instrumente  befindlichen  Theilung  in  Grade  und  deren 
Unterabtheilungen  noch  kleinere  Theile  abzulesen  und  besteht 
aus  einem  mit  der  Theilung  auf  dem  Kreise  concentrisch  sich 
bewegenden  Gradbogen,  welcher  in  andre  Unterabtheilungen 
getheilt  ist  als  ein  gleicher  Gradbogen  auf  dem  Kreise.  Das 
Verhältnifs  der  Theilung  auf  dem  Nonius  zu  der  auf  dem 
Kreise  bestimmt  die  Gröfse  der  vermittelst  äes  Nonius  noch 
abzulesenden  Unterabtheilungen  der  Kreistheilung. 

Hat  man  irgend  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Maafs- 
stab  (für  Kreisbögen  bleibt  die  folgende  Betrachtung  die- 
selbe), von  denen  jeder  Theil  gleich  a  ist,  so  läfst  sich  der 
Ort  eines  jeden  Theilstriches  auf  dem  Maafsstabe  als  ein  Viel- 
faches von  a  ausdrücken.  Es  sei  femer  y  der  Nullpunct  des 
Nonius,  durch  welchen  man  an  den  astronomischen  Instrumen- 
ten die  Richtung  der  Alhidade  oder  des  damit  verbundenen 
Femrohrs  angiebt.  Trifft  dieser  Nullpunct  mit  einem  Striche 
der  Theilung  genau  zusammen,  so  erhält  man  immittelbar 
durch  Ablesen  an  dem  Kreise  den  Ort  desselben.  Liegt  aber 
der  Nullpunct  des  Nonius  zwischen  zwei  Theilstrichen  auf 
dem  Kreise,  so  mufs  nothwendig  wegen  der  verschiedenen 
Entfernungen  der  einzelnen  Theilstriche  auf  dem  Nonius  und 
dem  Kreise  irgend  einer  der  übrigen  Striche  des  Nonius  mit 
einem  Striche  des  Kreises  coincidiren  oder  wenigstens  von 
einem  solchen  Theilstriche  um  weniger  entfernt  sein,  als  der 
Unterschied  der  Entfemimgen  der  Striche  auf  dem  Nonius 
und  der  Theilung  oder  als  die  Gröfse  beträgt,  welche  man 
überhaupt  durch  den  Nonius  ablesen  kann.  Es  stehe  dieser 
coincidirende  Strich  p  Striche  von  dem  Nullpuncte  des  Nonius 
ab,  so  ist  die  Abscisse  desselben,  wenn  die  Gröfse  eines  Theil 

Strichs  des  Nonius  </  ist: 

y  +  pa! 

Ist  dann   q  a    die  Abscisse    desjenigen  Theilstrichs  des 

28* 
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Kreises  9  welcher  dem  Nullpuncte  des  Nonius  zunächst  vor- 
hergeht, so  ist  die  Abscisse  des  coineidirenden  Punctes  des 
Kreises : 

qa  +  pa 

Es  ist  also : 

y  +  pn    =  qn  -^  pa 

also  der  gesuchte  Ort  des  Nullpuncts  des  Nonius: 

1/  =  qa  +  p  (a—a) 

Ist  dann: 

ma  =  (w  +  1 )  rt' 

d.  h.  sind  m  Theile  des  Kreises  auf  dem  Nonius  in  m  -f  1 
Theile  getheilt,  so  ist: 

ff     -=    a 

m   +  1 

also: 

pa 


.V    =    qo   -h 


m  +  1 


Der  Ort  des  Nullpuncts  auf  dem  Nonius  ist  also  gleich 
der  Anzahl  der  ganzen  Hauptabtheilungen  auf  dem  Kreise, 
welche  dem  Nullpuncte  vorhergehen,  plus  p  Theilen,  von  de- 
nen jeder  der  m  -h  Iste  Theil  der  Hauptabtheilung  ist  und 
wo  man  die  Zahl  p  findet,  wenn  man  auf  dem  Nonius  vom 
Nullpuncte  ab  die  Anzahl  der  Striche  bis  zur  Coinci- 
denz    zählt.      Um    nun    diese    Zählung    zu    erleichtern  und 

zugleich  die  Multiplication  mit  unnöthig    zu    machen, 

sind  die  Zahlen  p schon  bei  den  Strichen  des  Nonius 

^  m  +  X 

angegeben. 

Man  sieht  übrigens,  dafs  wenn  man  die  Zahl  m  nur  grofs 
genug  wählt,  man  so  kleine  Theile  der  Theilung  vermittelst 
des  Nonius  ablesen  kann,  als  man  nur  verlangt.  Will  man 
z.  B.  mit  einem  Instrumente,  welches  auf  dem  Kreise  unmit- 
l(f  telbar  angiebt,  noch  Kf'  ablesen,  so  hat  man  einen  Bogen 
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des  NoniuSy  welcher  gleich  590'  ist,  in  60  Theile  zu  theilen^ 
indem  dann =  10"  ist.  Um  nun  die  Ablesung  zu  er- 
leichtern, müfste  neben  dem  ersten  Striche  auf  dem  Nonius 
10^'  stehen,  neben  dem  zweiten  20"  etc.;  statt  dessen  werden 
aber  nur  die  Minuten  angegeben,  sodafs  bei  dem  sechsten 
Striche  die  Zahl  1,  neben  den  zwölften  die  Zahl  2  steht. 
Allgemein  ergiebt  sich  die  Zahl  m  aus  der  Gleichung: 

,  a  -  a 

fi—a    =  oder  m  =  ;  —  1 

w  +  1  ö— a 

wenn  man  fiir  a^a  die  Gröfse  setzt,  welche  man  mittelst 
des  Nonins  noch  ablesen  will  und  fiir  a  den  VVerth  des  Ab- 
standes  zweier  Theil striche  des  Kreises,  beide  natürlich  in 
derselben  Einheit  ausgedrückt. 

Bisher  ist  angenommen  worden,  dafs: 

ma  =  (m  +  1)  o' 

dafs  also  die  Zwischenräume  zwischen  den  Thcilstrichen  auf 
dem  Nonius  kleiner  sind,  als  die  auf  dem  Kreise.  Man  kann 
indessen  den  Nonius  auch  so  einrichten,  dafs  die  Theilstriche 
auf  demselben  weiter  von  einander  abstehen,  als  auf  dem 
Kreise,  indem  man: 

(m+  1)  a  =  ma 

nimmt.     In  diesem  Falle  wird: 

<i  -^  a    =    — 
m 

und: 

Dann  ist  also  alles  dasselbe  wie  vorher  nur  mit  dem  Un- 
terschiede, dafs  man  jetzt  die  Coincidenz  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  zu  zählen  hat. 

Bei  Instrumenten,  mit  welchen  man  sehr  genaue  Beobach- 
tungen anstellen  wiU  z.  B.  bei  den  Meridiankreisen,  bedient 
man  sich  zum  Messen  der  Unterabtheilungen  der  Kreisthei- 
lung  der  Schraubennkicroscope,  welche  über  der  Theilung  des 
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Kreises  so  befestigt  sind,  dafs  sie  sich  nicht  mit  derselben 
bewegen.      Die   Ablesung    geschieht  dann    durch   einen   im 
Microscope  zu  beobachtenden  beweglichen  Faden,  den  man 
auf  den  nächsten  Theilstrich  des  Kreises  einstellt  und  dessen 
Verschiebung  man  an  dem  getheilten  Kopfe  der  bewegenden 
Schraube  abliest.     Der  Nullpunct   dieses  gethälten  Schrau- 
benkopfes  entspricht   also  dem   NuUpuncte  beim  Nonins,  da 
man  eigentlich  immer  den  Abstand  des  beweglichen  Fadens 
in  der  Stellung,  wenn  derselbe  auf  den  Nullpunct  eingesteDt 
ist,  vom  nächsten  Theilstriche  mifst  Der  Werth  einer  Schrau- 
benumdrehung ist  vorher  in  Secunden  bestimmt  und  da  man 
die  Anzahl  der  ganzen  Umdrehungen  und  deren  Theüe  ab- 
lesen  kann,    so    erhält    man    den  Abstand    des    Nullpuncts 
vom  Theilstriche  in  Secunden.     Durch   eine  eigne  Vorrich- 
tung kann  man   es  immer  dahin    bringen,  dafs    eine   ganze 
Anzahl  von    Umdrehungen    der  Schraube  genau  gleich  der 
Entfernung  zweier  zunächst  liegender  Theilstriche  auf  dem 
Eo^eise  wird.    Man  kann  nämlich  zu  dem  Ende  diese  Micro- 
scope verlangen  oder  verkürzen  und  dadurdi  bewirken,  data 
das  Bild  der  Entfernung  zweier  Theilstriche  gleich  ist  dem 
Stücke,  um  welches  man  den  beweglichen  Faden  durch  eine 
ganze  Anzahl    von   Schraubenrevolutionen    bewegt      Ist  die 
ganze  Anzahl  von  Schraubenrevolutionen  gröfser  als  das  Bild 
der  Entfernung  zweier  Theilstriche,  so  mufs  man  das  Objectiv 
des  Microscopes  dem  Oculare  näher  bringen  und  dann,  da- 
mit die  Deutlichkeit  des  Sehens  nicht  gestört  wird,  das  ganze 
Microscop  wieder  dem  Kreise  gehörig  nähern. 

3.  Excentricitätsfehler  bei  getheilten  Kreisen. 
Ein  nicht  zu  vermeidender  Fehler  bei  allen  astronomischen 
Instrumenten  ist  der,  dafs  der  Mittelpunct  der  Drehung  der 
Alhidade  verschieden  ist  von  dem  Mittelpuncte  des  Kreises 
oder  der  Theilung.  Es  sei  C  Fig.  14  der  Mittelpunct  der 
Theilung,  C  der  der  Alhidade  und  es  sei  die  Bichtung  C  Ü 
oder  der  Winkel  OCÄ  gemessen  gleich  A-^O^  wenn  man 
die  Winkel  von  0  zu  zählen  anfängt.  Dann  hätte  man,  wenn 
keine  Excentricität  vorhanden  gewesen  wäre,  den  Win- 
kel ACO*=^  ÄCO  abgelesen.  Nennt  man  nun  r  den  Badius 
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des  Kreises  CO  und  A-^O  den  Winkel  ACO  t=  ACQ,  so 
hat  man: 

AP  =  r  sin  (^'-O)  und  Cf  P  -  r  coa  (^'-0)  -  e 
=  ÄCf  sin  (^-0)  =  A'Cf  cos  (^-O) 

wo  ö  die  Excentricität  bezeichnet. 

Multiplicirt  man  die  erstere  Gleichung  mit  cos  (^'— O), 
die  zweite  mit  sin  {Ä^O)  und  zieht  die  zweite  von  der  er- 
steren  ab,  so  erhält  man: 

ÄCf  sin  {A~-Ä)  =  e  sin  {Ä -0) 

Multiplicirt  man  dagegen  die  erstere  Gleichung  mit 
sin  (A'^0\  die  zweite  mit  cos  (Ä—0)  und  addirt  dieselben, 
so  erhält  man: 

ÄCf  cos  iA^Ä)  =  r-ecos  (Ä-O) 
mithin  ist: 

~  sin  (Ä^O) 
tang  (A^Ä)  =   -X 


1   -  -  co8(.4'-0) 


oder  nach  Formel  (12)  in  Nr.  11  der  Einleitung: 


c     .    .  .,     -.         .    e* 


A-Ä  =   -   8in(^'-0)  +   i   \  sin  2  (Ä^O) 

+  I  -3  sin  8  (Ä-O)  +  ... 
r 

Da  nun  —  immer  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist.  so  kann 
r 

man  sich  mit  dem  ersten  Gliede  der  fieihe  begnügen  und  es 

ist  dann,  wenn  man  A-^Ä  in  Secunden  haben  will: 

A^Ä  =  -  8in(^'-0)  206265 

r 

woraus  man  sieht,  dafs  der  Fehler  A--Ä  in  Secunden  we* 
gen  des  grofsen  Factors  immer  beträchtlich  werden  kann, 
wenn  e  auch  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  von  r  ist 

Um  nun  nicht  die  Kenntnifs  der  Gröfse  der  Excentrici- 
tät nöthig   zu  haben   und  um  nicht  bei  jedem   gemessenen 
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Winkel  diese  Correction  wegen  der  Exceatricität  anbringen 
zu  müssen  9  hat  man  bei  jedem  Instrumente  mehrere  Nonien» 
welche  so  angebracht  sind,  dafs  der  Fehler  der  Excentridtät 
sich  in  dem  Mittel  aus  den  Ablesungen  an  den  verschiedenen 
Nonien  aufhebt.  Besteht  nämlich  die  Alhidade  aus  zwei  ge- 
gen einander  festen,  zunächst  einen  beliebigen  Winkel  mit 
einander  bildenden  Armen,  so  hat  man  fiir  den  andern  Arm, 
an  welchem  man  die  Ablesung  B  gemacht  hat,  einen  analo- 
gen Correctionsausdruck,  sodafs: 


i4  =  >!'  +  ~  sin  (A-O) 
r 


und: 


Jö  =  //  +  -  «in  (JB'-O) 


also: 


i  (^+5)  =  \  iÄ  +  E!)  +  -^  sin  [J  (.4'  +  B')  -  Ö\  cos  J  M'-B'] 

Daraus  folgt,  dafs  je  geringer  der  Unterschied  zwi- 
schen \  {A+B)  und  I  {Ä'\-Bf)  werden  soll,  desto  näher  der 
Winkel  Ä'\-ff  zwischen  den  Armen  der  Alhidade  gleich  180^ 
werden  mufs.  Ist  A'—ff  genau  gleich  180^,  so  ist  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Ablesungen  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  den  wirklich  visirten  Kichtungen.  Man  bringt  da- 
her immer  an  den  Instrumenten  einen  vollen  Alhidadenkreis 
mit  zwei  einander  genau  gegenüberliegenden  Nonien  an  und 
vermeidet  dann  durch  Ablesung  an  beiden  den  Excentrici- 
tätsfehler  vollständig. 

Um  nun  den  wirklichen  Betrag  der  Exccntricität  zu  fin- 
den, braucht  man  nur  die  Ausdrücke  fiir  A  und  B  von  ein- 
ander zu  subtrahiren.     Dann  erhält  man: 


B--A  =  li'-Ä  +  2  —  C08  [^  (^'+^)  -  0]  flin  ^  (fif-^Ä) 
oder,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Alhidaden  einen  Winkel 
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mit  einander  bilden,  der  um  den  kleinen  Winkel  a  von  180^ 
versciiieden  ist,  sodaTs: 

B—A  =  180  +  a 

Sf-A'  =  180  +  a  +  2  —  «n  (A'-O) 

r 

=  180 +  a  +  2  — C0ß0«ini4'  — 2— sinOcoflii' 

r  r 

Setzt  man  nun: 

nf-A'  -  180  =  [A']  ,  2  -^  cos  0  =  2  und  2  —  »in  O  =  y 

r  r 

SO  wird: 

f-4']  =  a  +  z  sin  A'  "  y  coa  A' 

und  die  drei  unbekannten  Chrörsen  <*y  z  und  y  werden  nun 
durch  drei  Ablesungen  beider  Nonien  gefunden  werden  kön- 
nen.    Liest  man  nämlich  nach  einander  bei: 


^'  =  0,  90^   180®  und  270** 


ab,  so  ist: 


[Oj  =  a  -   2  —  sin  O 

r 

[90]  =  «  +  2   —  cos  O 

T 

[180]  =  a  +  2   —  sin  0 

r 

[270]  =  a  -  2  —  cos  O 

r 


Daraus  folgt: 

[180]  -  [O]  =  —  sin  O 

T 

[90]  -  [270]  =  —  COB  O 

aus  welchen  Gleichungen  man  —  und    den    Winkel    O    der 

T 

Gröfse  und  dem  Quadranten  nach  findet.  Den  W^inkel  u  er- 
hält   man  dann   durch  die    vier  ersteren  Gleichungen.     Da 
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indessen  der  eleganteren  Form  wegen  eine  Gleichung  mehr 
mitgenommen  ist  als  Unbekannte  sind,  so  kann  man  nidit  aus 
allen  Gleichungen  denselben  Werth  erhalten. 

An  dem  Meridiankreise  der  Berliner  Sternwarte  wurde, 
während  das  eine  Microscop  auf  O^,  90<>,  180^  und  27(y  ge- 
nau eingestellt  wurde ,  an  dem  gegenüberliegenden  Micro- 
scope  im  Mittel  aus  zwei  Beobachtungen  abgelesen: 

ISO*  O'  0".80  ,  270"  O'  3".  10  ,  0®  O'  l".60  und  90*  O'  0".70 
Hier  ist  also: 

[0]  =  +  0".30  ,  (90j  =  +  3".  10  ,  [180]  =  +  l".50 

und: 

[270]    =    +   0".70 

und  man  erhält: 


0  =  26*  33'. 9 

-=0".67 
r 

a  im  Mittel: 

=  +   l".40 

Zu  jeder  gemachten  Ablesung  Ä  an  einem  Nonius  müfste 
man  also  immer  die  Correction  hinzufugen: 

+  0".67  sin  (^'-26*  38'. 9) 

4«  Genauer  erhält  man  die  Excentricität  des  Sureises, 
wenn  man  sich  die  Peripherie  nicht  blos  in  vier,  sondern  in 
eine  grofse  Anzahl  von  gleichen  Intervallen  theilt  und  in  al- 
len diesen  Puncten  die  beiden  Nonien  abliest«  Um  diese 
Methode  anwenden  zu  können,  bedarf  man  aber  einiger,  die 
periodischen  Functionen  betreffenden  Sätze,  nämlich  der 
folgenden: 

r  =  «— 1 

^^Bin  r  . =  0 

^"  n 

r_=0 
rzzn — 1 

2k'X 


2cosr.— 1  =  0      im  Allgemeinen 


r=:0 
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dagegen  =  n,  wenn  k  ein  Vielfaches  von  n,  deren  Beweis  zu- 
vörderst gegeben  werden  soll. 

Der  letzte  Fall  ist  an  und  fiir  sich  klar,  da,  wenn  k  ein 
Vielfaches  von  n  ist,  die  Reihe  aus  n  Gliedern  besteht,  deren 
jedes  eins  ist.  Es  sind  also  nur  noch  die  beiden  ersten  Sätze 
zu  beweisen. 

Setzt  man  nun: 

2  X;  «         .    .         2  *  flt 

,    C08  r  .  +  »  «in  r  =  T^' 

n  n 

WO  i  =  V— 1  ist,  so  wird: 

r=:ii — 1  r=:.n — 1  r=r>i--l 

cosr.-_-  +  .     ^«nr.-j^=      2,T^  ^  ^;^ 

r  =  0  r  =  0  r  =  0 

wenn  man  die  geometrische  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  summirt.     Da  nun: 

r«  =  C08  2  ifcÄ  +  I  sin  2  Jb«  =  1^ 
ist,  SO  wird: 

r^n — 1  r^n — 1 

2                2  *«      .     .       'V    •           2  ifc  « 
COS  r  .  +  »      ^  sin  r  =  0 

Trennt  man  nun  das  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  sieht 
man,  dafs: 

2 


2*« 

sin  r  .  =  0 

n 

r=0 


ist  und  zwar  ohne  alle  Ausnahme,  weil  rechts  nichts  Imagi- 
näres vorkommt.     Ferner  wird  auch: 


r^»— 1 

cofl  r  .   


2 


n 

r=0 


im  Allgemeinen  gleich  Null  und  nur  dann  von  Null  verschieden 
sein,  wenn  7"==  1  ist.     Dies  geschieht,  wenn: 


ik'x  .    .  .    2ifc« 

cos  +  I  sin  =  1 

n  n 


444 

also  k  ein  Vielfaches  von  n  ist.  In  diesem  Falle  wird  die 
Reihe  gleich  n.     Da  nun: 

cos  a*  =  J  +  J  C08  2  a 
so  wird: 

r  =  «— 1  r  =  (n— 1) 

2/               ^k'Xy            X    )l^  t                ^*«i  1      •       All 

(  COS  r I     =    ^  j  t  +  2  <^os  ^  (   =  I  n  im  AllgememeQ. 

r  =:  0  r  =  0 

=  n  im  Aasnahmefall. 
Femer  wird: 

r  rs  11 — 1  r  =  n — 1 

2             2k'K        .         2X;ä          V?   -     .         4Ä:w 
cos  r  .   sin  r   =     >^   I  ««i  ''  =  ^ 

r  =  0  r  =  0 

und: 

r  =  n— 1  r  =  ii— 1 

^  (  sin  r  J     =     ^  1 1  —cos  r |    =  ^  n  im  Allgemeinen. 

r=0  r=0 

=  0  im  Aasnahmefall. 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  erhält  man  nun  eine  sehr  be- 
queme Methode  9  die  Excentricität  der  Kreise  durch  Ablesen 
der  beiden  Nonien  in  gleichen  Intervallen,  in  welche  man 
die  ganze  Peripherie  getheilt  hat,  zu  finden.  Es  war  vorher 
die  Gleichung  gefunden: 

[Ä\  =  a—y  cos  i4'  +  2  sin  Ä 

Denkt  man  sich  nun  die  Peripherie  in  n  Theile  getheilt, 

2  "St 

80  wird  jeder  Theil  —  .     Stellt  man  dann  die  Nonien  nach 

2ä4ä 

einander  auf  0,  —  ,  —  etc.  ein  und  liest  zugleich  den  ge- 
genüberstehenden ab,  so  erhält  man,  wenn  man  beide  Able- 
sungen von  einander  und  von  der  Differenz  noch  180^  ab- 
zieht, das  Besultat  r  —  imd  hat  dann  n  solcher  Glei- 
chimgen: 

[2ä"1                                  2«               .         2ä 
r  —     =  a  —  y  cos  r  —   +  2  sm  r  
n  J                                n                          n 
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die  man  aus  dieser  Gleichung  erhält ,  wenn  man  fiir.  r  nach 
und  nach  die  Werthe  0,  1,  2  etc.  bis  n— 1  setzt.  Um  nun 
durch  diese  n  Gleichungen  die  drei  Unbekannten  zu  bestim- 
men, addire  man  dieselben  sämmtlich  zu  einander ,  das  erste 

2  IC 

Mal  in  der  vorstehenden  Form,  das  zweite  Mal  mit  cos  r  —  , 

n 

das  dritte  Mal  mit  sin  r  —  multiplicirt.  Dann  erhält  man 
mit  Hülfe  der  vorher  gegebenen  Sätze  die  drei  Gleichungen: 

r  =  « — 1 


r  =  0 


r  =11 — 1 


2j[r^]   cosr^*}   =-iny 


r=0 


und: 


r  =  ii— 1 


r  =  0 


aus  denen  man  «,  y  und  z^  mithin  auch  O  und  —  findet. 

Es  ist  nun  vortheilhaft  für  n  eine  durch  drei  theilbare 
Zahl  zu  nehmen,  weil  dann  die  Sinus  und  Cosinus  der  ver- 
schiedenen Winkel  geschlossene  Ausdrücke  werden,  deren 
Werthe  man  nicht  erst  in  den  Logarithmentafeln  aufzusuchen 
hat.  Aufserdem  ist  es  noch  vortheilhaft,  n  von  der  Form  4  a 
zu  nehmen,  weil  dann  jeder  Quadrant  in  a  Theile  getheilt 
wird,  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  also  sich  immer 
wiederholen.  Um  beides  mit  einander  zu  vereinigen,  nimmt 
man  für  n  eine  durch  12  theilbare  Zahl.     Ist  z.  B.: 


2'9C 

n  =  12,  also  —  =  80* 

n 


SO  wird: 


(.4)         na  =  [Oj  +  [30]  +  [öO]  +  . ...  +  |270j  +  [300]  +  [380| 

—  Jny  =  [0]  +  [80|cos30  +  [60)co8  60  +  ...+ [300]  C08  300 

4-    [380]  cos  330 
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Nun  ist: 

cos  30   =  cos  330  =  i  \  S 

und: 

cos  60  =  cos  300  =  4 

Bezeichnet    man  daher  die  Summe    zweier  Glieder ,    welche 
einander  zu  360®  ergänzen: 

[A]  +  [860  -  A\  mit  [^J 
SO  eriiält  man: 

~  i  ny  =  [Oj  +  [30]  1 1/T  +  [60]  i  -  [120|  4  -  [150]  i  VT-  [l80j 

+  +  +  + 

Hier  kommen  nun  wieder  Glieder  vor,  welche  einander 
zu  180®  ergänzen  und  die  denselben  Factor,  aber  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.     Bezeichnet  man  dann  wieder: 

[30]  -  [150]  mit  [30] 
+  +  +~ 

und  ähnlich  die  Diiferenzen  je  zweier  anderen  Glieder,  welche 
einander  zu  180®  ergänzen,  so  erhält  man  endlich: 

-  i«y  =  [0]  +  4  VT  [30]  +  i  [60]  (B) 

-  +-         +- 

Femer  ist: 

+  I  «2  =  [30]  sin  30  +  [60]  sin  60  +  ....  +  [300]  sin  300 

4-    [330]  sin  330 

Da  nun: 

sin  ^  =  —  sin  (360—^4) 

SO  hat  man,  wenn  man: 

[A]  -  [360-^]  mit  [^1 

bezeichnet: 

inz  =  \  [30]  +   i  VT  [60]  +   [90]  +   |  VT  [l20]  +  i  [löO] 
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Da  ferner  die  Glieder,  welche  einander  zu  180^  ergän- 
zen, denselben  Coeflicienten  haben,  so  wird,  wenn  man: 

[A\  +   [180-^]  =  t^J 
-  -  -  + 

setzt : 

inz  =  i  [30]  +  J  vT  [60]  +  [90]  (C) 

sodafs  man  jetzt  die  drei  Unbekannten  a,  y  und  z  nach  den 
Formeln  (^),  (B)  und  (C)  durch  eine  sehr  bequeme  Rech- 
nung und  ohne  trigonometrische  Tafeln  nöthig  zu  haben, 
findet. 

An  dem  Meridiankreise  der  Berliner  Sternwarte  wurden 
fiir  ein  Paar  einander  gegenüberstehender  Microscope  die 
folgenden  Gröfsen: 

If  -  A  -  180" 
beobachtet: 

[0]  =  +  0".3  [180]  =  +   l".5 

[30]  =  +   3.8  '            [210]  =  -  0  .6 

[60]  =r  +   3  .8  [240]  =  +  0.7 

[90]   =  +   3  .1  [270]  =  +  0.7 

(120]   =  +   4  .8  [300]  =-2.5 

[150]   =  +   6  .4  [330]  =    -  4  .8 

Daraus  erhält  man  zuerst  die  Summe  aller  dieser  Gröfsen : 

+    16  .  7    =    12  a 
also: 


(A 

-     +   1". 

39 

'  erhält 

man: 

A 

+ 

MJ 
+  - 

MJ 

-  + 

0« 

+   0.3 

-   1.2 

30" 

~   1.5 

-   7.3 

+   8.1 

+   15.1 

60 

+    1.3 

-   4.2 

+   6.3 

+   10.4 

90 

+   3.8 

+   2.4 

+   2    .4 

120 

+   5.5 

+  4.1 

150 

+  5.8 

+  7.0 

180 

+   1.5 
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und  hieraus: 

J  ny  =  +      9".  62 
J  »2  =  +   18  .96 

also: 

O    =    26"  54'.  2 

und: 

-    =     1".772 

r 

5.  Sind  nun  an  einem  Kreise  mehrere  Paare  von  No- 
nien  angebracht,  wie  dies  in  der  Regel  der  Fall  ist,  so 
müfstc  das  arithmetische  Mittel  aus  jedem  Paare  Nonien  von 
dem  Mittel  aus  jedem  andern  Paare  fiir  alle  Einstellungen 
um  eine  Constante  verschieden  sein,  wenn  es  aufser  den  von 
der  Excentricität  herrührenden  Fehlem  keine  anderen  ^be. 
Dies  wird  aber  in  der  Regel  nie  der  Fall  sein,  da  die  Thei- 
lung  selbst  inuner  fehlerhaft  sein  wird.  Welcher  Art  nun 
aber  auch  diese  Fehler  der  Theilung  sein  mögen,  so  werden 
sie  doch  immer  durch  eine  periodische  Reihe  von  folgender 
Form  dargestellt  werden  können: 

rt  +  a ,  cos  A  'h  02  cos  2  A  + 

•h  b  f  Bin  A  +  ^  sin  2  A  +   

WO  A  die  Ablesung  an  dem  einzelnen  Nonius  oder  Micro- 
scope  bezeichnet 

Wendet  man  nun  i  durch  die  Peripherie  gleichmäfsig 
vertheilte  Nonien  an,  sodafs  die  Ablesungen  bei  einer  Ein- 
stellung die  folgenden  werden: 

2ä        ,  2« 

A,A  +  -r,A'h2,-r-  +  •... 
t  f 

und: 

A    +    (i-l)  i^ 

und  nimmt  das  Mittel  aus  allen  Nonien,  so  hebt  eine  grofse 
Anzahl  von  Gliedern  der  periodischen  Reihe  der  Theilungs- 
fehler   einander   auf,   wie  man   leicht  sieht,    wenn  man    die 
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trigonometrischen  Functionen  der  zusammengesetzten  Winkel 
auflöst  und  bedenkt,  daTs: 


r  =  t— 1 

2ifcÄ 
sin  r  =    0 


2 


rrro 

und: 


2kJC 
cos  r  — --    =   0 


2 

im  Allgemeinen  ist,  aufser  wenn  k  ein  Vielfaches  von  i  ist. 
Bei  t  Nonien  werden  also  nur  diejenigen  Glieder  übrig  blei- 
ben,  bei  denen  das  t  fache  des  Winkels  vorkommt.  Man 
hebt  also  auch  durch  das  Ablesen  an  mehreren  Nonien  einen 
grofsen  Theil  der  Theilungsfehler  auf  und  hierin  besteht  der 
wesentliche  Nutzen  von  mehreren  Paaren  von  Nonien.  (Ueber 
die  Bestimmung  der  Theilungsfehler  der  Kreise  selbst  siehe: 
Bessely  Königsberger  Beobachtungen,  Band  VII). 

Aufser  der  Theilung  des  Kreises  kann  aber  auch  die 
Theilung  des  Nonius  fehlerhaft  und  namentlich  die  Länge 
desselben  unrichtig  sein.  Man  hatte  aber  in  Nr.  2  dieses 
Abschnitts  die  Gleichung: 

ma    =    (m+  l)  ii 

WO  a  und  d  die  Entfernung  zweier  Theilstriche  auf  dem 
Elreise  und  auf  dem  Nonius  bezeichnen.  Ist  nun  die  Länge 
des  Nonius  um  die  Gröfse  AZ  fehlerhaft,  so  wird  jetzt: 

ma  =  (w+l)«'  +  LI 

mithin  nach  den  vorher  gebrauchten  Bezeichnungen: 

pa  AI 

y  =  ga  +  — — -  +  p 


m+1        ^ m+l 


^enn  daher  die  Länge  des  Nonius  um  AZ  zu  grofs  iat, 
so  hat  man  zu  jeder  Ablesung  die  Correction  hinzuzulegen: 


29 
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wo  p  die  Zahl  des  coincidirenden  Strichs  des  Nonius  und  m+1 
die  Anzahl  aller  Striche  auf  demselben  bezeichnet.  Findet 
man  z.  B.  an  einem  Instrumente,  d.essen  Kreis  von  10  zu 
10  Minuten  getheilt  ist  und  an  dem  man  mittelst  des  Nonius 
noch  10"  ablesen  kann,  sodafs  59  Theile  des  Kreises  in  6 
Theile  getheilt  sind,  den  Fehler: 

AZ    =    -f  5" 

so  hat  man  also  zu  jeder  Ablesung  die  Correction  —   --    5" 

60 

hinzuzufügen,  oder,  da  der  6te  Strich  des  Nonius  eine  Mi- 
nute angiebt,  an  jede  auf  dem  Nonius  abgelesene  Minute  die 
Correction  —  0".  5  anzubringen. 

Den  Fehler  selbst  in  der  Länge  des  Nonius  kann  man 
aber  immer  mit  Hülfe  der  Theilung  des  Kreises  finden.  Man 
stellt  zu  dem  Ende  den  Nullstrich  des  Nonius  nach  einander 
auf  verschiedene  Theilstriche  des  Kreises  ein  und  liest  die 
Anzahl  von  Minuten  und  Secunden  ab,  welche  dem  letzten 
Hauptstriche  auf  dem  Nonius  entsprechen.  Dann  ist  das 
arithmetische  Mittel  aus  allen  diesen  Ablesungen  die  wahre 
Länge  des  Nonius. 


n.    Das  Azimutal-  und  Höheninstrurnent. 

6.  Bei  dem  Azimutalinstrument  stellt  der  eine  der  bei- 
den Kreise  die  Ebene  des  Horizonts  vor  und  soll  daher  ge- 
nau horizontal  liegen.  Er  ruht  deshalb  auf  drei  Schrauben, 
durch  welche  man  seine  Lage  gegen  den  wahren  Horizont 
vermittelst  eines  Niveau's,  wie  man  nachher  sehen  \^ird,  be* 
richtigen  kann.  Da  indessen  diese  Berichtigung  selten  ganz 
genau  geschehen  wird,  so  wird  immer  noch  eine  kleine  Nei- 
gung des  Kreises  gegen  den  Horizont  vorhanden  sein.  Es 
sei  daher  P  der  Pol  dieses  Kreises  des  Instruments,  während 
der  Pol  des  wahren  Horizonts  das  Zenith  Z  ist  und  es  sei  s 
der  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Ebene 


451 

des  Horizonts  macht  oder  der  Bogen  des  gröfsten  Kreises 
zwischen  P  und  Z*  Durch  den  Mittelpunct  dieses,  in  Grade 
und  d^ren  Unterabtheilungen  getheilten,  horizontalen  Exeises 
des  Instruments  geht  nun  ein  Zapfen,  welcher  die  Nonien 
trägt,  die  in  der  Regel  auf  einem  vollen,  mit  dem  ersteren 
concentrischen  Kreise  angebracht  sind.  Der  Nonienkreis  trägt 
zwei  Stützen,  welche  möglichst  gleich  sind  und  die  an  ihrem 
oberen  Ende  Pfannenlager  haben,  von  denen  man  das  eine 
vermittelst  einer  Schraube  höher  und  niedriger  stellen  kann. 
In  diesen  Lagern  liegt  nun  die  horizontale  Äxe,  welche  das 
Femrohr  und  den  Höhenkreis  trägt.  Dieser  Höhenkreis  ist 
fest  mit  der  Axe  verbunden,  dagegen  läfst  sich  das  Fem- 
rohr zugleich  mit  dem,  dem  ersteren  Kreise  concentrischen 
Nonienkreise  um  die  Axe  bewegen.  Da  man  nun  auch  den 
Nonienkreis  des  Azimutalkreises  um  seine  Axe  bewegen  kann, 
so  kann  man  das  Femrohr  auf  jedes  beliebige  Object  ein- 
stellen und  die  demselben  entsprechenden  sphärischen  Coor- 
dinaten  an  den  Kreisen  des  Instruments  ablesen.  Der  Win- 
kel, welchen  die  Linie  durch  die  beiden  Zapfenlager  mit  dem 
horizontalen  Nonienkreise  macht,  sei  nun  i  und  es  sei  K  Agt 
Puncty  in  welchem  diese  Linie  nach  der  Seite  des  Kreisendes 
zu  die  scheinbare  Himmelskugel  trifft,  femer  sei  b  die  Höhe 
dieses  Punctes  über  dem  wahren  Horizonte.  Da  man  nun 
mit  dem  Instrumente  immer  nur  Azimutalunterschiede  mifst 
(wenn  man  fiir  jetzt  noch  die  Ablesungen  an  dem  Höhen- 
kreise aufser  Acht  läfst),  so  wird  es  gleichgültig  sein,  wo 
man  die  Azimute  auf  dem  Instrumente  zu  zählen  anfängt. 
Es  wird  aber  bequem  sein,  den  Anfangspunct  derselben  so 
anzunehmen,  dafs  er  Bezug  auf  das  Instrument  hat  und  da 
nun  P  und  Z  sich  nicht  ändern,  so  lange  man  das  Instru- 
ment nicht  verrückt,  K  dagegen  volle  360^  durchlaufen  kann, 
wenn  man  den  Nonienkreis  um  seine  Axe  bewegt,  so  kann 
man  als  Anfangspunct  der  Zählung  der  Azimute  auf  dem 
Instrumente  diejenige  Ablesung  nehmen,  welche  man  macht, 
wenn  K  mit  P  und  Z  in  einem  Verticalkreise  liegt.  Diese 
Ablesung  sei  ao*  Für  jede  andre  Ablesung  nimmt  man  dann 

immer    denjenigen    Punct    der    Theilung,    in    welchem    der 

29* 
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verlängerte  Bogen  PK  die  Ebene  des  Kreises  trifft  nnd  dies 
wird  immer  erlaubt  sein,  weil  dieser  Punct  von  den  durch 
die  Nonien  angegebenen  Puncten  immer  nur  um  einen  con- 
stauten  Winkel  verschieden  ist.  Endlich  soll  mit  A  das  auf 
dem  wahren  Horizonte,  aber  von  demselben  Anfangspuncte 
gezählte  Azimut  bezeichnet  werden. 

•  Denkt  man  sich  nun  drei  auf  einander  senkrechte  Coor» 
dinatenaxen,  von  denen  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  des  , 
wahren  Horizonts  ist,  die  beiden  andern  aber  in  der  Ebene 
desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  y  nach  dem 
Puncte  gerichtet  ist,  von  welchem  aus  die  Azimute  nach  der 
vorher  gemachten  Annahme  gezählt  werden,  so  sind  die  drei 
Coordinaten  des  Punctes  K  auf  diese  Axen  bezogen: 

2  =  sin  &  ,  y  =  cos  h  cos  A 

und: 

X    =    cos  h  sin   A 

Ferner  sind  die  Coordinaten  von  ÜT,  bezogen  auf  drei 
rechtwinklige  Coordinatenaxen,  von  denen  eine  senkrecht  auf 
der  horizontalen  Ebene  des  Instruments  steht,  während  die 
beiden  andern  in  dieser  horizontalen  Ebene  liegen  und  zwar 
so,  daPs  die  Axe  der  x  mit  derselben  Axe  im  vorigen  Sy- 
stem zusammenfällt: 

2  =  sin  i'  t  y  ^  cos  i  cos  («— «o)  /  *  =  ^^*  ^  ^^^  (^^^^b) 

Da  nun  die  Axe  der  z  im  ersten  System  mit  der  Axe 
der  z  des  andern  Systems  den  Winkel  i  macht,  so  hat  man 
nach  der  Formel  (1)  fiir  die  Transformation  der  Coordinaten: 

sin  h  =  cos  i  sin  i    —  sin  i  cos  i  cos  (a—Oo) 
cos  h  wi  A  •=■  cos  i'  sin  (p,—a^) 
cos  h  cos  A  =  sin  t  sin  t'  +  cos  t  cos  i  cos  {a—a^ 

Da  nun  Z>,  i  und  i^  wenn  das  Instrument  nahe  berich> 
tigt  ist,  kleine  Gröfsen  sind,  so  wird  es  erlaubt  sein,  die  Co- 
sinus dieser  Winkel  gleich  eins  zu  setzen  und  die  Sinus  mit 
den  Bogen  zu  vertauschen,  sodafs  man  erhält: 

h  =  i'  —  i  cos  (fl— «o)  (ö) 

A    —    a  —  a^ 
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Das  Fernrohr  ist  nun  senkrecht  auf  der  horizontalen 
Axe  des  Instruments  befestigt.  Die  Gesichtslinie  desselben 
sollte  ebenfalls  senkrecht  auf  dieser  Axe  sein,  es  soll  indes- 
sen vorausgesetzt  werden ,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist,  son- 
dern dafs  dieselbe  mit  der  Seite  der  Axe  nach  dem  Kreis- 
ende zu  den  Winkel  90 +c  macht ,  wo  der  kleine  Winkel  c 
der  Collimationsfehler  genannt  wird.  Diese  Gesichtslinie  wird 
bezeichnet  durch  die  Linien  von  der  Mitte  des  Objectivs 
nach  einem  im  Brennpuncte  des  Femrohrs  befindlichen  Fa- 
denkreuze, welches  sich  vermittelst  Schrauben  senkrecht  ge- 
gen die  Gesichtslinie  verschieben  läfst,  sodafs  man  den  Win- 
kel c  beliebig  ändern  kann. 

£s  sei  nun  das  Femrohr  nach  einem  Puncte  O  des 
Himmels  gerichtet,  dessen  Zenithdistanz  z  und  dessen  Azi- 
mut e  ist.  Dann  sind  die  Coordinaten  desselben  bezogen  auf 
die  Axen  der  z  und  y  nach  I  Nr.  1  :  cos  z  und  sin  z  cos  e. 
Nun  geht  die  Theilung  auf  dem  Kreise  von  der  Linken  zur 
Rechten  d.  h.  in  derselben  Bichtung,  in  welcher  man  die 
Azimute  im  Horizonte  hertun  zählt.  Ist  also  das  Kreisende 
Hnksy  so  zeigt  das  Femrohr  nach  einem  Puncte,  dessen  Azi- 
mut gröfser  ist  als  das  des  Punctes  K  und  wenn  man  also 
die  Axe  der  y  nach  dem  Puncte  gedreht  denkt,  wo  sie  in 
einem  Verticalkreise  mit  K  liegt,  so  werden  dann  die  Coor- 
dinaten: cos  z  und  sin  z  cos  (^—^4).  Dies  gilt  fiir  Kreis 
links,  während  man  ftir  Kreis  rechts  A—e  statt  e^A  nehmen 
mufs.  Denkt  man  sich  nun  den  Punct  O  auch  auf  ein  Coor- 
dinatensystem  bezogen,  von  denen  die  Axen  der  x  und  y  in 
der  Ebene  des  Instruments  liegen  und  wo  die  Axe  der  y 
nach  dem  Puncte  K  gerichtet  ist,  so  ist  die  Coordinaie  y  des 
Punctes  O  gleich  —  sin  c  und  da  die  Axen  der  z  in  beiden 
Systemen  den  Winkel  b  mit  einander  bilden,  so  hat  man 
nach  den  Formeln  fiir  die  Transformation  der  Coordinaten: 

—  sin  c  =  cos  z  sin  b  +  sin  z  cos  b  cos  (e—  A) 

oder,  da  b  und  e  kleine  Gröfsen  sind: 

—  c  =  6  cos  2  +  sin  2  cos  (e—A) 
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oder  endlich,  wenn  man  für  A  seinen  vorher  gefiindenen  Werth 
aus  den  Gleichungen  (a)  setzt: 

0  =  c  +  bcosz  +  sin  2  cos  [c— (a  —  a,,)] 

Daraus  folgt,  dafs: 

co8[c~(a-rt,,)l 

eine  sehr  kleine    Gröfse    von    der  Ordnung   der  Gröfaen   b 
und  c  ist.     Schreibt  man  also  dafür: 

sin  [90  — «  +  (a^a^)] 

so  kann  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  man 
erhält : 

0  =  c  +  5  cos  2  -f  sin  z  [90— c  +  (a— a„)j 

Diese  Formel  gut,  Mrie  schon  oben  bemerkt  ist,  filr 
Kreis  Ende  links«  Wäre  das  E^reisende  rechts»  so  hätte  man 
A*^e  statt  e^A  nehmen  müssen  und  dann  erhalten: 

0  =  c  +  &  cos  2  +  sin  2  [90  -^(a—a^)  +   e] 

Man  erhält  daher  das  wahre  Azimut  e  durch  die  For- 
meln: 


c  =  a  —  a„  +  90    +   -; —  +  b  cotang  z       für  Kreis  links 
"  sin  2 


und: 

e  =  a—tu  —  90   —  -: —  —  b  cot&ng  z       für  Kreis  rechts 
"  sin  2 

oder,  wenn  man  A  das  an  den  Nonien  des  Instruments  abgelesene 
Azimut  und  AA  den  Indexfehler  der  Nonien  nennt,  sodala 
A  +  AA  das  vom  Meridianpuncte  des  Kreises  auf  demselben 
gezählte  ^imut  ist: 

e  =  ^  +  AA  db  c  cosec  z  dt  cotang  z 

wo  das  obere  Zeichen  wieder  fUr  Kreis  links,  das  untere  für 
Kreis  rechts  gilt. 

7.  Man  kann  diese  Formeln  einfach  geometrisch  ablei- 
ten. Es  sei  Fig.  15  der  Horizont  in  der  Ebene  des  Papiers, 
dann  wird   der  Verticalkreis,   in  welchem  das  Object 
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durch  eine  gerade  Linie  vorgestellt  werden,  in  deren  iVlitte 
das  Zenith  Z  liegt.  JSimmt  man  nun  an,  dafs  sich  das  Fern- 
rohr um  eine  Axe  bewegt,  welche  um  h  gegen  den  Horizont 
geneigt  ist,  so  wird  dasselbe  jetzt  einen  gröfsten  Kreis  be- 
schreiben, welcher  zwar  noch  durch  die  Puncte  A  und  B 
des  Horizonts  geht,  aber  um  den  Bogen  h  vom  Zenith  ab- 
steht. Nimmt  man  nun  an,  dafs  man  das  Azimut  A  eines 
Objects  0  abliest,  so  wird  das  mit  dem  Fehler  der  Neigung 
behaftete  Femrohr  nach  0  zeigen,  also  wird  man,  wemx  das 
Femrohr  rechts  oder  der  Kreis  links  ist,  ein  zu  kleines  Azi- 
mut ablesen  und  man  wird  haben: 

sin  OCf  =  sin  A  0  sin  h 
=  cos  2  .  sin  & 

Man  liest  nun  aber  einen  Azimutal winkel  ab  d.  h.  den 
Winkel,  unter  welchem  OO  von  Z  aus  erscheint,  mithin  ist 
der  Winkel  OZCf  die  gesuchte  Correction  £^A  des  Azimuts 
und  da: 

sin  OCf  =  sin  ZO  sin  ^A 

also: 

sin  A  .4  =  cotang  z  sin  b 

SO  hat  man  also  bei  Kreisende  links  zum  abgelesenen  Azimute 
die  Correction  wegen  der  Neigung  b  hinzuziifiigen: 

+  b  cotang  z 

Ebenso  kann  man  nun  auch  die  durch  den  Collimations- 
fehler  hervorgebrachte  Correction  des  Azimuts  finden.  Es 
sei  wieder  A  B  der  Verticalkreis,  welchen  die  Gesichtslinie  des 
Fernrohrs  beschreiben  würde,  wenn  der  Collimationsfehler 
Null  wäre.  Ist  aber  90  +  c  der  Winkel ,  welchen  die  Ge- 
sichtslinie mit  der  Seite  der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu 
macht,  so  beschreibt  die  Gesichtslinie  bei  der  Umdrehung  um 
die  Axe  einen  Kegel,  welcher  auf  der  scheinbaren  Himmels- 
kugel einen  kleinen  Kreis  abschneidet,  dessen  Abstand  vom 
gröfsten  Kreise  AB  gleich  c  ist.  Fig.  16.  Dann  liest  man 
wieder  bei   Kreisende    links  ein  zu   kleines  Azimut   ab  und 
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wenn    man    wieder    d^i    Winkel    AZO   mit   ^A    bezeichnet, 

80  ist: 

•    A  ^         *^"  *^ 
sm  AA   =   -; — 

sm  z 
oder: 

A  i4  =  +  c  cosec  z 

^.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  Grofse  der 
einzelnen  Fehler  des  Instruments  bestimmt,  damit  man  ein 
jedes  an  einem  solchen  Instrument  beobachtetes  Azimut  ver- 
mittelst der  vorher  gegebenen  Formeln  auf  das  wahre  Azimut 
reduciren  kann. 

Den  Fehler  b  findet  man  unmittelbar  nach  den  in  Nr.  1 
dieses  Abschnitts  gegebenen  Vorschriften,  indem  man  ein 
Niveau  auf  die  Zapfen  der  horizontal  liegenden  Axe  des  In- 
struments aufsetzt.      Es  war  aber  nach  den  Gldchungen  (a) 

in  Nr.  6: 

ft  =  i'  —  1  cos  (a—oc^) 

WO  i  die  Neigung  der  Ebene  des  Horizontalkreises  gegen  den 
Horizont,  i  dagegen  die  Neigung  der  horizontalen,  das  Fem- 
rohr tragenden  Axe  gegen  den  Horizontalkreis  ist.  Diese 
Gleichung  enthält  drei  Unbekannte,  nämlich  {,  i  und  Oq,  zu 
deren  Bestimmung  daher  drei  Nivellirungen  in  verschiedenen 
Stellungen  der  Axe  gemacht  werden  müssen.  Man  nehme 
an,  dafs  man  das  Instrument  auf  einen  beliebigen  Werth  a 
bei  irgend  einem  Nonius  eingesteUt  und  dafs  man  in  dieser 
Lage  die  Neigung  der  Umdrehungsaxe  b  gefunden  hat.  Dann 
stelle  man  nach  einander  auf  a  +  120®  und  a  +  240®  ein 
und  es  seien  &i  und  63  die  Neigungen,  welche  man  in  diesen 
beiden  Lagen  beobachtet.  Substituirt  man  nun  diese  Werthe 
in  die  obige  Formel,  löst  die  Cosinus  auf  und  bedenkt,  dafs: 

,  CO«  120  =  —  t 

und: 

Bin  120  =  +  J  1/8 
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femer: 

CO«  «40  =  —  i 

und: 

sin  240  =  —  i  1/8 

SO  erhält  man  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

6    =  t'  +  tco6(a-*a^) 

bt    =  f  -^  ^  i  cos  (a— CTo)  +   M  s'O  (rt~«o)  l^  ^ 

(s  =  t'  +   1 1  cos  (a— a^,)  —  I  «  sin  (a— Oq)  I/*^ 

Addirt  man  diese  drei  Gleichungen,  so  findet  man: 

V  _   ft  +  ^  +  fa> 

8 

Zieht  man    aber  die   dritte   Gleichung   von   der  zweiten 
ab,  so  wird: 

.   .    ,  V        bi  —  bt 

t  sin  (a^a^)  = 

und,  wenn  man  die  zweite  und  dritte  Gleichung  addirt  und 
davon  die  doppelte  erste  Gl<dchung  abzieht: 

bi  +  bi  --  2b 


t  cos  (a— Oq)  ~ 


8 


Nivellirt  man  also  die  horizontale  Aze  in  drei  Stellun- 
gen, welche  die  Peripherie  in  gleiche  Theile  theilen,  so  kann 
man  durch  diese  Formeln. die  Grröfsen  t,  t'  und  o^  und  damit 
die  Neigung  b  fiir  jede  andere  Einstellung  nach  der  Formel: 

6  =  i'  —  t  cos  (a—ao) 

finden. 

um  ntm  den  Collimationsfehler  zu  finden,  beobachtet  man 
dasselbe  Object  sowohl  bei  Kreis  rechts  als  auch  bei  Kreis 
links  und  liest  beide  Mal  das  Azimut  ab.  Ist  a  die  Ablesung 
bei  Kreis  links,  c^  die  bei  Kreis  rechts  gemachte  Ablesung, 
so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

e  ^  a  — Oo  +  90  +  6  cotang  2  +  c  cosec  z 
e  =  «'-»ao  —  90  —  6'  cotang  2  —  c  cosec  z 
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aus  denen  man  erhält; 

c  cosec  2  = 90 cotans  z 

2  2  ^ 

Kennt  man  also  die  Neigungen  b  und  b'  in  beiden  La- 
gen und  liest  man  am  Höhenkreise  die  Zenithdistanz  z  des 
Objects  ab,  so  kann  man  also  durch  Beobachtung  desselben 
Objects  bei  verschiedenen  Lagen  des  Kreises  den  Collima- 
tionsfehler  finden. 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  sich  das  Femrohr 
im  Mittelpuncte  der  Theilung  befindet  oder  dafs  man,  wenn 
dasselbe  an  dem  einen  Ende  der  Äxe  angebracht  ist,  ein  un- 
endlich entferntes  Object  beobachtet  hat.  Ist  dies  nun  aber 
nicht  der  Fall,  so  mufs  man  an  den  gefimdenen  Collimations- 
fehler  noch  eine  Correction  anbringen.  Wenn  man  nämlich 
ein  Object  O  Fig.  17  mit  dem  Femrohr,  welches  sich  an  dem 
Ende  F  der  Axe  befindet,  beobachtet,  so  steht  dies  in  der 
iüchtung  OF.  Der  Winkel  OFK  sei  90  +  c^.  Denkt  man 
sich  nun  im  Mittelpimcte  des  Kreises  M  ein  Femrohr  nach  O 
hin  gerichtet,  so  wird  der  Winkel  OMK  nach  dem  vorigen 
gleich  90  +  c  sein.  Ist  O  unendlich  weit  entfernt,  sodafs  MO 
parallel  OF  wird,  so  wird  man  90+  Co  statt  90  +  c  setzen 
können;  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  wird  man  haben: 

c  zz  c^  -^  MOP 
Da  nun  aber: 

tang  MOF  =  -?- 

A 

ist,    wenn  man  die  Entfernung  OM  des  Objects  mit  A  und 
die  halbe  Axe  des  Instruments  mit  q  bezeichnet,  so  ist: 

Ist  also  das  Femrohr  an  einem  Ende  der  Axe  und  liest 
man  das  Azimut  desselben  bei  Kreis  links  ab,    so  wird  man 

dasselbe  um  den  Winkel  ~-  zu  klein,  bei  Kreis  rechts  daher 
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Utn  denselben  Winkel  zu  grofs  erhalten.  Bezeichnet  man  da- 
her die  erstere  Ablesung  mit  a',  den  Collimationsfehler  mit  c^, 
so  hat  man  die  zwei  Gleichungen: 

ß  =  a  —ÖQ    +90+6  cotang  ^^   +  (<?o  +  "T" )  ^^^^^  ^ 

e  —  a'—a^  —  90  —  6'  cotang  ^  ~"  l^'o  +  "T")  coaec  z 

aus  denen  man,  wenn  A  anderweitig  bekannt  ist  den  Colli- 
mationsfehler bestimmen  kann. 

Wenn  man  kein  irdisches  Übject  zur  Beobachtung  an- 
wenden kann»  so  kann  man  den  Collimationsfehler  auch  durch 
einen  Stern  z.  B.  den  Polarstem  bestimmen.  Stellt  man 
nämlich  zu  einer  Zeit  t  auf  den  Polarstem  ein  und  liest  das 
Azimut  ab,  kehrt  man  dann  das  Instrument  um  und  bringt 
den  Polarstem  wieder  zur  Zeit  t  auf  das  Fadenkreuz,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen: 

e  =  a— Oq  +  90  +  6  cotang  z  +  c  couec  z 

und: 

€^  =  a—%  —  90  —  6' cotang  z  —  <;  cosecz 

und  da  nun: 

dA 


/  =  «  +  ^  iif-O 


dA 


ist,  wo  —   die  Aenderung  des  Azimuts  in   der  Einheit   der 
dt 

Zeit  bezeichnet,   so  erhält  man: 

a'-a        ^^       dA      /-t        b'+b 

c  cosecz  =  —  90 r-  .  —  cotang  z 

2  dt         2  2  ^ 

Um  endlich  den  Indexfehler  A^  zu  bestimmen,  stellt  man 
wieder  auf  einen  tjekannten  Stern,  gewöhnlich  den  Polarstem 
ein  und  liest  das  Azimut  A  ab.  Ist  dann  t  der  Stundenwin- 
kel des  Sterns,  so  erhält  man  das  wahre  Azimut  e  durch  die 
Formeln: 

sin  z  sin  ^  =  cos  ö  sin  t 

sin  z  cos  e  =  —  cos  q)  sin  6  +  sin  <p  cos  ö  cos  t 


460 

und  hat  dann: 

AA  =  e—A  7  b  cotang  2  =f  6  cosec  z 

wo   das   obere  Zeichen  för  Kreisende  links ,    das  untere  für 
Eoreis  Ende  rechts  gilt. 

9.  Dient  das  Instrument  nur  zum  Messen  von  Azimutal- 
winkeln,  so  heifst  dasselbe  Theodolith.  Oft  ist  nun  aber  ein 
solches  Instrument  noch  mit  einem  Höhenkreise  verbunden, 
sodafs  man  mit  demselben  sowohl  Azimute  als  auch  Höhen 
beobachten  kann.  Dann  ist  an  dem  einen  Ende  der  Axe, 
wie  schon  vorher  angegeben,  ein  innerer,  die  Nonien  tragen- 
der Kreis  festgeklemmt  und  mn  diesen  dreht  sich  der  ge- 
theilte  Kreis,  welcher  mit  der  Umdrehungsaxe  fest  verbunden 
ist.  Hat  man  dann  zuerst  in  einer  Lage  des  Instruments  auf 
ein  Object  eingestellt  und  die  Nonien  des  Höhenkreises  abge- 
lesen, so  dreht  man  das  Instrument  um  180^  im  Azimut  und 
stellt  wieder  auf  dasselbe  Object  ein.  Zieht  man  nun  die 
Ablesung  in  der  zweiten  Lage  von  der  in  der  ersten  ab  oder 
umgekehrt,  je  nachdem  die  Richtung  der  Theilung  ist  und 
halbirt  diesem  Unterschied,  so  erhält  man  die  Zenithdistanz 
des  gemessenen  Gegenstandes  oder  streng  genommen  die  Ent- 
fernung von  demjenigen  Puncto,  in  welchem  die  senkrechte 
Umdrehungsaxe  des  Instruments  die  Himmelskugel  trifft  oder 
von  dem  früher  mit  P  bezeichneten  Puncto.  Denkt  man  sich 
nun  wieder  das  Coordinatensystem,  dessen  Ebene  der  xy  die 
horizontale  Ebene  des  Instruments  ist,  so  wird  die  Coordinate 
z  des  Punctes  O,  auf  welchen  das  Femrohr  gerichtet  ist,  für 
dies  System  gleich  dem  Cosinus  von  PO.  Denkt  man  sich 
nun  ein  zweites  Axensjstem,  in  welchem  die  Axe  der  y  der 
Axe  des  Instruments  parallel,  also  nach  dem  vorher  mit  K 
bezeichneten  Puncte  gerichtet  ist  und  wo  die  Axe  der  z  mit 
P  und  K  in  einem  Verticalkreise  liegt,  so  sind  die  Coordina- 
ten  y  und  z  des  Punctes  O  für  dies  System  ^  sin  c  und 
cos  c  cos  /,  wenn  man  den  Winkel  zwischen  der  Axe  der 
z  und  dem  Objecte  z'  nennt.  Da  nun  die  Axen  der  z  in 
beiden  Coordinatonsystemen  den  Winkel  i  mit  einander  ma- 
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eben,  so  hat  man  nach  den  Formeln  fiir  die  Transformation 
der  Coordinatcn: 

cos  PO  =  —  sin  c  sin  t'  +  cos  i  cos  c  cos  2' 

=  cos  (t'  +  c)  cos  ^  2'  *  —  cos  (jf^c)  sin  J  s'  * 

z*  ist  nun  der  wirklich  am  Höhenkreise  abgelesene  Winkel, 
dagegen  ist  PO  die  auf  das  Zenith  des  Instruments  bezogene 
Zcnithdistanz.     Man  findet  aber,  da: 

cos  z   =  cos  J  c      —  sm  $  2 
cos  7^0 -^  cos  /  =  -2  sin  i(^-i'c)^C09  J  2"  +  2  sin  ^  (t'-c)*sin  J  2' ^ 

Schreibt  man  nun: 

2  sin  4  [af-PO]  sin  h  [z+PO] 
statt: 

cos  PO  —  cos  zf 
und  setzt  man  2  ^r'  statt  z'  -\-  PO  und  statt: 

sin  i  (z'-PO) 

den  Bogen y  was  immer  erlaubt  ist,  wenn  die  Fehler  des  In- 
struments kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man: 

PO  =  2'  +  sin  5  (i+c)  *  cotang  J  s'  -  sin  J  (if-c)  '  tang  J  sf 

Der  Winkel  ^  wird  bestimmt  durch  die  Gesichtslinie  des 
Femrohrs.  Da  man  nun  die  Zenithdistanzen  gewöhnlich  etwas 
rechts  oder  links  von  dem  Mittelfaden  einstellt,  so  wird  da- 
durch c  um  diesen  ganzen  Winkel,  um  den  man  die  Einstel- 
lung von  der  Mitte  entfernt  vorgenommen  hat>  geändert.  Setzt 
man  einmal  der  Einfachheit  wegen  t"  =  0,  da  man  es  immer 
in  der  Gewalt  hat,  diesen  Fehler  sehr  klein  zu  machen,  so 
wird: 

PO  =  2'  +  sin  J  c'  cotang  |  2'  —  sin  |  c*  tang  |  z 
=  2;'  +  2  sin  ^  c  '  cotang  z 

WO  der  Werth  2  sin  |  c  ^  natürlich  in  Secunden  ausgedrückt, 
also  mit  206265  multiplicirt  sein  mufs.  Ist  nun  z.  B.  c  «  !(/, 
so  wird: 

2  sin  J  c*  =  0".87. 
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Wenn  daher  s!  ein  kleiner  Winkel  ist»  also  das  Object  nahe 
am  Zenith  steht,  so  kann  die  Correction: 

2  sin  1^  c  ^  cotang  J 

sehr  bedeutend  werden.  Es  gilt  daher  die  Regel,  dafs  wenn 
man  Zenithdistanzen ,  welche  weit  kleiner  als  45®  sind,  zu 
nehmen  hat,  man  sehr  sorgfaltig  in  der  Mitte  des  Gesichts- 
l'eldeSi  also  so  nahe  als  möglich  am  Fadenkreuze  einzustellen 
hat.     Nahe  am  Horizonte  ist  dies  gleichgültig. 

Bisher  sind  nun  die  Zenithdistanzen  nicht  auf  das  Ze- 
nith Zy  sondern  auf  den  Pol  P  des  Instruments  bezogen. 
Wenn  aber  V  nicht  mit  Z  zusammenfällt,  so  wird  nicht  PO 
sondern  ZO  die  wahre  Zenithdistanz  sein.  In  diesem  Falle 
bleibt  indessen  alles  dasselbe  wie  vorher,  nur  hat  man  statt 
der  Neigung  i  der  horizontalen  Axe  des  Instruments  gegen 
die  Ebene  des  Azinrntalkreisos  jetzt  die  Neigung  desselben 
gegen  den  Horizont: 

i  —  i  cos  (rt  —  a^ 

zu  nehmen  und  von  der  Ablesung  am  Höhenkreise  noch  die 
Projection  von  PZ  auf  den  Höhenkreis  oder  die  Gröfse: 

t  sin  (a  —  a^ 

abzuziehen,  sodafs  man  hat: 

ZO  =  j^  —  t  sin  (a— Oo)  +  sin  \  (b-hc)  '  cotang  ^  ä'  —  sin  4^  (fi^c)*  tang  ^ :/ 

Den  Winkel: 

t  sin  (a  —  a^) 

bestimmt  man  durch  ein  am  Nonicnkreisc  befestigtes  Niveau. 
Fiele  nämlich  der  Pol  des  Instruments  ins  Zenith,  so  würde 
der  höchste  Punct  des  Nonienkreises  in  beiden  Lagen  des 
Instruments  derselbe  sein.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so 
wird  in  jeder  Lage  ein  andrer  Punct  des  Kreises  am  höch- 
sten oder  nach  dem  Zenith  gerichtet  sein.  Man  mufs  daher 
in  jeder  Lage  den  Stand  des  Niveau's,  welches  den  höchsten 
Punct  bestimmt,  ablesen.  Die  Theilung  des  Höhenkreises 
gehe  nun  bei  Kreis  links  von  der  Linken  zur  Rechten,  wenn 
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man  vor  demselben  steht.  Ist  dann  4  die  Ablesung,  welche 
man  bei  der  Einstellung  auf  ein  Object  gemacht  hat  und  Z' 
der  unbekannte  Punct  des  Zeniths  des  Kreises ,  so  wird  die 
Zenithdistanz: 

Z!  —  4  bei  Kreis  links 
und: 

i^Z!  bei  Kreis  rechts 

wo  ^  die  in  der  letzteren  Lage  gemachte  Ablesung  bezeich- 
net. Die  Blase  des  Niveau's  schlage  nun  bei  Kreis  links 
nach  rechts  aus,  so  wird  man  für  die  Zenithdistanz  4  einen 
zu  grofsen  Winkel  ablesen  und  hat  daher  noch  die  Correc- 
tion  —  I  (f*— 0  anzubringen,  wo  r  den  rechten,  l  den  linken 
Ausschlag  der  Blase  des  Niveau's  bezeichnet«  Ist  dann  e 
der  Werh  eines  Niveautheils  in  Secunden,  so  wird  die  Ze- 
nithdistanz z  ^  bei  Kreis  links: 

s'  =  Z-4  +  i(r-Oe 
und  bei  Kreis  rechts: 


mithin : 


.'  =  i  (^_^)  +  kir-Ds-Hr'-Ih 


und: 


2  2 


An  die  so  bestimmte  Zenithdistanz  /  hat  man  dann  noch 
wegen  der  Neigung  b  und  des  Collimationsfehlers  c  die  Cor- 
rection  anzubringen: 

+  sin  I  (ft  +  c)  '  cotang  J  z'  —  sin  J  (h—c)  *  tang  |  J 

10.  Aus  den  Formeln  für  das  Azimutal-  und  Höhenin- 
strument kann  man  die  Formeln  für  die  übrigen  Instrumente 
leicht  herleiten.  Das  Aequatorcal  unterscheidet  sich  von  die- 
sem Instrumente  nur  dadurch,    dafs   statt  des  Horizonts  eine 
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andre  Ebene,  nämlich  die  des  Aequators  zum  Grninde  li^. 
Ueberträgt  man  also  die  Gröfsen,  welche  man  vorher  auf  den 
Horizont  bezogen  hatte,  in  Bezug  auf  den  Aequator,  so  erhält 
man  unmittelbar  die  Formeln  för  das  Aequatoreal.  Die  Grröfse 
a  wird  dann  der  an  dem  Instrumente  ablesene  Stundenwinkel, 
t  wird  die  Neigung  der  Umdrehungsaxe,  an  welcher  das 
Femrohr  befestigt  ist,  gegen  die  Ebene  des  dem  Aeqnator 
parallelen  Kreises,  welcher  der  Stundenkreis  des  Instruments 
genannt  wird.  Femer  wird  i  die  Neigung  des  Stundenkreises 
gegen  dem  Aequator  und  90  +  c  ist  wieder  der  Winkel,  un- 
ter welchem  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  gegen  die  Um- 
drehungsaxe  geneigt  ist- 

Ebenso  leicht  erhält  man  nun  die  Formeln  für  diejen^n 
Instrumente,  mit  welchen  man  nur  in  bestimmten  Coordina- 
tenebenen  beobachtet.  Das  Mittagsfemrohr  z.  B.  wird  immer 
nur  in  der  Ebene  des  Meridians  gebraucht,  also  wird  fiir  dies 
Instrument  die  Gröfse  a— Oq  +90  nothwendig  nur  wenig  von 
Null  verschieden  sein.  Bezeichnet  man  die  kleine  Gröfse, 
um  welche  dieselbe  von  Null  abweicht,  durch  —  ä;,  so  gehen 
die  in  Nr.  6  fiir  das  Azimutalinstrument  gegebenen  Formeln 
über  in: 

e  =  ~  ib  +  6  cotang  z  «f  c  cosec  z    Kreis  links 
6  =  — <  ik  —  6  cotang  2  •—  c  cosec  z    Kreb  rechts 

Dies  e  wird  nun  bewirken,  dafs  man  das  Gestirn  nicht 
genau  in  der  Ebene  des  Meridians,  sondern  etwas  entf<ramt 
davon  beobachtet  und  zwar  wird  man  das  Gestirn,  wenn  e 
negativ  ist,  vor  der  Culmination  beobachten.  Es  sei  nun  r 
die  Zeit,  welche  man  zur  Beobachtungszeit  hinzuzulegen  hat, 
um  die  Durchgangszeit  durch  den  Meridian  zu  erhalten,  so 
ist  7  der  Stundenwinkel  des  Gestirns  im  Augenblicke  der 
Beobachtung,  aber  östlich  positiv  genommen.     Da  nun: 

sin  z 

sin  r  =  —  sin  c  . x 

cosO 

oder: 

sin  2 


r  =  —  c 


cos  6 
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80  gehen  die  vorigen  Formeln  über  in 


cos  z        .   8in  2 


7  —   —  h  =;  +  k  =:    —  c  sec  6     Kreis  links  (Ost) 

coso  coso 

und: 

cos  z        .    sin  z 


7  =    +   Ä 


i.  +  k.  =    +  c  sec  6     Kreis  rechts  (West) 

coso  coso 


Dies  sind  die  Formeln  ftir  das  Mittagsfemrohr.  Die  Gröfse 
h  bedeutet  hier  die  Neigung  der  horizontalen  Umdrehungsaxe 
gegen  den  Horizont  und  k  ist  das  Azimut  des  Instruments, 
um  welches  dasselbe  zu  weit  nach  Osten  gerichtet  ist. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  erhält  man  die  Formeln  fiir 
das  Passageninstrument  im  ersten  Vertical.  Es  ist  nämlich 
nach  Nr.  6  des  ersten  Abschnitts: 

cotang  A  sin  /  =  —  cos  9  tang  6  +  sin  qp  cos  V 

oder  9  wenn  man  das  Azimut  e  vom  ersten  Verticale  ab  zählt, 
sodafs  -4  =  90  -I-  «  ist: 

tang  e  .  sin  /  =  cos  9  tang  5  —  sin  q)  cos  t 

Ist  nun  0  die  Zeit,  zu  welcher  der  Stern  wirklich  im 
ersten  Verticale  war,  so  wird: 

0  =  cos  9  tang  Ä  —  sin  <p  cos  0 

oder,  wenn  man  beide  Formeln  von  einander  abzieht: 

tang  €  sin  <  =  2  sin  9  sin  J  (<— 0)  sin  \  (^  +  0) 

» 

Hieraus    erhält    man,    wenn   e  sehr   klein,    also  t  nahe 

gleich  0  ist: 

e  =  (/— 0)  sin  9 

oder: 


0  =  /  - 


8tn  9 

Setzt  man  nun  hier  ftir  e  den  vorher  gefundenen  Ausdruck: 
c  =  —  i;  ±  6  cotang  z  ±.  c  cosec  z 

30 
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so  erhält  man  fiir  das  Passageninstruinent  im  ersten  Vertical 
die  Formel: 

k  ,    cotang  z  ^      cosec  2 

sin  q)  sin  q)  sin  q> 

Diese  Formeln  werden  in  der  Folge  noch  direct  abge- 
leitet werden.  Hier  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  verschiedenen  Instrumenten  zu  zeigen. 


in.     Das  AequatoreaL 

11«  Wie  das  Höhen-  und  Azimutalinstrument  dem  er- 
sten Coordinatensysteme  der  HcJhen  und  Azimute  entspricht, 
so  hat  man  auch  ein  dem  zweiten  Coordinatensysteme  der 
Stundenwinkel  und  Declinationen  entsprechendes  Instrument, 
das  Aequatoreal,  welches  sich  von  dem  ersteren  nur  dadurch 
unterscheidet,  dafs  der  früher  horizontal  liegende  Kreis  jetzt 
dem  Aequator  parallel  ist.  Es  sei  nun  P  der  Wcltpol  und 
TI  der  Pol  des  Aequator-  oder  Stundenkreises  des  Instruments» 
es  sei  femer  A,  der  Bogen  des  gröfsten  Kreises,  welcher  zwi- 
schen diesen  beiden  Polen  enthalten  ist,  und  h  der  Stunden- 
winkel des  Poles  des  Instruments.  Endlich  sei  i  der  Winkel, 
welchen  die  den  Declinationskreis  tragende  Axe  (die  De- 
clinationsaxe)  mit  dem  Stundenkreise  macht,  und  K  der  Punct 
in  welchem  die  Verlängerung  dieser  Axe  nach  der  Seite  des 
Eüreisendes  zu  die  scheinbare  Himmclskugel  trifft  und  D  die 
Declination  dieses  Punctes.  Man  nehme  dann  wieder  als 
Anfangspunct  der  Zählung  der  Stundenwinkel  auf  dem  In- 
strumente diejenige  Ablesung  ^,  welche  man  macht,  wenn  K 
mit  P  und  11  in  einem  Declinationskreise  liegt.  Femer  nehme 
man  für  jede  andre  Ablesung  immer  denjenigen  Punct  der 
Theilung,  in  welchem  dieselbe  von  dem  verlängerten  Bogen 
T\K  getroffen  wird,  ein  Punct  der  immer  um  einen  constan- 
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ten  Winkel  von  dem  durch  die  Nonien  angegebenen  Puncto 
verschieden  ist.  Der  Stunden  winkel,  auf  dem  wahren  Aequator 
aber  von  demselben  Anfangspuncte  gezählt,  sei  T, 

Denkt  man  sich  nun  wieder  drei  auf  einander  senkrechte 
Coordinatenaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene 
des  wahren  Aequators  steht,  während  die  beiden  anderen  in 
der  Ebene  desselben  liegen  und  zwar  so,  dafs  die  Axe  der  y 
nach  dem  Puncte  gerichtet  ist,  von  dem  aus  die  Stunden  Win- 
kel gezählt  werden  sollen,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des 
Punctes  K  auf  diese  Axen  bezogen: 

2  =  Sin  Z),  y  =  cos  D  cos  T,  x  =  cos  D  sin  T 

Femer  sind  die  Coordinaten  von  K^  bezogen  auf  drei 
rechtwinklige  Coordinatenaxen,  von  denen  die  eine  senkrecht 
auf  dem  Stundenkreise  des  Instruments  steht,  während  die 
beiden  anderen  in  der  Ebene  desselben  liegen  und  wo  die 
Axe  der  x  mit  derseUb^Axe  des  vorigen  Systems  zusam- 
menfallt: 

z  =  sini',  y  =  cos  t'  cos  (<— <;,),  x  =  cos  e'  sin  (t—i^ 

Da  nun  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Win- 
kel A  mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  i\xt 
die  Transformation  der  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

sin  D  =  cos  X  sin  t'  —  sin  X  cos  i'  cos  {t—t^ 
cos  Z>  sin  T  =  cos  Ü  sin  (t  —  t^) 
cos/^cosT  =  sin  X  sin  t    +  coi»  X  cos  «'  cos  (t  —  f^) 

Da  nun  A,  ü  und  D,  wenn  das  Instrument  nahe  be- 
richtigt ist,  sehr  kleine  Gröfsen  sind,  so  erhält  man  hieraus: 

/>  =  j'  -  A  cos  (t-Q 
T  =  t-^t^ 

Das  Femrohr  ist  nun  an  der  Axe,  welche  den  Declina- 
tionskreis  trägt,  befestigt  und  man  nehme  an,  dafs  die  Richtung 
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der  Gesichtslinie  desselben  nach  dem  Objective  zu  mit  der  Seite 
der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90  -f-  c  macht,  wo  c 
wieder  der  Collimationsf'chler  genannt  wird.  Ist  nun  das 
Fernrohr  a,}if  einen  Punct  des  Himmels  gerichtet,  dessen  De- 
clination  6  und  dessen  Stundenwinkel  von  dem  angenonmienen 
Änfangspuncte  gezählt,  r  ist,  so  sind  die  Coordinaten  dieses 
Punctes: 

z  :=  sin  Sy  y  =  cos  S  cos  r  and  x  =  cos  6  sin  r 

Nun  geht  die  Theilung  auf  dem  Kreise  von  Süden  darch 
Westen,  Norden,  Osten  von  (P  bis  360^  oder  von  0*  bis  24*. 
Geht  also  das  Kreisende  in  der  Kectascension  dem  Femrohre 
voran,  so  zeigt  dieses  nach  einem  Puncto,  dessen  Stunden- 
winkel kleiner  ist  als  der  des  Punctes  K*  Denkt  man  also 
die  Axe  der  y  nach  dem  Puncto  gedreht,  wo  dieselbe  in  einem 
Declinationskreise  mit  K  liegt,  wenn  das  Femrohr  auf  das 
Objeot  gerichtet  ist,  so  werden  dann  die  Coordinaten: 

2  =  sin  Ä,   y  =  cos  6  cos  (T'-t)^   a:  =  cos  Ä  sin  (T—r) 

Folgt  dagegen  das  Kreisende  dem  Femrohre  in  der 
Kectascension,    so  mufs  man  für  die  Coordinaten  nehmen: 

z  =  sind,  y  =  cos  d  cos  (r— 50,   x  =  cos  6  sin  (r—T) 

Denkt  man  sich  nun  den  Punct  O,  nach  welchem  das 
Femrohr  gerichtet  ist,  auf  ein  Axensystem  bezogen,  von  wel- 
chem die  Axe  der  y  parallel  der  Declinationsaxe  des  Instru- 
ments, also  nach  K  ge];^chtet  ist  und  die  Axe  der  x  mit  der 
entsprechenden  Axe  des  vorigen  Systems  zusammenfallt,  so 
sind  die  drei  Coordinaten  des  Punctes  O,  wenn  man  mit  6' 
die  am  Kreise  abgelesene  Declination  bezeichnet: 

2  =  sin  ö'  cos  c,   y  =  —  sin  c 

und: 

X  =  cos  5'  cos  c 
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Da  nun  die  Axen  der  z  In  beiden  Systemen  den  Winkel 
D  mit  einander  bilden ,  so  hat  man  nach  den  Formeln  fiir 
die  Transformation  der  Coordinaten: 

—  sin  c  =  cos  6  cos  (f—  T)  cos  i>  +  sin  6  sin  D 
oder: 

—  c  =  cos  6  cos  (r—  T)  +  /> .  sin  6 

mithin,  wenn  man  fiir  D  und  T  die  vorher  gefundenen  Werthe 

setzt: 

—  c  =  [«  —X  cos  0— /q)]  sin  d  +  cos  6  cos  [»'  — 0  — 'o)] 

Daraus  folgt,  dafs: 

cos[r-.0-/o)] 

eine  kleine  Gröfse  ist.     Schreibt  man  also: 

sin  [90  -  r  +  (/-/o)] 
statt: 

cos  [r  -  0  -  ^o)] 

so  kann  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  er- 
hält dann  den  wahren  Stundenwinkel: 

r  =  90  +  0— <o)  —  ^  ^^  (^— ^o)  t*^  8  +  i  tong  d  +  c  sec  A 
wenn  das  Kreisende  dem  Fernrohre  folgt,  und: 

r  =  (Jt—t^)  —  90  —  ^  cos  0— <o)  tang  6  —  %  tang  ö  —  c  sec  ö 

wenn  das  Kreisende  dem  Femrohre  vorangeht. 

Will  man  die  Angaben  der  Nonien  einführen,  so  ist, 
wenn  t  diese  Ablesung  am  Nonius  und  A£  den  Indexfehler 
desselben  bezeichnet:' 

r  =  <  +  A/  —  A,  sin  (r— ä)  tang  8  ±  i  tang  ö  ±  c  sec  6 

Da  nämlich  jetzt  die  Stundenwinkel  vom  Meridiane  ab 
gerechnet  sind,  so  ist,  wenn  das  Kreisende  folgt: 

r-Ä  =  r+  90  =  <-io  +  ^ö 
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und  wenn  dasselbe  vorangeht: 

r-Ä  =  r—  90  =  t--t^  —90 

Die  Coordinaten  des  Punctes,  auf  welchen  das  Femrohr 
gerichtet  ist,  sind  in  Beziehung  auf  den  wahren  Aequator 
aber  vom  Meridiane  des  Instruments  an  gerechnet: 

2  =  sio  6,  y  =  cos  Ä8in(r— Ä) 
und: 

X  =  C08  6  C06  (j—K) 

Dieselben  Coordinaten  bezogen  auf  drei  Axen,  von  de- 
nen die  der  ;/'  mit  der  vorigen  zusammenfällt,  während  die 
der  z  senkrecht  auf  dem  Stundenkreise  des  Instruments  an- 
genommen wird,  sind: 

z  =  sin  6',  y  =  cos  &  sin  (t'  — Ä),  x  =  cos  6  cos  (/— ä) 

WO  t'  —  h  die  Ablesung  am  Kreise  ebenfalls  vom  Aleridianc 
des  Instruments  ab  gezählt  ist.  Da  nun  die  Axen  der  z  in 
beiden  Systemen  den  Winkel  a  mit  einander  bilden,  so  hat 
man  die  drei  Gleichungen: 

cos  ö'  sin  (/— Ä)  =  cos  6  sin  (r— /*) 
cos  6'  cos  (/  — Ä)  =  cos  Ö  cos  (r—h)  cos  X  —  sin  ö  sin  X 
sin  6'  =  cos  ö  cos  (f—h)  sin  A  +  sin  ö  cos  X 

Hieraus  erhält  man: 

sin  6'  =  sin  6  +  X  cos  ö  cos  (t— /*) 
cos  6*  =  cos  ö  —  X  sin  6  cos  (r  —  //) 

also: 

ö  =  6'  -  X  cos  (7-Ä) 

oder,  wenn  man  mit  Aö  noch  den  Indexfeldcr  bezeichnet: 

6  =  ö'  +  A6  -  Acos  (r-Ä) 
Diese  Gleichung  gilt,  wenn  die  Theilung  des  Kreises  im 
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Sinne  der  Declinationen  fortgeht,  im  andern  Falle  muls  man 
nehmen: 

ö  =  360  -  6'  -  Aö  +  A  cos  (r-Ä) 

Das  vorige  setzt  nun  aber  voraus,  daTs  die  Fehler  c  und 
i  Null  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mufs  man  statt  des 
an  dem  Kreise  abgelesenen  S  in  die  beiden  vorigen  Formeln 
einfuhren:*) 

S  -  sin  i(*'  +  ^)*tang(45  +  J'<5)  +  sin  J  0''-c)' cotong  (45  +  JA) 

12«  Die  Fehler  %  und  c  kann  man  durch  die  Beobach- 
tung zweier  Sterne,  von  denen  der  eine  dem  Pole  und  der 
andre  dem  Aequator  nahe  steht  und  von  denen  jeder  in  bei- 
den Lagen  des  Kreises  beobachtet  wird,  finden.  Dann  eriiält 
man  nämlich  iiir  jeden  Stern  die  beiden  Gleichungen: 

r  =  /  +  Ar  —  A  sin  (r— A)  tang  6  +  t'  tang  b  +  c  sec  6 

wenn  der  Kreis  folgt  und: 

r,  =  7',  +  Ar  —  A  sin  (r,— ä)  tang  6  —  i*  tang  tf  —  c  sec  Ä 

wenn  der  Kreis  vorangeht.  Folgen  nun  die  beiden  Beob- 
achtungen schnell  aufeinander,  sodafs  r^^r  eine  kleine  Gröfse 
ist,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Stemzeiten  der  beiden  Be- 
obachtungen mit  0  und  0^  bezeichnet: 

t  tang  0  +  c  sec  6  =  ^ ^       ^— — — 

^  [e-Vj-j0^-V] 
2 

und  aus  dieser  Gleichung  wird  man  in  Verbindung  mit  der 
ähnlichen  Gleichung,  welche  die  Beobachtungen  des  zweiten 
Sterns  geben,  %   und  c  bestimmen  können. 


*)  Vorgl.  Nr.  9  diese:<  Abschnitts. 
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Kennt  man  so  die  Fehler  i  und  es  so  erhält  man  die 
Fehler  der  Aufstellung  des  Instnunents,  X  und  h^  und  die 
Fehler  der  Nomen  durch  die  Beobachtung  eines  bekannten 
Sterns.     Man  hat  nämlich,  wenn  das  Kreisende  folgt:*) 

r  =  /  +  Ar  —  A,  sin  (r— Ä)  tang  d 
Ä=  Ä'+  AÄ  -  AcosCr-Ä) 

wenn  nämlich  bei  dieser  Lage  des  Kreises  die  Theilung  des- 
selben im  Sinne  der  Declination  fortgeht.  Für  eine  zweite 
Beobachtung  desselben  Sterns  hat  man  ebenso: 

r,  =  7/  +  A  r  —  A,  sin  (r,  —  A)  tang  ö 
Sf  =  6/  +  Aö  —  X  cos  (r,— Ä) 

Setzt  man  nun: 

\r-r'\  -  [r-r,'\  =  T 
und: 

so  erhält  man: 

r  =  2  A  tiiDg  Ö  C08    f^-^    -  Ä^sin  ^ 


und: 


oder: 


/>  =  —  2  A  sin  (  -^ —    —  Ä     sm 

\    2  y  2 


tang    r-^  -  Ä  j  =   -  ^  tang   6 


und: 


x  =  -  ^'' 


sin 


( —  h    )  «Hl    ^ 

V  2       ;       2 


*)  Wo  jetzt  /  und  &  von  den  Fehlem  c  nnd  i'   schon  befreit  an« 
genommen  werden. 


473 

Die  Indezfehler  der  Nonien  erhält  niao  dann  aus  den 
ursprünglichen  Gleichungen  für  r  oder  7'  und  8  oder  6^.  Da 
nun  die  am  Instrumente  abgelesenen  Gröfsen  r',  7^',  d'  und 
5/  alle  mit  der  Bcfraction  behaftet  sind,  so  mufs  man  auch 
für  Ty  7^y  6  und  6^  die  scheinbaren,  durch  die  Belraction  ge- 
änderten Stundenwinkel  und  Declinationen  anwenden.  Hat 
man  aber  nicht  sehr  nahe  am  Horizonte  beobachtet,  so  kann 
man  fiir  die  Beiraction  den  einfachen  Ausdruck  setzen: 

dh  =  57"  cotang  h 

und  erhält  dann  die  entsprechenden  Aenderungen  des  Stun- 
den winkeis  und  der  Declination  durch  die  Formeln: 


d<  =  —  57"  cotang  h  . 


sinp 
cos  5 

und: 

d6  ^  •¥  57".  cotang  A  .  cosp 

wo  p  der  paraUactische  Winkel  ist,    welcher  durch  die  For- 
meln gefunden  wird  (I  Nr.  7): 

cos  q>  cos  t  =  n  sin  iV 
sin  q)  =  r»  cos  N 


oder: 


^    cos  9  sin  / 
*^^  '^  "■  ncos(Ä  +  iV) 


cos  A  sin  p  =  cos  q)  sin  < 
cos  h  cosp  =  n  cos  (6-f  iV) 


Die  Höhe  h  findet  man  dann  durch  die  Gleichung: 

sin  A  =  n  sin  (A'-f  6) 

Substituirt    man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke  fiir  dt 
und  (25,  so  erhält  man  auch: 

57''  cos  9  sin  / 


cos  Ä  sin  (Ä+JV) 
dÄ  =  +  67"  cotang  (iV^+6) 
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Da  nun  sin  p  immer  das  Zeichen  von  sin  t  hat,  so  wird 
der  Stundenwinkel  der  Sterne  durch  die  Rcfraction  immer 
▼ermindert  im  ersten  und  zweiten  Quadranten,  dagegen  yer- 
grcSrsert  oder  der  absolute  Werth  ebenfalls  vermindert  im  drit- 
ten und  vierten  Quadranten. 

Ist  ö  <^  9,  so  ist  sin  ö  cos  9  immer  kleiner  als  cos  6  sin  q> 
also  ist  dann  cos  p  immer  positiv.  Dann  wird  also  die  De- 
clination  durch  die  Kefiraction  stets  vergröfsert.  Ist  dagegen 
6  ^  cp,  so  ist  cos  p  im  zweiten  und  dritten  Quadranten  von 
t  immer  positiv,  dort  wird  also  die  DecHnation  durch  die  Re- 
firaction  immer  vergröfsert.  Im  ersten  und  vierten  Quadran- 
ten wird  die  Declination  aber  auch  verkleinert  und  zwar  ist 
dies  der  Fall  fiir  alle  Stundenwinkel,  welche  gegeben  sind 
durch  die  Gleichung: 


tang  ö 

Hat  man  nun  die  Fehler  h  und  A  durch  die  Beobachtun- 
gen bestimmt  und  will  dieselben  wegschaffen,  so  kann  man 
dies  einfach  durch  die  VersteUung  der  Botationsaxe  des  In- 
struments in  horizontaler  und  verticaler  Richtung  bewerkstel- 
ligen. Ist  nämlich  y  der  Bogen  eines  gröfsten  Kreises,  wel- 
cher vom  Pole  des  Instruments  senkrecht  auf  den  Meridian 
gefallt  ist  und  x  die  Entfernung  der  Projection  auf  den  Me- 
ridian vom  Weltpole,  so  ist: 

tang  X  =  tang  A  cos  h 
und: 

aiiiy  =  sin  X  sin  A 

Man  bniucht  also  nur  das  eine  Ende  der  Kotationsaxe 
durch  die  zu  diesem  Zwecke  angebrachten  Stellschrauben  in 
horizontaler  Richtung  um  1/  und  in  verticaler  Richtung  um  a: 
zu  ändern. 
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IV.     Das  Mittagsfemrohr  und  der  Meridiankreis. 

13«  Das  Mittagsfemrohr  ist  ein  Azimutalinstniment,  wel- 
ches in  der  Ebene  des  Meridians  aufgestellt  ist.  Die  hori- 
zontale Drehungsaxc  des  Instruments  ist  daher  jetzt  von  Ost 
nach  West  gerichtet ,  damit  das  darauf  senkrechte  Femrohr 
sich  in  der  £bene  des  Meridians  bewegt. 

Buht  diese  Axe  wieder  anf  zwei  Stützen ,  welche  auf 
einem  Azimutalkrcise  befestigt  sind,  so  hat  man  die  Einrich- 
tung eines  tragbaren  Passageninstruments.  Bei  den  fest  auf- 
gestellten, grüfseren  Instrumenten  fällt  dagegen  dieser  Azimu- 
talkreis fort  und  die  Zapfenlager  der  Drehungsaxe  sind  an 
zwei  steinernen  und  von  dem  Beobachter  isolirt  aufgestellten 
Pfeilern  befestigt.  Das  eine  Zapfenlager  ruht  dann  auf  Schrau- 
ben, vermittelst  welcher  man  dasselbe  höher  oder  niedriger 
stellen  kann,  um  die  Uorizontalität  der  Drehungsaxe  zu  be- 
richtigen, das  andre  Zapfenlager  läfst  sich  dagegen  durch 
Schrauben  parallel  mit  der  Ebene  des  Meridians  verschieben, 
sodafs  man  hierdurch  das  Instrument  so  genau  als  möglich 
in  den  Meridian  bringen  kann. 

Das  eine  Ende  der  Axe  trägt  einen  Kreis,  welcher  bei 
einem  blos  zur  Beobachtung  der  Meridiandurchgänge  be- 
stimmten Instrumente  (Mittagsfemrohre  oder  Passageninstru- 
mente) zum  Auffinden  der  Sterne  dient.  Ist  der  Kreis  so 
genau  getheilt,  dafs  man  damit  auch  die  Meridianhöhen  der 
Sterne  beobachten  kann,  so  heifst  das  Instrument  ein  Me- 
ridiankreis. In  der  Folge  soll  der  Höhenkreis  des  Instru- 
ments zuerst  aufser  Acht  gelassen  und  dasselbe  als  blofses 
Passageninstrument  betrachtet  werden. 

Die  Umdrehungsaxe  treffe  die  scheinbare  Himmelskugel 
nach  der  Seite  des  Kreisendes  zu,  welches  auf  der  Westseite 
angenonmien  wird,  in  einem  Puncte,  dessen  Höhe  über  dem 
Horizonte  b  und  dessen  Azimut  90  —  jr,  wo  die  Azimute  wie 
gewöhnlich  von  Süden  durch  Westen  herum  von  0®  bis  360® 
gezählt  werden.     Dann  sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
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naten  dieses  Punctes  in  Bezug  auf  ein  Axensystem,  dessen 
Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  ist,  während 
die  Axen  der  x  und  y  in  der  Ebene  desselben  liegen  und 
zwar  so  9  dafs  die  positive  Seite  der  Axen  der  x  und  y  re- 
spective  nach  dem  Süd-  und  dem  Westpuncte  gerichtet  ist: 

z  =  sin  6 

y  =:   C08  h  COS  k 

X  =  cos  6  sin  ib 

Nennt  man  dann  die  Dedination  dieses  Punctes  n,  den 
Stundenwinkel  dagegen  90  — m,  so  sind  die  Coordinaten  des- 
selben, bezogen  auf  ein  Axensystem,  dessen  Axe  der  z  senk- 
recht auf  der  Ebene  des  Aequators  ist,  während  die  Axe  der 
y  mit  derselben  Axe  des  vorigen  Systems  zusammenfallt: 

2  =  sin  fi 

y  =  cos  n  cos  m 

X  =  cos  n  sin  m 

Da  nun  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Win- 
kel 90  —  9  ^^^  einander  bilden,  so  hat  man  die  Gleichungen : 

sin  n  =  sin  &  sin  9  —  cos  h  sin  k  cos  9 
cos  n  sin  m  =  sin  6  cos  9  +  cos  h  sin  k  sin  9 
cos  n  cos  m  =  cos  h  cos  k 

Ist  das  Instrument  nahe  berichtigt,  sind  also  h  und  h 
und  ebenso  in  und  n  kleine  Grröfsen,  deren  Sinus  man  mit 
den  Bogen  vertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  eins 
setzen  kann,  so  erhält  man  hieraus  die  Näherungsformeln: 

n  =  6  sin  9  —  ib  cos  9 
m  —  h  cos  9  +  il'  sin  9 

oder  auch  die  umgekehrten  Formeln: 

6  =  n  sin  9  +  m  cos  9 
jfc  =  —  n  cos  9  +  m  sin  9 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs 
mit    der  Seite  der  Umdrehungsaxe  nach  dem  Kreisende    zu 
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den  Winkel  90  -f  c  bildet  und  daPs  dasselbe  auf  ein  Object 
gerichtet  ist,  dessen  Declination  ö  und  dessen  Rectascension 
um  7  gröfser  als  die  des  culminirenden  Punctes  des  Aequators 
ist,  sodaTs  för  obere  Culminationen  r  der  östliche  Standenwinkel 
des  Sterns  ist  oder  die  Zeit,  welche  der  Stern  braucht,  um 
vom  beobachteten  Orte  zum  Meridiane  zu  gelangen,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Sterns  in  Bezug  auf  die  Ebene  des 
Aequators,  wenn  die  Axe  der  a;  im  Meridiane  angenom- 
men wird: 

2  =  sin  d,     y  =  —  cos  8  sin  r 
und: 

X  =  cos  Ö  cos  t 

oder,  wenn  man  die  Axe  der  .r  in  der  Ebene  des  Aequators 
senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe   des  Instruments  annimmt: 

;;  =  sin  6,     y  =  —  cos  Äsin  (r—m) 

und: 

X  =  cos  6  cos  (r—m) 

Dann  ist  r  — m  die  Zeit,  welche  der  Stern  braucht,  um 
von  dem  beobachteten  Orte  in  den  Meridian  des  Instru- 
ments zu  gelangen  d.  h.  in  die  Ebene,  welche  senkrecht  auf 
der  Umdrehungsaxe  steht. 

Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  und 
zwar  die  Axe  der  x  mit  der  vorigen  zusammenfallend,  die 
Axe  der  y  dagegen  nicht  mehr  in  der  Ebene  des  Aequators, 
sondern  parallel  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments,  so 
wird: 

y  =  —  sin  c 

und  da  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  ti 
mit  einander  bilden,  so  hat  man  nach  den  Formeln  fiir  die 
Transformation  der  Coordinaten: 

sin  c  =  —  pin  n  sin  6  -f  cos  n  cos  ö  sin  (f— m) 
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Für  untere  Ciilminationen  fällt  zwar  r  —  m  auf  dieselbe 
Seite  des  Meridians  des  Instruments,  da  aber  dann  der  Stern 
eher  in  den  Meridian  des  Instruments  kommt  als  an  den  Ort» 
an  welchem  derselbe  beobachtet  wird,  so  ist  7—771  negativ  zu 
nehmen,  sodafs  man  dann  fiir  die  Coordinaten  des  Punctea, 
auf  welchen  das  Fernrohr  gerichtet  ist,  erhält: 

2  =  sin  ö,     y  =  +  cos  8  sin  {r—m) 
mithin: 

sin  c  =  —  sin  n  sin  d  —  cos  n  cos  d  sin  (r^ni) 

Für  untere  Culminationen  hat  man  also  nur  das  Zeichen 
des  zweiten  Gliedes  in  der  Formel  für  c  zu  verändern;  man 
kann  daher  auch  als  allgemeine  Fonnel: 

sin  c  =  —  sin  n  sin  6  +  cos  n  cos  ö  sin  (t—m) 

nehmen    und   hat  dann  nur  flir  untere  Culminationen  180—6 
statt  8  zu  nehmen.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 

cos  n  sin  (t—in)  =  sin  n  tang  6  +  sin  c  sec  Ä 

und,  wenn  man  hierzu  die  identische  Gleichung  addirt: 

cos  n  sin  m  =  cos  n  sin  m 
80  erhält  man: 

2  cos  n  sin  J^  7  cos  [  J  7— mj  =  cos  n  sin  m  +  sin  fi  tang  d  +  sin  c  sec6     (a) 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  n,  m  und  7  kleine  Gröfsen  sind, 
dafs  also  das  Instrument  in  seinen  Theilen  nahe  berichtigt 
ist,  so  erhält  man  die  Näherungsformel: 

7  =  m  +  n  tang  S  •^-  c  sec  6  *) 

Dies  ist  die  von  Bessel  vorgeschlagene  Formel  zur  Be 
rechnung  der  Beobachtungen  am  Passageninstrumente. 


*)  Wie  man  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  für  cos  n  sin  {r—m) 
findet. 


r 
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Kennt  man  nun  r  und  ist  T  die  Uhrzeit  der  Beobach- 
tung des  Sterns,  so  ist  die  Uhrzeit,  zu  welcher  der  Stern  im 
Meridiane  war  7'+7.  Ist  dann  £^t  der  Stand  der  Uhr  gegen 
Sternzeit,  so  ist  7'+7-|-A^  die  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern 
im  Meridiane  war  oder  die  Kectascension  des  Sterns.  Nennt 
man  diese  '/,  so  ist  also: 

a=  T  +  A/  +  m+n  lang  Ö  +  c  sec  b 

Kennt  man  also  A£,  so  kann  man  die  Rectascension  ^x 
des  Sterns  bestimmen  und  umgekehrt  findet  man,  wenn  man 
die  Rectascension  des  Sterns  kennt,  durch  die  Beobachtung 
desselben  am  Passageninstrumente  den  Stand  der  Uhr. 

Man  kann  nun  auöh  r  durch  h  und  h  ausdrücken,  indem 
man  die  früher  gefundenen  Relationen: 

oofl  n  sin  m  =  sin  h  cos  <p  +  cos  h  sin  q>  sin  k 
sin  n  =  sin  2»  sin  cp  ~>  cos  h  cos  (p  sin  k 

in  die  Gleichung  (a)  substituirt.     Man  erhält  dann: 

.       «  r-  1  .      ,     COS  (Cp  —  Ä) 

2  sin  f  r  cos  n  cos  \\  r— ml  =  sm  h  ^^-s — 

cos  o 

,    .    ,    sin  (cp— 6)  ^ 

+  cos  h  sin  iL*  i— =: —  +  c  sec  0 

cos  o 

und  hieraus  die  Näherungsformel: 

,   cos  (q)— 6)        ,   sin  (cp— <5)  ^ 

7  =  Ä  -^-^  +  k  — ^^.,   ^  +  c  sec  6 

cos  O  cos  o 

Diese  Formel  heifst  die  Mayersche,  weil  sich  Tobias 
Mayer  derselben  zur  Reduction  seiner  Meridianbeobachtungen 
bediente.  Es  ist  dieselbe  Formel,  welche  vorher  aus  den 
Formeln  fiir  das  Azimutalinstrumcnt  hergeleitet  wurde. 

Hansen  hat  noch  eine  dritte  Form  der  Gleichung  fiir  r 
vorgeschlagen,  welche  fiir  die  Rechnung  eigentlich  am  be- 
quemsten ist.     Addirt  man  nämlich   die  beiden  Gleichungen: 

.     ,   sin  q)*  r    •     ,    • 

sin  n  tang  cp  =  sin  h  2—  —  cos  h  sin  k  sm  cp 

cos  <p 

und: 

cos  n  sin  m  =  sin  h  cos  (p  +  cos  h  sin  k  sin  cp 
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80  findet  man: 

cos  n  sin  m  =  sin  ft  sec  9  —  sin  n  tang  9 

und,    wenn  man  diesen  Werth  von  cos  n  sin  m  in   die  Glei- 
chung (a)  substituirty  so  erhält  man  die  Näherungaformel: 

t  =  b  sec  <p  -^  n  [tang  ö  —  tang  9]  +  e  sec  6 

Die  gegebenen  Formeln  gelten  alle,  wenn  das  Kreisende 
nach  Westen  zu  liegt.  Für  den  Fall,  dafs  das  Kreisende 
nach  Osten  gerichtet  ist,  wird  die  Höhe  des  westlichen  En- 
des der  Umdrehungsaxe  gleich  —  b  und  der  Winkel,  welchen 
die  Gesichtslinie  mit  dem  nach  Westen  gerichteten  Ende  der 
Axe  macht  90— c,  während  k  dasselbe  bleibt.  Man  hat  also 
fiir  diesen  FaU  nur  die  Zeichen  yon  b  und  c  zu  ändern  und 
es  ist  nach  der  Majerschen  Formel: 

fiir  obere  Cuhninationen : 

cos  (cp —fi)  sin  (tp-^Ö) 

Kreis-Ende  West  a  =  r+ A/  +  b ^^f—   +  *  ^-^  +  c  sec  6 

cos  0  cos  0 

cos  Ccp— fi)  sin((p— d)  ^ 

Kreis-Ende  Ost    a  =  T+At-b  — ^-^—-^  +  k  — ^^-^   -  c sec  6 

cos  o  cos  0 

Für  untere  Culminationen  hat  man  nur  180—6  statt  d 
zu  setzen,  sodaTs  man  erhält: 

cos  (cp  +  d) 
Kreis-Ende  West  a  + 12*  =  T+A/  +  6    -    ^^^   ^ 


cos  ö 


,  sin(cp  +  6)  ^ 

+  k  ^       —  c  sec  0 

cos  o 


cos  ffP'f  6) 
Kreis-Ende  Ost  a  +  12»  =  r+  A<  -  &         ^^ 


CO»  6 


sin  (9  +  6)  ^  « 

+  k  ^^T— ^  +  c  sec  0 

COS  o 


Hat  man  viele  Sterne  auf  einmal  zu  berechnen,  so  ist 
die  Mayersche  Form  nicht  die  bequemste,  sondern  man  wen- 
det dann  mit  mehr  Vortheil  die  beiden  anderen  Formeln  an. 
Wählt  man  die  Besselsche  Form,  so  hat  man: 

n  tang  5  +  c  sec  5 


s 
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an  jede  Beobachtung  anzubringen  und  erhält  dann  den  Uhr- 
stand gleich: 

OL  -  T—m 
Bei  der  Hansenschen  Formel  hat  man: 

n  [tang  d  "  tang  <p]  +  c  sec  6 

anzubringen  und  erhält  dann  den  Uhrstand  gleich: 

a  —  r  —  &  sec  9 

14«  Die  Näherungsformeln  kann  man  nun  auch  direct 
ableiten.  Ist  das  Kreisende  im  Westen  und  um  b  über  dem 
Horizonte,  so  wird  das  Femrohr  sich  nicht  im  Meridiane  be-  , 
wegen»  sondern  den  gröfsten  Kreis  AZ*  B  Fig.  15  beschrei- 
ben. Hat  man  dann  den  Stern  O  beobachtet,  so  mufs  man 
zu  der  Zeit  der  Beobachtung  noch  den  Stundenwinkel: 

r    =    OPO' 
addiren.     Es  ist  aber: 

ainOC/  j 

sin  r  —  p- 

cosO 

und: 

tang  0<y  =  tang  h  cos  C/Z  =  tang  h  cos  (q)-*Ä) 

also  auch: 

cos  (9— Ä) 

7^0   5 

COS  O 

Steht  ferner  das  Instrument  in  dem  Azimute  k^  so  wird 
sich  das  Femrohr  in  dem  Verticalkreise  ZA  Fig.  18  be- 
wegen. Man  hat  aber  wieder,  wenn  O  der  beobachtete 
Stern  ist: 

.    ^    w         .  ß'D  00 

Sin  OPU  =  sin  T  = 


und: 


mithin: 


COS  6 


tang  00^  =  tang  k  sin  (f  Z 


COS  6 

31 
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Macht  endlich  die  Gesichtslinie  des  Fernrohrs  mit  der 
Seite  der  Axe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90  +  <?9 
so  wird  sich  dieselbe  in  einem  kleinen  Kreise  parallel  mit 
der  Ebene  des  Meridians  bewegen,  sodafs  man  dann  zur 
beobachteten  Zeit  den  Stundenwinkel: 

00/  ^ 

r  =  K  =  c  sec  o 

cos  o 

hinzuzulegen  hat.     (s.  Fig.  16). 

Für  die  untere  Culmination  findet  man  die  Formeln  leicht 
auf  dieselbe  Weise. 

15.  Die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  des  Passageninstru- 
ments ist  wie  immer  durch  die  Richtung  vom  Mittelpuncte 
des  Objectivs  nach  der  Mitte  des  Fadenkreuzes  bestimmt. 
Der  senkrechte  Faden  stellt  dann  den  Meridian  dar,  und  an 
ihm  werden  die  Durchgänge  der  Sterne  beobachtet.  Um 
nun  aber  den  Beobachtungen  eine  gröPsere  Sicherheit  zu  ge- 
ben, beobachtet  man  die  Antritte  der  Sterne  nicht  allein  an 
diesem  Mittelfaden,  sondern  man  hat  zu  jeder  Seite  desselben 
noch  eine  Anzahl  mit  demselben  paralleler  Fäden,  an  denen 
man  ebenfalls  die  Durchgänge  nimmt.  Damit  man  nun  die 
Durchgänge  immer  an  denselben  Stellen  der  Fäden  beobachtet, 
ist  noch  ein  horizontaler,  also  gegen  die  vorigen  senkrechter 
Faden  eingezogen,  in  dessen  Nähe  man  die  Durchgänge 
nimmt.  Diesen  Faden  stellt  man  dadurch  genau  horizontal, 
dafs  man  einen  dem  Aequator  nahen  Stern  an  demselben 
entlang  durch  das  Feld  gehen  läfst  und  das  Fadenkreuz  mit* 
telst  einer  zu  dem  Zwecke  angebrachten  Schraube  so  lange 
um  die  Aze  des  Femrohrs  bewegt,  bis  der  Stern  den  Faden 
bei  seinem  Durchgange  durch  das  Feld  nicht  mehr  verläfat. 
Stehen  nun  die  Fäden  zu  beiden  Seiten  des  Mittelfadens  im- 
mer gleich  viel  von  demselben  ab,  so  wird  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Beobachtungen  an  allen  Fäden  die  Zeit  des 
Durchgangs  durch  den  Mittelfaden  sein.  Gewöhnlich  sind 
aber  die  Distanzen  der  Fäden  etwas  ungleich:  überdies  hat 
es  ein  Interesse,  aus  jedem  einzelnen  Faden  die  Zeit  des 
Durchgangs  durch  den  Mittelfaden  zu  erhalten,    indem  man 
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in  der  gröfseren  oder  geringeren  Uebereinstimmung  dieser 
Zeiten  eine  Prüfung  der  Güte  der  Beobaohtungen  hat.  Man 
mufs  daher  auch  die  an  den  einzelnen  Seitenfäden  beobach- 
teten Durchgangszeiten  auf  den  Mittelfaden  reduciren  können 
und  dazu  also  die  Distanzen  der  Fäden  vom  Mittelfaden 
kennen.  Diese  Distanz  /  eines  Fadens  vom  Mittelfaden  ist 
aber  der  Winkel  am  Mittelpuncte  des  Objectivs,  welcher  von 
der  Richtung  nach  dem  Mittelfaden  und  von  der  nach  dem 
Seitenfaden  gebildet  wird.     Nun  war: 

sin  (r  -  m)  C08  n  =  sin  n  tang  6  +  sin  c  sec  6 

Hat  man  nun  an  einem  Seitenfaden  beobachtet ,  so  ist 
jetzt  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  von  der  Mitte  des 
Objectivs  nach  diesem  Seitenfaden  mit  der  Axe  nach  dem 
Kreisende  zu  macht,  gleich: 

WO  /  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Stern  früher 
oder  später  an  den  Seitenfaden  kommt  als  an  den  Mittelfaden. 
Ist  dann  ?'  der  östliche  Stundenwinkel  des  Sterns  zur  Zeit 
seines  Durchgangs  durch  den  Seitenfaden,  so  hat  man: 

sin  (j'-^m)  cos  n  =  sin  n  tang  6  +  sin  (c-hf)  sec  S 

und,  wenn  man  von  dieser  Formel  die  erstere  abzieht: 

2  sin  I  (r— /)  cos  [J  (Z  +  r)  —  m]  cos  n  =  2  sin  J/cos  [c  + 1/]  sec  8 

Ist  das  Instrument  nahe  berichtigt,  sodafs  c^  n  und  m 
kleine  Grröfsen  sind,  so  erhält  man  hieraus  die  folgende  Nä-> 
herungsformel ,  wenn  man  die  Zeit  7-^7',  welche  man  zur 
Beobachtungszeit  an  einem  Seitenfaden  hinzuzulegen  hat,  um 
die  Durchgangszeit  durch  den  Mittelfaden  zu  erhalten,  mit  t 
bezeichnet : 

sin  t    =    sin  /  sec  6 

Für  Sterne  in  der  Nähe  des  Pols,  fiir  welche  sec  6  ei- 
nen sehr    grofsen  Werth  hat,    mufs  man  sich  dieser  Formel 


*)  Siehe  Fig.  17,  wo  O  den  Mittelpunct  des  OlE^ectivs^  M  den  Ort 
des  Mittelfadens  und  F  den  des  Seitenfadens  bezeichnet 

31  • 
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bedienen:  ftir  Sterne,  welche  weiter  vom  Pole  entfernt  sind, 
reicht  es  dagegen  hin,  einfach: 

t    =  f  sec  6 

* 

zu  nehmen. 

Will  man  die  Zeiten  des  Durchgangs  durch  den  Mittel- 
faden nicht  aus  den  einzelnen  Seitenfäden  haben,  so  kann 
man  auch  einfach  so  verfaliren.  Sind  f^  /",  f"  etc.  die  Di- 
stanzen der  auf  der  Seite  des  Kreisendes  stehenden  Fä- 
den, cp',  9",  9"  etc.  dagegen  die  Distanzen  der  auf  der  an- 
dern Seite  des  Mittclfadens  stehenden  Fäden,  so  berechne 
man  ein  fiir  allemal: 

/+r+r^+...  -  (p'-9"-9'" 

n 

WO  n  die  Anzahl  aller  Fäden  ist.  Dann  hat  man  zu  dem 
arithmetischen  Mittel  aus  den  Beobachtungszeiten  an  allen 
Fäden  die  Gröfse: 

±     a    sec    8 

hinzuzulegen,   wo  das   obere  Zeichen  fiir  Kreis  Ende  West, 
das  untere  für  Kreis  Ende  Ost  gilt.     Ftir  untere  Culmina- 
tionen  hat  man  die  Zeichen  umgekehrt  zu  nehmen. 
Die  Gleichimg: 

sin  /    =    sin  /  sec  6 

dient  auch  dazu,  die  Fädendistanzen  selbst  zu  bestimmen, 
indem  man  die  Durchgänge  eines  dem  Pole  nahen  Sterns 
durch  die  Fäden  beobachtet  und  dann: 

/    =     sin  ^  cos  6 

berechnet,  wo  t  der  Unterschied  der  Durchgangszeiten  durch 
den  Seitenfaden  und  Mitt^lfaden,  in  Bogen  verwandelt,  ist. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Werthe  der  Fädendistanzen 
sehr  genau.     Für  den  Polarstem  z.  B.  ist: 

cos  6    =    0  .  02609 

also  bringt  ein  Fehler  von  einer  Zeitsecunde  in   dem  Unter- 
schiede der  Diurchgangszeiten  erst  einen  Fehler  von  etwa  (/'.03 
Zeit  in  der  Fädendistanz  hervor. 
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Gaufs  hat  eine  andre  Methode,  die  Abstände  der  Fäden 
in  Femröhren  zu  beBtimmen,  vorgeschlagen. 

Da  nämlich  Strahlen ,  welche  parallel  auf  das  Objectiv 
eines  Femrohres  fallen,  in  dem  Brennpuncte  desselben  ver- 
einigt werden,  so  treten  nach  dem  Redprocitätsgesetze  des 
Lichts  Strahlen,  welche  von  einem  im  Brennpuncte  des  Ob- 
jectivs  befindlichen  leuchtenden  Puncte  kommen,  parallel  aus 
dem  Objective  aus.  Gehen  die  Strahlen  von  verschiedenen 
Puncten  aus,  welche  alle  dem  Brennpuncte  nahe  liegen,  so 
sind  dieselben  nach  ihrem  Durchgange  durch  das  Objectiv 
gegen  einander  so  geneigt,  wie  die  von  jenen  Puncten  nach 
dem  Mittelpuncte  des  Objectivs  gezogenen  geraden  Linien. 
Stellt  man  nun  vor  dem  Objectiv  des  Femrohrs  ein  zweites 
auf,  durch  welches  man  Gegenstände,  die  unendlich  weit  ent- 
fernt sind,  deren  Strahlen  also  das  Objectiv  parallel  treffen, 
deutlich  sieht,  so  wird  man  durch  dies  zweite  Fernrohr  einen 
im  Brennpuncte  des  ersteren  befindlichen  leuchtenden  Punct 
deutlich  sehen.  Ist  daher  im  Brennpuncte  des  ersteren  Fern- 
rohrs ein  System  von  Fäden,  wie  im  Mittagsfemrohre,  ange- 
bracht, so  sieht  man  dasselbe  durch  das  zwette  Femrohr 
deutlich,  wenn  die  Fäden  nur  gehörig  beleuchtet  sind.  Dies 
kann  man  aber  immet  einfach  dadurch  bewirken,  dafs  man 
das  Ocular  des  ersteren  Fernrohrs  gegen  den  Himmel  oder 
irgend  einen  hellen  Gegenstand  richtet.  Ist  dann  das  zweite 
Femrohr  mit  einem  Winkelinstrumente  verbunden,  durch  wel- 
ches man  horizontale  Winkel  messen  kann,  so  kann  man  da- 
mit die  scheinbare  Gröfse  des  Abstandes  der  Fäden  ebenso 
wie  andre  Winkel  messen. 

Um  das  Fadenkreuz  genau  in  den  Brennpunct  des  Ob- 
jectivs zu  bringen,  ändert  man  zuerst  die  Stellung  des  Ocu- 
lars  gegen  das  Fadenkreuz  so  lange,  bis  man  dasselbe  voll- 
kommen scharf  sieht.  Dann  ist  das  Fadenkreuz  in  dem 
Brennpuncte  des  Oculars.  Darauf  stellt  man  das  Fernrohr 
auf  irgend  einen  sehr  weit  entfernten  terrestrischen  Gegen- 
stand oder  auf  einen  Stern  ein  und  ändert  die  Stellung  des 
ganzen,  das  Fadenkreuz  und  das  Ocular  enthaltenden  Theils 
des  Instruments    so  lange  gegen  das  Objectiv,    bis  man  den 
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Gegenstand  deutlich  sieht.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  das  Fa- 
denkrenz  im  Brennpuncte.  Um  sich  Tollkommen  davon  zu 
überzeugen  y  stellt  man  einen  Faden  auf  ein  sehr  entferntes 
irdisches  Object  ein  und  bewegt  das  Auge  Tor  der  Ocnlar- 
Öffnung  nach  rechts  oder  links.  Dann  darf  das  Bild  des 
Objects  das  Fadenkreuz  nicht  verlassen.  Ist  dies  aber  mchi 
der  Fall,  so  ist  es  ein  Zeichen,  dafs  das  Fadenkreuz  mcht 
genau  im  Brennpuncte  steht  und  zwar  steht  dasselbe  zu  weit 
vom  Objectiv,  wenn  bei  der  Bewegung  des  Auges  das  Auge 
imd  das  Bild  des  Gegenstandes  sich  nach  derselben  Seite 
vom  Fadenkreuze  entfernen.  Gehen  aber  das  Auge  und  das 
Bild  nach  verschiedenen  Seiten,  so  ist  das  Fadenkreuz  dem 
Objective  zu  nahe.*) 

Den  20sten  Juni  1850  wurde  der  Polarstei'n  bei  seiner 
imtem  Culmination  an  dem  Passageninstrumentc  der  Biiker 
Sternwarte  beobachtet,  und  es  wurden  die  folgenden  Durch- 
gangszeiten durch  die  einzelnen  Fäden  erhtdten: 

Kreb  West. 
//  ///  IV  V 

18*  82'  7"  19' 4"  18*  5' 7"  52"  7"  12*  88' 9" 

Es  waren  also  die  Unterschiede  der  Zeiten: 
/-///  //-///  m-IV  Iff-^V 

27' O"  18' 57"  18'(/'  26' 5S" 

Da  die  Dedination  des  Polarsterns  an  dem  Tage: 

88"  80'   18".  Ol 

war,  so  findet  man  durch  die  Formel: 

/   =    sin  f  cos  d 


*)  Es  ist  übrigens  klar,  dais  die  Fädendistanzen  nur  so  lange  die- 
selben bleiben,  als  die  Entfemong  des  Fadenkreuzes  von  der  Mitte  des 
Objectirs  nicht  geändert  wird.  Man  muis  daher  das  Fadenkreuz  Tor 
der  Bestimmung  der  Fädendistanzen  genau  in  den  Brennponct  des  Fern- 
rohrs bringen  und  dann  unTerrückt  in  dieser  Stellung  lassen. 
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die  folgenden  Werihe  der  Fädendistanzen  ftir  den  Aequator: 

1-111=^2**.  17  Il-IIt^  2l''.84  ,///-/F=  20".84  ,  ///-F  =  42''.12 

An  demselben  Tage  wurde  der  Stern  t)  Ursae  majoris 
beobachtet: 

/         //  ///  IV  V 

13  Un.  maj.     Obere  Caloi.    18.5      50.8     18^41' 24". 8      56".  0     S0".0 

Die  Declination  des  Sterns  ist  50^  4'.  Damit  erhält  man 
also  die  Fädendistanzen  nach  der  Formel: 

t    =1   /  aec  S 

J-III  =:  65".  70  ,  Il-fll  =  84". 02  ,  UI-IV  =  8l".  69  ,  IIl-^V  =  65".  62 

Da  der  Stern  zuerst  an  den  ersten  Faden  trat,  so  hat 
man  die  Fädendistanzen  zu  den  Beobachtungen  an  den  bei- 
den ersten  Fäden  zu  addiren  und  von  den  Beobachtungen 
an  den  beiden  letzten  Fäden  abzuziehen,  man  erhält  also 
aus  den  Beobachtimgen  der  einzelnen  Fäden: 


18*  41' 

24^^ 

.20 

24 

.32 

24 

.80 

24 

.81 

24 

.88 

18*  4l' 

24" 

.80 

Das  Mittel  aus  allen  Fädendistanzen  ftir  den  Aequator, 
wenn  man  dieselben  fiir  Faden  /  und  11  (die  auf  der  Seite 
des  Kreisendes  stehen)  positiv,  filr  Faden  IV  und  V  negativ 
nimmt,  ist: ' 

a     =     +  y^Sl 

Nimmt  man  nun  das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  des 
Sterns  r)  Ursae  majoris  an  den  einzelnen  Fäden,  so  er- 
halt man: 

13*  41'   23".  82 

und  wenn  man  dazu  die  Gröfse: 

a  sec  Ä    =    +  0".  48 
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legt  und  zwar  mit  dem  positiven  Zeichen,  weil  der  Stem  bei 
Kreis  West  beobachtet  wurde,  so  findet  man  für  die  Durch- 
gangszeit  durch  den  Mittelfaden  im  Mittel  aus  allen  Fäden 
wie  Yorher: 

18*  41'  24".  SO 

16«  Hat  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  so  muls 
hierauf  bei  der  Beduction  von  dem  Seitenfaden  auf  den 
Mittelfaden  Rücksicht  genommen  werden.  Da  aber  ein  sol- 
ches Gestirn  auch  einen  mefsbaren  Durchmesser  und  eine 
Parallaxe  hat,  so  soll  jetzt  der  allgemeine  Fall  betrachtet 
werden,  dafs  man  den  Band  eines  solchen  Gestirns  an  einem 
Seitenfaden  beobachtet  hat  und  daraus  die  Durchgangszeit 
des  Mittelpuncts  des  Gestirns  durch  den  Meridianfaden  her- 
leiten will. 

Es  war  vorher  die  Gleichung  gefunden,  welche  fiir  Kreis 
West  gilt: 

sin  c  =  "-  sin  n  sin  6  +  cos  n  cos  6  sin  (r— m) 

Ist  nun  das  Gestirn  an  einem  Seitenfaden  beobachtet, 
dessen  Distanz  vom  Mittelfaden  /  ist  und  wo  /  positiv  zu 
nehmen  ist,  wenn  sich  der  Faden  auf  der  Seite  des  Kreis- 
endes befindet,  so  hat  man  wie  vorher  e  +f  statt  /  zu  setzen. 
Wenn  man  aber  nicht  den  Mittelpunct,  sondern  den  einen 
Rand  eines  Gestirns  beobachtet,  dessen  scheinbarer  Halbmes- 
ser A'  ist,  so  hat  man  in  der  vorigen  Gleichung: 

c  +  /  ±  V 

statt  e  zu  nehmen,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  der 
vorangehende,  das  untere,  wenn  der  nachfolgende  Rand 
beobachtet  ist.*)  Ist  dann  0  die  Stemzeit  des  Antritts  an 
den  Faden  und  u  die  scheinbare  Rectascension  des  Gestirns, 
so  ist  der  östliche  Stundenwinkel: 

7    =    a'  •  0 


*)  Hättte  man  nämlich  den  vorangehenden  Band  am  Mittelfaden 
beobachtet,  so  würde  der  Mittelpunct  an  einem  Seitenfaden,  des- 
Hen  /  =  -f  V  wäre,  in  dem  Augenblicke  beobachtet  sein. 
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und  man  hat  daher,  wenn  6'  die  scheinbare  Dedinadon  des 
Gestirns  bezeichnet»  die  folgende  Gleichung: 

sin  [c  +/±ä'J  =  —  Btnnskk  Ö'  +  cos  n  cos  &  am  [a'^0— »«J 

WO  das  obere  Zeichen  ^It,  wenn  man  den  dem  Mittelpuncte 
vorangehenden  9  das  untere»  wenn  man  den  nachfolgenden 
Band  beobachtet  hat.  Bezeichnet  man  mit  A  die  Entfernung 
des  Gestirns  vom  Beobachter»  wobei  als  Einheit  die  Entfer- 
nung vom  Mittelpunct  der  Erde  zum  Grunde  liegt»  so  hat 
man  auch: 

A  sin  [c  +/±  ä'J  =  —  A  sin  n  sin  ^ 

—  A  cos  n  cos  m  cos  S^  sin  (0— a) 

—  A  cos  n  ein  m  cos  6'  cos  (0— a') 

oder  da: 

c,    n,    m,  f,    h 

also  auch  0— u'  kleine  Gröfsen  sind»  deren  Sinus  man  mit 
dem  Bogen  vertauschen  und  deren  Cosinus  man  gleich  eins 
setzen  kann: 

A  eoe  y  cos  (p^^S)  =  +  A./±  A.A'  -f  mA.cos  d'  +  nA  .sind'  -f  cA 

Die  scheinbaren  Grröfsen  kann  man  nun  durch  geocen- 
trische  ausdrücken.  Man  erhält  nämlich  nach  den  Formeln  (a) 
in  Nr.  4  des  zweiten  Abschnitts»  wenn  man  statt  der  Entfer- 
nung vom  Mittelpuncte  der  Erde  die  Horizontalparallaxe 
einflihrt: 

A  cos  6f  cos  a'  =  cos  S  cos  a  —  q  sin  ic  cos  cp'  cos  0 
A  cos  ^  sin  a'  =  cos  d  sin  cc  --  q  sin  ic  cos  tp'  sin  0 
A  sin  6'  =  sin  ^  —  q  sin  n  sin  <p' 

woraus  man  leicht  findet: 

A  cos  6'  cos  (0— a')  =  cos  Ä  cos  (0  — a)  —  (^  ain  «  cos  cp' 
A  cos  Ä'  sin  (0  — a')  =  cos  ö  sin  (0— a) 

oder»  wenn  0—^  ein  kleiner  Winkel  ist: 

A  cos  6f  (0-(x')  =  cos  ö  (0-a) 

A  coB  d^  =  cos  £  —  Q  sin  le  cos  9' 

A  sin  d^  -=  ain  ö  ^  ^  sin  ic  sin  <p' 

Aus  den    beiden  letzten  Gleichungen   erhält   man    noch 
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mit  einer  fUr  diesen  Fall  vollkommen  genügenden  An- 
näherung: 

A  =  1  —  Q  sin  Ä  cos  (9'— 6) 

Zuletzt  hat  man  noch,  wenn  man  mit  h  den  wahren  aus 
dem  Mittelpuncte  der  Erde  gesehenen  Halbmesser  des  Ge- 
stirns bezeichnet: 

AV    =    Ä 

Substituirt  man  nun  diese  Ausdrücke  fiir  die  scheinba- 
ren Gröfsen  in  die  oben  gefundene  Gleichung  für: 

A  cos  Ä'  (a'-0) 
so  erhält  man: 

cos  6  (a— 0)  =  /  [1  — (?  sin  «  cos  (9'— ä)]  ±  h 

4-  [cos  6—9  sin  K  cos  9']  \m-¥  n  tang  d'-f-  e  sec  A^ 

oder: 

(a)  a  =  0  ±  y  +  / "i ^ ^ 

cos  o  cos  o 

+      t— (}sin«    %r\  [m+n  tang  Ä'+c  sec  Ä^ 

WO  im  letzten  Gliede  b*  statt  ö  beibehalten  ist,  weil  dasselbe 
in  dieser  Form  bequemer  ist  Die  scheinbare  Declination  6' 
kann  man  aber  immer  mit  einer  hier  völlig  genügenden  Ge- 
nauigkeit von  einigen  Minuten  an  dem  JSinstellungskreise  des 
Instruments  ablesen.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  mufs  man 
auch  im  letzten  Gliede  die  wahren  geocentrischen  Gröfsen 
anwenden.  Es  ist  aber  das  letzte  Glied  in  der  Gleichung  ftir 

A  cos  S  (a'-0) 
4.  A  cos  S  m  +  A  sind'n'fcA 

Setzt  man  hier  für: 

A  cos  d'y  A  sin  6^ 

und  A  die  vorher  gefundenen  Ausdrücke  und  fuhrt  dann  fol- 
gende Bezeichnungen  ein: 


m!  =  fii— c  cos  9'  ^  sin  « 
n'  =  n'^c  sin  9'  (^  sin  or 


</  s  e  -*  f m  coe  9'+ n  sin  9']  (^  sin  ic 
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80  werden  die  drei  Glieder  jetzt: 

C08  ö  [mf  +  r/  tang  6  +  c'  sec  6] 
mithin: 

a  =  0  ±  — j.  +  /  — ^ -^ ^  +  m'+n'  tang  6+c'  sec  6      (b) 

Hat  nun  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung,  so  erbält 
man  die  Zeit,  zu  welcher  das  Gestirn  im  Meridiane  war,  aus 
der  beobachteten  Durcbgangszeit  0  durch  einen  Seitenfaden, 
wenn  man  zu  0  die  Zeit  hinzulegt,  die  das  Gestirn  braucht, 
um  den  Stundenwinkel  a— 0  zu  durchlaufen.  Diese  Zeit  ist 
aber  gleich  diesem  Stundenwinkel  selbst  dividirt  durch  1— A, 
wenn  X  die  Zunahme  der  Rectascension  in  Zeit  in  einer  Se- 
cunde  Stemzeit  bedeutet     Setzt  man  nun: 

l— g  ein  Ä  COB  (9'— 6)  __ 
(1— A)  cos  Ä  ~ 

so  wird  also  die  Keduction  auf  den  Meridian: 

Ä  ^„        m'+n' taug  Ä  +  ^  sec  ^ 

^  (l--A)cos*  ^^^  ^  l-A 

oder  auch: 


=  ± 


(1— A.)  cos  6 


.    ^t:.   .    l-^OBinÄCOflcp'secÄ'  r    .    ^        *.  ^, 

+  fF  +  — = r-i- [m4n  tang  o-fc  sec  0] 


Läfst  man  das  Glied  - — r  cos  ö  fort,  so  erhält  man  die 

Zeit  der  Culmination  nicht  fiir  den  Mittelpunct,  sondern  fUr 
den  beobachteten  Kand.  Läfst  man  dagegen  auch  im  letzten 
Gliede  den  Nenner  1— A  fort,  so  gilt  die  Rectascension  des 
Bandes  des  Gestirns,  welche  man  durch  die  auf  diese  Weise 
gefundene  Stemzeit  der  Culmination  erhält,  nicht  fiir  die 
Zeit  der  Culmination  selbst,  sondern  fiir  die  beobachtete  Zeit 
des  Durchgangs  durch  den  Mittelfaden.     Da: 

1  -^Q  sin  «  cos  q>'  sec  6f 
immer   nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist,   so  kann 
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man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  m»  n  und  c  sehr  klein 
sind,  diesen  Factor  auch  mit  1  vertauschen.*) 

In  den  Tabulis  Regiomontanis  hat  itun  Bessel  eine  Tafel 
gegeben,  welche  die  I^erechnung  der  Gröfse  F  fiir  den  Mond, 
auf  welchen  das  vorige  hauptsächlich  Anwendung  findet,  er- 
leichtert.   Diese  Tafel  giebt  nämlich  den  Logarithmen  von: 

l— Q  sin  «  cos  (9'— 6) 

mit  dem  Argumente: 

log  ^  sin  Ä  cos  (9'  —  ö) 

und  das  Complement  der  Logarithmen  von  l^X  mit  dem 
Argumente  der  Aenderung  der  Kectascension  in  12  Stunden 
mittlerer    Zeit,      Eine    andre    Tafel    giebt    den    Logarithmen 

von  F  fiir  die  Sonne  und  die  Gröfse   r- — rr 5 ,  beide  für 

(l  —A)  COS    0 

jeden  Tag  des  Jahres. 

Hat  man  übrigen  ein  Gestirn,  welches  eine  eigne  Bewe- 
gung hat,  an  allen  Fäden  beobachtet  und  stehen  diese  in 
nahe  gleichen  Abständen  zu  beiden  Seiten  des  Mittelfadens» 
so  braucht  man  den  Werth  F  nicht  zu  kennen,  indem  man 
einfach  das  Mittel  der  Fäden  nimmt  und  dazu  die  kleine 
Correction  legt,  welche  von  der  Ungleichheit  der  Fäden 
abhängt. 

Beispiel.  Am  ISten  Juli  1848  wurden  in  Bilk  die 
Antritte  des  ersten  Mondrands  an  die  fiinf  Fäden  des  Pas- 
sageninstruments bei  Kreis  West  beobachtet: 

/  17*  25'  42".  9 

//  26      5   .  0 

///  28  .8 

IV  26'  51".  0 

y  27    14  .  8 

Die  Distanzen  der  Fäden  sind  im  Mittel  au^  vielen 
Beobachtungen : 

/     42".  28  //     21".  96  IV     20".  82  V     42".  80 


*)  Vergl.  über  das  vorige:  Bessel  Tabulae  Kegiomontanae  pag.  LH. 
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Um  nun  aus  den  einzelnen  Fäden  die  Zeit  des  Durch- 
gangs durch  den  Mittelfaden  zu  haben»  ist  zuerst  F  zu  be- 
rechnen.    Es  war  aber  an  dem  Tage: 

die  Aenderung  der  Rectascension  in  einer  mittleren  Stunde: 

129".  8,  it  =  55'  ll"  0  ,  Ä  =  60".  15 

in  Zeit;  femer  ist  fiir  Bilk: 

9'  =  51®  l'.2  log  5  =  9    99912 

Da  nun  eine  Stunde  mitdere  Zeit  gleich  8609".  86  Stemzeit, 
so  erhält  man: 

X     =     0.03596 
und  damit: 

F     =     0.03565 

Multiplicirt  man  mit  diesem  Factor  die  Fädendistanzen, 
so  werden  diese: 

45". 84  28".  84  22"  06  45".  92 

£s  werden  also  die  Durchgangszeiten  durch  den  Mittel- 
faden aus  den  einzelnen  Seitenfädeq: 

17*  26'  28".  74 
28  .84 
28  .80 
28  .94 

28   .88 

im  Mittel        17*  26'  28". 84 

Das  Glied: 

h 


(1  —  X)  C08  Ö 
wird  gleich: 


+      65".  67 


also    wird    die  Zeit    des   Durchgangs    des    Mittelpuncts    des 
Mondes  durch  den  Mittelfaden: 

17*  27'  34".  51 
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An  dem  Tage  war  nun  b  und  k^  also  auch  m  und  n  =  O, 

aber: 

c     -     +   0".  09 

Nimmt  man  daher  den  Factor: 

1  —  Q  sin  9C  cos  q)'  sec  6^ 

gleich  1,  80  erhält  man  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Mittel- 
puncts  des  Mondes  durch  den  Meridian  gleich: 

17*   27'  84".  60 

Ist   die  Parallaxe    des  Gestirns   gleich    Null  oder   doch 

sehr  klein,  wie  z.  B.  bei  der  Sonne,  so  wird  die  Formel  för 

die    Reduction    auf   den    Meridian    einfacher.      Dann    wird 

nämlich: 

1 
F  = 


(1  •  X)  cos  ö 

Gewöhnlich  beobachtet  man  bei  der  Sonne  auch  die  An- 
tritte der  beiden  Ränder  an  die  einzelnen  Fäden,  und  nimmt 
dann  zuletzt  das  Mittel  aus  den  Beobachtungen  beider  Rän- 
der, sodafs  man  das  Glied  , rr j,   nicht    weiter   zu   be- 

(1— A)  cos  0 

rechnen  hat 

17«  Es  ist  nun  zu  zeigen,  vde  man  die  Fehler  des 
Passageninstruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Die  Neigung  b  der  Axe  des  Passageninstruments  wird 
inuner  durch  das  Niveau  gefunden  nach  der  in  Nr.  1  dieses 
Abschnitts  gegebenen  Methode.  Den  CoUimationsfehler  wird 
man  durch  die  Beobachtung  eines  irdischen  Objects  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  des  Instruments  wegschaffen  oder  doch 
sehr  klein  machen  können,  wie  es  in  Nr.  1  des  dritten  Ab- 
schnitts gezeigt  ist.  Endlich  wird  man  auch  das  Instrument 
auf  die  dort  angegebene  Weise  sehr  nahe  in  den  Meridian 
bringen  können.  Nachdem  dann  das  Instrument  so  weit  be- 
richtigt ist  als  möglich,  ma(s  man  die  kleinen,  noch  übrig 
bleibenden  Fehler  durch  die  Beobachtungen  bestimmen  und 
dann  dieselben  bei  jeder  einzelnen  Beobachtung  gehörig  in 
Rechnung  bringen. 
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Hat  man  nnn  h  durch  das  Niveau  gefunden^  so  setze  man: 

h  cos  (o)— Ä) 

T  +   ^ — ^  =  t 

cos  o 

Dann  hat  man  nach  der  Mayerschen  Formel  für  Kreis 
Ende  West: 

,   sin  (cp— 6)  c^ 

a  =  £  +  AI  +  ifc  ^^T^  +  c  86C  Ä 

cos  o 

Um  nun  den  Fehler  e  zu  finden»  beobachtet  man  den- 
selben Stern  bei  Kreis  West  und  bei  Kreis  Ost  und  zwar 
^ählt  man  hierzu  immer  einen  dem  Pole  sehr  nahen  Stern, 
a  oder  6  Ursae  minoris,  einmal »  weil  man  bei  anderen,  sich 
schneller  bewegenden  Sternen  keine  Zeit  hat,  um  das  Instru- 
ment zwischen  den  Beobachtungen  der  einzelnen  Fäden  um- 
zulegen >  dann  aber  auch,  weil  fiir  diese  Sterne  der  CoefB- 
dient  sec  d  von  e  sehr  grofs  ist,  also  Fehler  in  den  beobach- 
teten Zeiten  niur  einen  kleinen  Einflufs  auf  die  Bestimmung 
Ton  e  haben.  Beobachtet  man  nun  einen  der  beiden  Sterne 
bei  Kreis  West  an  einigen  Fäden,  so  hat  man,  wenn  t  die 
hieraus  im  Mittel  gefundene  Durchgangszeit  durch  den  Mit- 
telfaden  bezeichnet  und  schon  wegen  der  Neigung  corri- 
girt  ist: 

,   sin  (<p  — Ä)    .  ^ 

cos  0 

Legt  man  nun  das  Instrument  um  und  beobachtet  wie- 
der denselben  Stern  bei  Ejreis  Ost  an  einigen  Fäden,  so  ist, 
wenn  f^  jetzt  das  Mittel  der  auf  den  mittleren  Faden  redu- 
cirten,  beobachteten  Antritte  bezeichnet  und  zwar  wieder  we- 
gen der  Neigung  corrigirt: 

j       ^         ,   sin  (9— Ä)  ^ 

a  5=  r  +  AI  +  ifc  —  ■  "^   ■    —  c  sec  0 

cos  0 

Zieht  man  die  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so 
erhält  man  daraus: 

— - 
2  sec  S 

Hat  man  in  der  Richtung    des  Meridians   ein  irdisches 
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Object,  an  welchem  eine  Scale  angebracht  ist,  (Meridianzei- 
chen) 80  kann  man,  wenn  man  die  Grölse  der  einzelnen 
Scalentheile  in  Secunden  kennt,  durch  die  Beobachtung  des 
Objects  in  beiden  Lagen  des  Kreises  die  Gröfse  des  CoUi- 
mationsfehlers  finden.  Dieser  ist  nämlich  gleich  der  Hälfte 
der  zwischen  dem  Mittelfaden  in  beiden  Beobachtungen  be- 
findlichen Scalentheile.  Wenn  man  kein  irdisches  Object  hat, 
so  kann  man  sich  statt  desselben  ebenso  bequem  eines  Fem- 
rohrs bedienen,  welches  man  dem  Femrohre  des  Passagen- 
instruments gegenüber  so  aufsteUt,  dafs  seine  optische  Axe 
der  des  anderen  Femrohrs  paraOel  ist.  Ist  dann  im  Brenn- 
puncte  dieses  Femrohrs  ein  System  von  senkrechten  f%den 
angebracht,  deren  Abstand  in  Secunden  man  kennt,  so  kann 
man  den  CoUimationsfehler  wie  vorher  finden,  wenn  man  den 
Ort  beobachtet,  in  welchem  der  Meridianfaden  einen  durch 
die  senkrechten  Fäden  des  andern  Femrohrs  gezogenen  hori- 
zontalen Faden  schneidet.  Es  versteht  sich  hierbei  von  selbst, 
dafs  das  zweite  Femrohr  einen  durchaus  festen  Stand  haben 
mufs,  damit  seine  Stellung  edch  nicht  während  der  Beobach- 
tung verändert 

Man  kann  den  CoUimationsfehler  auch  mit  Hülfe  einea 
horizontalen  Spiegels  und  des  Niveau's  bestimmen.  SteUt 
man  nämlich  unter  das  nach  dem  Nadir  gerichtete  Femrohr 
des  Passageninstruments  einen  horizontalen  Spiegel*)  und 
nimmt  zuerst  an,  dafs  die  Umdrehungsaxe  des  Instruments 
genau  horizontal  und  die  optische  Axe  genau  senkrecht  auf 
der  Umdrehungsaxe  ist,  so  wird  das  von  dem  Fadenkreuze 
ausgehende  Licht  nach  dem  Durchgange  durch  das  Objectiv 
parallel  und  senkrecht  auf  den  Spiegel  fallen,  sodann  von 
demselben  parallel  zurückgeworfen  und  durch  das  Objectiv 
wieder  so  gebrochen  werden,  dafs  es  sich  in  demselben  Puncto 
vereinigt,  von  welchem  es  ausgegangen  ist.     Steht  dagegen 


*)  Gewöhnlich  bedient  man  sich  hierzu  einer  mit  Qaecksilber  an- 
gefällten  Schaale  oder  eines  sogenannten  QuecksUberhorizonts,  weil  sich 
die  Öberflüche  desselben  von  selbst  horizontal  stellt 
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die  optische  Axe  nicht  senkrecht  anf  der  Umdrehungsaxe, 
so  wird  das  Spiegelbild  nicht  mit  dem  Fadenkreuze  coin«;!- 
diren,  sondern  es  wird  in  der  Nähe  des  Fadenkreuzes  ein 
Bild  desselben  entstehen,  dessen  Entfernung  vom  Fadenkreuze 
selbst  gleich  dem  doppelten  Collimationsfehler  ist  Durch  die 
Schrauben,  welche  das  Fadenkreuz  senkrecht  gegen  die  opti- 
sche Axe  bewegen  y  kann  man  dann  das  Spiegelbild  genau 
zur  Coincidenz  mit  dem  Fadenkreuze,  also  den  Collimations- 
fehler auf  Null  bringen.  Man  kann  aber  auch  die  Gröfse 
dieses  Fehlers  durch  das  Niveau  finden.  Bewegt  man  näm- 
lich nicht  das  Fadenkreuz,  sondern  erhöhet  man  das  Ejreis- 
ende  durch  die  dazu  dienenden  Schrauben,  bis  das  Bild  mit 
dem  Fadenkreuze  coincidirt,  und  nivellirt  dann  die  Axe,  so 
wird  die  gefundene  Erhöhung  des  Kreisendes  gleich  dem 
Collimationsfehler  des  Instruments  sein.  War  die  lursprüng- 
liche  Neigung  der  Axe  nicht  gleich  Null,  sondern  b  die  Er- 
höhung des  Kreisendes  und  findet  man  dafür  6',  nachdem 
man  die  Bilder  zur  Coincidenz  gebracht  hat,  so  ist  b'-^b 
gleich  dem  Collimationsfehler. 

Um  nun  das  Spiegelbild  des  Fadenkreuzes  in  dem  Queck- 
silberhorizonte zu  sehen,  ist  es  nöthig,  dafs  man  das  Faden- 
kreuz beleuchte.  Dies  geschieht  einfach  ^durch,  dafs  man 
durch  eine  in  der  Ocularröhre  angebrachte  Seitenöffnung 
zwischen  dem  Fadenkreuze  und  dem  Ocularglase  eine  um  45® 
gegen  die  Axe  des  Femrohrs  geneigte,  spiegelnde  Fläche 
anbringt,  welche  durch  eben  diese  Oeffnung  beleuchtet  wer- 
den kann  und  die  das  Licht  nach  dem  Objective  hin  rcflec- 
tirt,  aber  nur  die  Hälfte  des  Sehfeldes  verdeckt.  Nach  Gaufs 
ist  es  wesentlich  erforderlich,  um  ein  gleichmäfsig  erleuch- 
tetes Gesichtsfeld  zu  erhalten,  dafs  sich  zwischen  der  spie- 
gelnden Fläche  und  dem  Fadenkreuze  keine  Linse  befindet. 
Man  mufs  daher  das  vordere  Glas  der  Ocularröhre  nach  dem 
Fadenkreuze  zu  vor  der  Beobachtung  herausnehmen. 

Nachdem  nun  die  Neigung  und  der  Collimationsfehler 
des  Instruments  geiunden  sind,  bleibt  noch  das  Azimut  des- 
selben sowie  der  Stand  der  Uhr  zu  bestimmen  übrig.  Zu 
dem  Zwecke    mufs  man    die   Beobachtungen    zweier    Sterne, 
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deren  Rectascensionen  man  kennt,  mit  einander  verbinden. 
Hat  die  Uhr  einen  Gang,  so  mufs  man  zuerst  den  Stand  der 
Uhr  auf  eine  Zeit  reduciren,  indem  man  den  Gang  der  Uhr 
zwischen  den  Beobachtungszeiten  beider  Sterne  an  die  eine 
Zeit  anbringt,  damit  in  den,  aus  beiden  Beobachtungen  her* 
zuleitenden  Gleichungen  ^t  denselben  Werth  hat.  Sind 
dann  ^q  und  ifo  die  wegen  der  Neigung,  des  Collimationsfeh- 
lers  und  des  Ganges  der  Uhr  verbesserten  Zeiten  der  Durch- 
gänge durch  den  Mittelfaden,  so  hat  man  die  beiden  Glei- 
chungen : 


a  =  ^^  +  A/  +  A- 


a'  =  f'^,  +  A^  +  k 


sin  (<p— 5) 

cos  6 
sin  (q>— 6') 

cos  ö' 


aus  denen  man  die  beiden  Unbekannten  ät  und  k  bestim- 
men kann. 

Man  erhält  nämlich: 

a-a  _  fo     'o   +  ^    J-^^Tä'  ^^""I 

.      ,     ^   .   8in(«-(5') 
COS  o  COS  a 

also  wird: 

'  k  —    [Q^^""^  —  (^o'^^o)]      COS  6  .  cos  y 

"  cos  9  sin(Ä-Ä') 

Den  Stand  der  Uhr  erhält  man  dann,  wenn  man  k  be- 
stimmt hat,  aus  einer  der  ursprünglichen  Gleichungen  fiir  a 
und  (X.  Aus  der  Gleichung  für  k  ersieht  man,  dafs  es  am 
YOrtheilhaftesten  ist,  ö  und  6'  so  verschieden  als  möglich  zu 
nehmen,  wo  möglich  so,  da(s: 

ist.  Man  wird  daher  am  besten  einen  dem  Pole  nahen 
Stern»  a  oder  6  Ursae  minoris  mit  einem  Aequatorsteme  verbin- 
den, weil  dann  der  Divisor  sin  (6— d')  nahe  gleich  eins  und 
der  Zähler  sehr  klein  wird.  Kann  man  indessen  keinen  die- 
ser Sterne  beobachten,   so  muls  man  einen  nahe  am  Zenith 
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cnlminirenden  Stern  mit  einem  andern,  dessen  Meridianhöhe 
sehr  klein  ist,  verbinden. 

Man  kann  auch  k  durch  die  Beobachtung  der  oberen 
und  unteren  Culmination  desselben  Sterns  bestimmen.  Da 
dann  a'— a  =  12*  ist,  so  wird  die  eben  gegebene  Formel 
tiir  k  m  diesem  Falle,  weil  man  fiir  untere  Culminationep  180— d 
statt  6  nehmen  mufs: 

C08  cp  *  Pin  2  6 

2  cos  q)  tang  6 

Auch  hier  ist  es  wieder  vortheilhafl,  den  Polarstem  in 
seiner  oberen  und  unteren  (-ulmination  zu  beobachten,  weil 
für  diesen  der  Divisor  tang  6  am  gröfsten  wird.  Uebrigens 
setzt  diese  Methode  voraus,  daTs  man  des  festen  Standes  des 
Instruments  während  zwölf  Stunden  versichert  sei.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist  es  vorzuziehen,  das  Azimut  durch  die 
vorher  gegebene  Methode  zu  bestimmen,  indem  man  di/i 
Beobachtungen  zweier  Sterne  mit  einander  verbindet. 

Zu  diesen  Bestimmungen  bedient  man  sich  nun  immer 
der  sogenannten  Hauptsteme,  deren  Rectascensionen  und  De- 
clinationen  auf  das  genaueste  bekannt  sind,  da  man  zugleich 
dabei  den  Vortheil  hat,  dafs  man  die  scheinbaren  Oerter  der- 
selben nicht  zu  berechnen  braucht,  indem  diese  in  den  astro- 
nomischen Jahrbüchern  von  10  zu  10  Tagen  angegeben  sind. 
In  diesen  Ephemeriden  ist  aber  die  tägliche  Aberration  noch 
nicht  berücksichtigt,  weil  diese  von  der  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes abhängt.  In  Nr.  16  des  zweiten  Abschnitts  war 
nämlich  fiir  die  tägliche  Aberration  in  Kectascension  der 
Ausdruck  gefunden: 

a'— a  =  0".S08»  cog  <p  cos  (0— a)  sec  6 

also  ist  fiir  die  obere  Culmination  und   in  Zeitsecunden  aus- 
gedrückt: 

a'— a  =  0''.0S06  cot  9  sec  6 

und  diese  Grrörse  hat  man  noch  zu  den  scheinbaren  Oertem 
der  Sterne   hinzuzulegen    oder  von    den  Beobaohtungszeiten 
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abzuziehen.  Will  man  also  die  tägliche  Aberration  berück- 
sichtigen, so  hat  man  nur  in  allen  früheren  Formeln  statt  c 
überall : 

c     =    c  —  O".  0206  cos  9 

anzuwenden. 

Beispiel.  Den  5ten  April  1849  wurde  am  Passagen- 
instrumente zu  Bilk  beobachtet: 

Kreis    West. 
/  //  ///  /r         V  Mittel 

ß  Orionis         54".  8  15".  3      5*  8' 3 7".  4     58".  0    20".  t    5*  8' 37".  44 

Polaris  O  88'l3".0  5l' U".0  1    5  15  .25 

Ä    =    -  0".03 

Kreis    Ost. 

//  /// 

Polaris  O  19'  26". 0  1*  5'  25".  0  1    5  24  .57 

ft     =     +  O".  05 

Es  waren  aber  die  scheinbaren  Ocrtcr  beider  Sterne  an 
dem  Tage: 

Polaris      a    =  V'  4'  17".  92      6    =  88®  30'  15". 5 
ß  Orionis      a'  =  5    716.  66      d'  =  -8  22'.  8 

Bringt  man  nun  zuerst  die  Correction  wegen  der  Nei- 
gung an,  so  erhält  man  fiir  die  Durchgangszeiten  durch  den 
Mittelfaden : 

Kreis  West  j3  Orionis    5*  8'  37".  42 

Polaris   l    5  14  .83 
Kreis  Ost  Polaris    1    5  23  .05 

Aus  den  Beobachtungen  des  Polarsterns  bei  Kreis  West 
und  Kreis  Ost  erhält  man  femer  den  Collimationsfehler: 

=     +  O".  114 

und  da  die  tägliche  Aberration  fiir  Bilk  gleich  0".013  sec  ö 
ist,  so  hat  man  also  mit  Rücksicht  hierauf  ftir  den  Colli- 
mationsfehler bei  Kreis  West  zu  nehmen  +  0".  101,  bei  Kreis 
Ost    dagegen  +  O'MST.     Corrigirt    man  nun   die   Beobacfa- 
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taugen  bei  Kreis  West  wegen  des  CoUimationsfehlers,  so  fin- 
det man: 

ß  Orionis    =    t'^  =  5*  8'  87".  52 
Polaris      =    t^    =  1*  5'  18".  20 

Es  ist  also: 

/o-«o   =  ^^  ^'  19"- 82     a'-a  =  4*  2'  58".  74 

und  da: 

9    =     51*  12'.  5 

ist,  so  erhält  man  daraus: 

ifc    =    -  O".  85 

Die  wegen  der  Fehler  des  Instruments  corrigirte  Beobach- 
tungszeit von  j^  Orionis  ist  also: 

5*  8'   86".  78 

mithin: 

A«    =    -   l'  20".  12 

18.  Ist  das  Passageninstrument  mit  einem  Uöhenkreise 
verbunden,  um  zugleich  mit  den  Durchgangszeiten  durch  den 
Meridian  die  Zenithdistanzen  oder  die  Declinationen  der 
Sterne  zu  bestimmen,  so  nennt  man  dasselbe  einen  Meridian- 
kreis. In  Nr.  2  des  dritten  Abschnitts  ist  schon  gezeigt 
worden,  auf  welche  Weise  man  den  Polpunct  eines  solchen 
Kreises  durch  die  Beobachtung  von  Circumpolarsternen  in 
ihrer  oberen  und  unteren  Cuhnination  und  daraus  dann  die 
Declinationen  aller  beobachteten  Sterne  findet,  Zur  gröfse- 
ren  Sicherheit  wird  man  es  nun  aber  nicht  dabei  bewenden 
lassen,  die  Sterne  nur  einmal  m  der  Nühe  des  Mittelfadcns 
auf  den  Horizontalfaden  einzustellen,  sondern  man  wird  diese 
Einstellung  öfter  auch  in  einiger  Entfernung  vom  Mittelfaden 
wiederholen,  mufs  aber  dann  die  gemachten  Ablesungen  auf 
den  Meridian  reduciren. 

Die  Coordinatcn  eines  Punctes  der  Himmelskugcl,  bezo- 
gen auf  ein  Axensystem,  dessen  Grundebenc  der  Aequator 
ist  und  dessen  Axe  der  x  senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe 
des  Instruments  steht,  si^d: 

x  =  cos  6  cos  (r—m)  ,  y  =  —  cos  Ä  sin  (r— w)  und  2  =  sin  6 
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Denkt  man  sich  nun  ein  zweites  Coordinalensystein,  des* 
sen  Axe  der  x  mit  der  vorigen  zusammenfällt,  während  die 
Axe  der  y  mit  der  horizontalen  Axe  des  Instruments  parallel 
ist,  so  sind  die  drei  Coordinaten  eines  Punctes,  auf  welchen 
das  Fernrohr  gerichtet  ist,  wenn  man  mit  b'  den  vom  Fem- 
rohre durchlaufenen  d.  h.  den  am  Kreise  abgelesenen  Win- 
kel bezeichnet  und  bedenkt,  dafs  das  Fernrohr  einen  kleinen 
Kreis  an  der  Himmelskugel  beschreibt,  dessen  Halbmes* 
ser  cos  c  ist: 

X  =  cos  6'  cos  c  ;  y  =  —  sin  c  und  z  =  sin  S  cos  c 

Da  nun  die  Axen  der  y  in  beiden  Systemen  den  Win- 
kel n  mit  einander  bilden,  so  erhält  man  nach  den  Formeln 
fiir  die  Transformation  der  Coordinaten: 

sin  6  =  —  sin  c  sin  n  +  cos  c  cos  /*  sin  6' 
cos  ö  cos  (j—rri)  —  cos  S  cos  c 
cos  6  sin  (r—m)  =  sin  6'  cos  c  sin  n  +  sin  c  cos  n 

also: 

^         .         -  cos  6  cos  c 

cotang  O  cos  {t—m)    =    : : ; ; — v, 

—  sm  n  sm  c   +    cos  n  cos  c  sin  o 

Diese  Gleichung  könnte  man  in  eine  Keihe  entwickeln; 
da  n  aber  immer  sehr  klein  ist  und  auch  c,  selbst  wenn  man 
an  einem  entfernten  Scitenfaden  einstellt,  doch  nicht  über  15 
oder  20  Minuten  beträgt,  so  kann  man  einfach  schreiben: 

tang  8  =  tang  S  cos  (j'^-nC) 

und  erhält  dann  nach  Formel  (17)  der  Einleitung: 

6  =  6'  —  tang  |  (r— m)*  sin  20—   i  tang  J  (r—m)'  sin  4  6 

Diese  Gleichung  formt  man  nun  noch   so  um,   dafs   die 

Coefficienten : 

An  I  (T—m)*  und  sin  ^  (r— m)* 

enthalten,  weil  man  diese  Gröfsen  aus  den   schon  früher  er- 
wähnten Tafeln  (IV  Nr.  6)  entnehmen  kann. 
Man  schreibt  nämlich  fiir: 

taug  i  (r  —  hl)  '^ 
jetzt : 

sin  i  (7  —  m)  * 


1    —  cos  fj   (7  —  »/*) 


'2 
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und  entwickelt  diesen  Ausdruck  in  die  Reihe: 

sin  i  (r—m)-  +  sin  J  (r—tn)^  +  ... 

und  da  nun  ebenso: 

i  tang  i  (r—m)*  =  \  ^in  \  (r-m)^  +  ... 
so  wird: 

6  —  S  —  sin  \  (j—mY  sin  2  d  —  2  sin  \  (r— m)*  cos  6'  sin  2  S 

Die  Zeichen  dieser  Formel  gelten  für  den  Fall,  dafs 
die  Theilung  an  dem  Kreise  in  demselben  Sinne  gezählt 
wird  wie  die  Declinationen  und  dafs  man  einen  Stern  in  der 
oberen  Culmination  beobachtet  hat. 

Wird  die  Theilung  in  entgegengesetztem  Sinne  gezählt, 
so  erhält  man: 

6  =  d'  +  sin  I  (7-my  sin  2  6  +   2  sin  |  (r-w)*  cos  ö*  sin  2  ö 

Da  nun  die  Theilung  der  Kreise  in  einem  Sinne  von  0^ 
bis  360^  fortgeht,  so  wird,  wenn  bei  der  oberen  Culmination 
die  Theilung  im  Sinne  der  Declinationen  gezählt  wird,  dies 
fiir  die  untere  Culmination  nicht  der  Fall  sein.  Man  hat 
daher  für  unteren  Culminationen  die  Zeichen  der  Correction 
zu  ändern. 

Man  findet  hiemach  auch  leicht  die  Correction  der 
beobachteten  Declination  für  den  Fall,  dafs  man  ein  Gestirn 
beobachtet  hat,  welches  einen  Halbmesser,  eine  Parallaxe  und 
eine  eigne  Bewegung  hat,  wie  dies  z.  B.  beim  Monde  der 
Fall  ist.  Hat  man  ein  solches  Gestirn  an  einem  Seitenfaden 
beobachtet,  so  hat  man  nach  dem  vorigen  die  Gleichungen: 

cos  c  cos  S  =  cos  8  cos  (r  —  m) 

cos  c  sin  j'  =  cos  6  sin  (j^m)  sin  »  +  sin  d  cos  n 

Hier  ist  6  die  scheinbare  Declination  des  eingestellten 
Punctes  des  Randes  und  7  der  östliche  Stundenwinkcl  des 
Punctes  zur  Zeit  der  Beobachtung,  6'  die  am  Kreise  ab- 
gelesene Declination  dieses  Punctes.  Nennt  man  nun  aber  d 
die    scheinbare  Declination   des  Mittelpunctes  des  Mondes,  r 
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den  scheinbaren  Stundenwinkel  desselben ,  so  erhält  inan,  je 
nachdem  man  den  oberen  oder  unteren  Band  eingestellt  hat: 

cos  c  cos*(6'Ta:)  =  cos  6  cos  (r— ot) 

cos  c  sin  (S'^x)  =  cos  S  sin  (r^m)  sin  n  +  sin  £  cos  n 

wo: 

sin  X  cos  c  =  sin  h' 

ist  9  wenn  man  mit  Ji  den  scheinbaren  Halbmesser  des  Mon- 
des bezeichnet.^)  Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn 
man  statt  cos  c  sin  x  den  Werth  sin  h'  setzte  cos  c  cos  a  eli- 
minirt  und  die  entstandene  Gleichung  mit  A  multiplicirt,  wo  A 
das  Verhältnifs  der  Entfernung  des  Gestirns  vom  Beobach- 
tungsorte zur  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der  Erde  bezeichnet: 

±  A  sin  ä'  =       A  cos  £  sin  ^  cos  (r— m) 

—  A  cos  6  cos  Ä'  sin  (r^m)  sin  n 

—  A  sin  6  cos  Ö^  cos  n 

oder  9  da  man  die  Gröfse  sin  (7— m)  sin  n  vemachläfsigen 
imd  cos  n  gleich  eins  nehmen  kann: 

±  Aisin  h'  =       A  cos  6  >  ein  S^  cos  (r-^m) 

—  A  sin  d  .  cos  ö^ 

Drückt  man  nun  die  scheinbaren  Gröfsen  durch  geocen- 
trische  aus,  indem  man  setzt: 

A  sin  h'  =  sin  h 
A  cos  ö  =  cos  60  —  Q  sin  gc  cos  q/ 
A  sin  6  =  sin  Ö^-^q  sin  9C  sin  q>' 

SO  erhält  man  leicht: 

±  sin  Ä  — Q  sin  ä  sin  (9'— Ä')  = 

sin  (fi'-Ä«)  -  cos  «0  sin  «'  |  (r-m)»   ^^^^g^^. 
Bezeichnet    man  nun    die  Zeit    der  Beobachtung  mit  0, 


*)  Man  findet  dies  sogleich,  wenn  man  das  rechtwinklige  Dreieck 
betrachtet,  welches  vom  Pole  des  Kreises  des  Instruments,  dem  Mittel- 
puncte des  Mondes  und  dem  eingestellten  Functe  des  Bandes  gebildet 
wird.  In  diesem  ist  der  Winkel  am  Pole  des  Kreises  gleich  x,  die  ge- 
genüherstehende  Cathete  gleich  h'. 
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die  Culminationflzeit   des  Mittelpuncts    des   Gestirns   mit  0o, 

so  ist: 

7    =    0-00 

Hat  aber  das  Gestirn  eine  eigne  Bewegung  in  Recta- 
Sicension  und  ist  A  die  Zunahme  derselben  in  einer  Secunde, 
so  ist,  wenn  0— 0^  in  Zeitsecunden  ausgedrückt  ist: 

r  =  (0-0o)(l-A).15 

Vemachläfsigt  man  nun  in  (r— m)'  die  kleine  Gröfse  m 
und  setzt: 

smp  =  Q  sin  ä  sin  (9'— 6') 

SO  erhält  man: 

sin  («o-Ä')  =  8in  ;?  qp  »in  Ä  -  J  sin  2  y  (©-0o)"  (l-A)*       ^^     , 
^"  ^  *  \o/v/     206265* 

Nun  ist: 

sin  (p±Ä)  =  sinp  ±  sin  Ä— 2  sinp  ^  **  ^  2  sin  ä  sin  |  p* 

also: 

sin  f>  ±  sin  ft    =    sin  (©±ä)  ±  ^ sin  p  sin  A  

'  ^      "^  2  ^  206265 

mithin  endlich: 

Äq  =  ö'+Zj-fÄ  ^  ^^- sin  />  sin  h 

Dies  ist  die  von  Bessel  in  der  Vorrede  zu  den  Tabulis 
Regiomontanis  pag.  L  V  gegebene  Formel.  Das  letzte  Glied 
dieser  Formel  ist  nichts  weiter  als  das  erste  Glied  der  vor- 
her gefundenen  Reductionsfbrmel  auf  den  Meridian  mal  {l-^xy. 

Die  gefundene  wahre  Declination  des  Mittelpuncts  des 
Mondes  gilt  nun  für  die  Zeit  0.  Will  man  dieselbe  für  eine 
andre  Zeit  0'  haben,  so  muTs  man  noch  das  Glied: 

+  ^  (0'-0) 

hinzufiigen,  wo  —  die  Aenderung  der  Declination   des  Ge- 
stims  in  der  Einheit  der  Zeit  bezeichnet. 
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10«  Den  Zenithpunct  des  Kreises  kann  man  ebenso» 
wie  es  in  Nr.  9  dieses  Abschnitts  bei  dem  Höhen-  und  Azi- 
mutalinstrument c  gezeigt  ist,  durch  Beobachtung  eines  und 
desselben  Objects  in  verschiedenen  Lagen  des  Kreises  finden. 
Mit  grofser  Bequemlichkeit  kann  man  hierzu  das  Fadenkreuz 
eines  vor  dem  Fernrohre  des  Meridiankreises  aufgestellten 
zweiten  Femrohrs  gebrauchen.  Hat  man  auf  diese  Weise 
den  Zenithpunct  und  durch  Beobachtung  des  Polarsterns  in 
seiner  oberen  nnd  unteren  Culmination  den  Polpunct  bestimmt, 
so  ist  der  Unterschied  beider  gleich  90—9  oder  gleich  der 
Aequatorhöhe  des  Beobachtungsortes.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  also  eine  Bestimmung  der  Polhöhe,  ohne  die  Kennt- 
nifs  der  Declination  eines  Sterns  nöthig  zu  haben.  Densel- 
ben Zweck  erreicht  man,  wenn  man  den  Polarstern  bei  seiner 
oberen  und  imteren  Culmination  sowohl  direct  als  auch  sein 
Spiegelbild  in  einem  Quc^cksilberhorizonte  beobachtet,  indem 
der  Unterschied  der  auf  den  Meridian  reducirten  Ablesungen 
an  dem  Kreise  die  doppelte  Höhe  des  Polarsterns  bei  der 
Culmination  ist.  Befreit  man  die  Beobachtungen  von  der 
Kefraction,  so  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Höhen  bei  der 
oberen  und  unteren  Culmination  gleich  der  Polhöhe  des 
Beobachtungsortes,  der  halbe  Unterschied  dagegen  gleich  dem 
Polarabstande  des  Sterns. 

Den  Zenithpunct  des  Kreises  kann  man  auch  ohne  Um- 
kehren des  Instruments  finden,  wenn  man  unter  das  senkrecht 
mit  dem  Objective  nach  unten  gestellte  Femrohr  einen  Queck- 
silberhorizont stellt  und  das  Fadenkreuz  durch  einen  in  der 
Ocularröhre  angebrachten  und  durch  eine  SeitenöflTnung  er- 
hellten Spiegel  beleuchtet.  Dann  wird  man  in  dem  Fem- 
rohre, wie  in  Nr.  17  dieses  Abschnitts  gezeigt  ist,  aufser  dem 
Fadenkreuze  auch  noch  das  von  dem  Quecksilberhorizonte 
reflectirte  Bild  desselben  erblicken  und  kann  dann  durch  die 
Micrometerschraube,  welche  das  Femrohr  bewegt,  das  Bild 
des  horizontalen  Fadens  mit  dem  Faden  selbst  zur  Coincidenz 
bringen.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  das  Fernrohr  nach  dem 
Nadir  gerichtet  und  durch  Ablesen  dei*  Nonien  des  Kreises 
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in  dieser  Lage  erhält  mau  daher  den  Nadirpunct,  mithin  auch 
den  Zenithpnnct  des  Kreises. 

20.  Da  die  Metalle,  aus  welchen  die  einzelnen  Theile 
eines  Instruments  verfertigt  sind,  ein  wenig  biegsam  sind,  so 
wird  die  Schwere  einen  fiinflufs  auf  die  verschiedenen  Theile 
des  Instruments  ausüben  und  namentlich  würden  das  Fern- 
rohr und  der  Kreis  eine  kleine  Biegung  erleiden.  Ist  das 
Femrohr  nach  dem  Zenith  gerichtet,  so  wirkt  die  Schwere 
auf  alle  Theile  desselben  gleichmäfsig,  sodafs  dann  keine 
Bi^ung  statt  findet,  dagegen  wird  die  Biegung  am  gröfsten 
in  der  horizontalen  Lage  des  Femrohrs  und  man  sieht  leicht, 
dafs  dieselben  in  jeder  anderen  Lage  desselben  dem  Sinus 
der  scheinbaren  Zenithdistanz  proportional  ist. 

Bessel  hat  eine  sehr  genaue  Methode  angegeben,  diese 
Biegung  des  Femrohrs  durch  die  Beobachtungen  zu  bestim* 
men.  Wenn  man  nämlich  zwei  mit  Fadenkreuzen  in  ihren 
Brennpuncten  versehene  Femröhre  so  aufstellt,  dafs  das  Fa- 
denkreuz des  einen,  durch  das  andre  Fernrohr  gesehen,  mit 
dem  Fadenkreuze  des  letzteren  zusammenfallt,  so  sind  die 
Gesichtslinien  beider  Femröhre  parallel.  Wenn  man  daher 
das  zwischen  beiden  befindliche  Fernrohr  des  Instruments 
zuerst  nach  dem  einen  und  dann  nach  dem  anderen  Faden- 
kreuze richtet,  so  ist  die  Gesichtslinie  in  beiden  Lagen  pa- 
rallel. Das  Femrohr  des  Instruments  wird  dann  also  in 
genau  diametral  entgegengesetzten  Lagen  sein  und  wenn  die 
Schwere  keinen  Finflufs  auf  die  Angaben  des  Instruments 
äufsert,  so  muHs  auch  der  Kreis  desselben  bei  der  Bewegung 
von  einer  Lage  in  die  andre  genau  180"  durchlaufen.  Dureh- 
läufT  derselbe  dagegen  etwas  mehr  oder  weniger  als  180^,  so 
ist  der  Unterschied  der  Einwirkung  der  Schwere  zuzuschrei- 
ben, die  also  dadurch  bestimmt  werden  kann. 

Man  stellt  zu  dem  Ende  zwei  Femröhre  in  der  Höhe 
des  Femrohrs  des  Meridiankreises  nördlich  und  südlich  von 
demselben  so  auf,  dafs  sie  ihre  Objective  dem  Femrohre  des 
Instruments  zuwenden.  Nachdem  dann  die  Fadenkreuze  aller 
drei  Femröhre  sorgfältig  m  die  Brennpuncte  gestellt  sind, 
nimmt  man  das  Objectiv  und  Ocular  aus  dem  Femrohre  des 
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Meridiankreises  heraus ,  sodaTs  das  nördliche  Fernrohr  durch 
die  leere  Röhre  hindurch  mit  dem  südlichen  gesehen  werden 
kann.  Dann  richtet  man  das  Fadenkreuz  des  einen  genau 
auf  das  des  andern ,  setzt  das  Objectiv  und  Ocular  wieder 
ein  und  beobachtet  die  Winkel  zwischen  dem  nördlichen  und 
südlichen  Femrohre  mit  dem  des  Meridiankreises.  Ist  der 
Unterschied  der  Ablesungen  genau  gleich  180® ,  so  findet 
keine.  Biegung  des  Femrohrs  statt ,  im  andern  Falle  erhält 
man  aber  die  doppelte  Biegungsconstante,  indem  man  180®  von 
dem  Unterschiede  der  Ablesungen  abzieht.  Ist  diese  Constante 
gleich  6,  so  hat  man  dann  an  jede  beobachtete  Zenithdistanz 
die  Correction  —  &  sin  z  anzubringen. 

Ueber  den  Einflufs  der  Schwere  auf  die  Figur  vertica- 
1er  Kreise  sehe  man  die  Entwickelungen  von  Bessel  in  Nr.  577, 
578  und  579  der  astronomischen  Nachrichten  nach. 


V.     Das  Passageninstrument  im  ersten  Verticale. 

21«  Beobachtet  man  an  einem  mit  einem  Höhenkreise 
versehenen  Passageninstrumente ,  welches  im  ersten  Verticale 
aufgestellt  ist,  die  Durchgangszeit  eines  Sterns  und  dessen 
Zenithdistanz,  so  kann  man  ähnlich  wie  im  Meridian  auch 
zwei  Gröfsen  a  und  ö  oder  tp  bestimmen.  Da  indessen  die 
Beobachtungder Zenithdistanz  Schwierigkeitenhat,  so  beobachtet 
man  gewöhnlich  nur  die  Durchgangszeiten  der  Sterne,  um 
daraus  die  Polhöhe  oder  die  Dedination  der  Sterne  zu  be- 
stimmen. Zu  dem  Ende  mufs  man  wieder  aus  der  beobach- 
teten Zeit  und  den  Fehlem  des  Instruments  die  wahre  Durch- 
gangszeit durch  den  ersten  Vertical  berechnen  können. 

Die  Umdrehungsaxe  des  Instruments  treffe  die  schein- 
bare Himmelskugel  nach  Norden  zu  in  einem  Puncto,  dessen 
scheinbare  Höhe  über  dem  Horizonte  b  und  dessen  Azimut 
von  Norden  ab  gerechnet  (positiv  auf  der  Ostseite  des  Me- 
ridians) k  ist.     Dann  sind  die  drei  rechtwinkligen  Coordinap- 
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ten  dieses  Punctes  in  Bezug  auf  drei  Axen,  von  denen  die 
Axe  der  z  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Horizonts  ist,  wäh- 
rend die  Axcn  der  x  und  y  in  der  Ebene  desselben  liegen 
und  zwar  so,  dafs  die  positive  Axe  der  x  nach  dem  Nord- 
puncte,  die  positive  Axe  der  y  nach  dem  Ostpuncte  ge- 
richtet ist: 

z  =  sin  6  ,  2f  =  cos  h  vokk  und  x  =  cos  h  cos  /■ 

Nimmt  man  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  an,  des- 
sen Axe  der  z  der  Weltaxe  parallel  ist  und  dessen  Axe  der  y 
mit  derselben  Axe  im  vorigen  Systeme  zusammenTällt,  wo 
also  die  positive  Axe  der  x  nach  dem  unter  dem  Horizonte 
befindlichen  Durchschnittspuncte  des  Aequators  und  Meri- 
dians gerichtet  ist,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des  Pols  der 
Axe,  wenn  m  dessen  Stundenwinkel  (ebenso  wie  das  Azimut 
gezählt)  und  n  das  Supplement  der  Declination  zu  18()^  ist: 

2  =  sin  n  ,  y  =  cos  n  sin  m  ,  a:  =  cos  n  cos  m 

und  da  die  Axen  der  z  in  beiden  Systemen  den  Winkel  9(>— 9 
mit  einander  bilden,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

sin  h  =  sin  n  sin  q>  —  cos  n  cos  m  cos  q) 
cos  h  %\Xik  =  cos  fi  sin  m 
cos  h  cos  k  =  cos  n  cos  m  sin  9  +  sin  n  cos  9 

und: 

sin  n  =  cos  h  cos  k  cos  9  +  sin  ö  sin  9 
cos  n  sin  m  =  cos  h  sin  k 
cos  n  cos  m  =  cos  h  cos  k  sin  9  —  sin  5  cos  9 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  das  Femrohr  mit  der  Seite  der 
Umdrehungsaxe  nach  dem  Kreisende  zu  den  Winkel  90  4- c 
bildet  und  dafs  dasselbe  auf  ein  Object  gerichtet  ist,  dessen 
Declination  b  und  dessen  Stundenwinkel  t  ist,  so  sind  die 
Coordinaten  dieses  Punctes  in  Bezug  auf  den  Aequator,  wenn 
man  die  Axe  der  x  wieder  nach  dem  Nordpuncte  gerichtet 
annimmt: 

2  =  sin  6  ,  y  =  cos  b  sin  t  und  2;  =  —  cos  d  cos  t 
oder,  wenn  man  die  Axe  der  x  in  der  Ebene  des  Aequators 
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in  der    Richtung   der    Umdrehungsaxe    dea    Instriiinenta  an- 
nimmt: 

z  —  am  S 

a:  =  —  C08  6  CO»  (t—m) 

Nimmt  man  nun  ein  zweites  Coordinatensystem  an,  in 
welchem  die  Axe  der  y  mit  der  vorigen  zusammenfällt,  wäh- 
rend die  Axe  der  x  der  Umdrehungsaxe  des  Instruments 
parallel  ist,  so  ist  jetzt: 

X    =    —  sin  r 

und  da  die  Axen  der  z  in   beiden  Systemen   den    Winkel  n 
mit  einander  bilden,  so  hat  man: 

sin  c  =  —  sin  d  sin  r»  +  cos  6  cos  (t-^m)  cos  n 

Löst  man  hier  cos  (t—m)  auf  und  setzt  für  sin  n,  cos  n  cos  m 
und  cos  n  sin  m  die  vorher  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man, 
wenn  man  die  Sinus  der  Gröfsen  by  k  und  c  mit  dem  Bogen 
vertauscht  und  die  Cosinus  gleich  eins  setzt: 

c  =  —  am  ö  cos  cp  +  cos  ö  sin  cp  cos  t 
—  [sin  d  sin  9  -f  cos  6  cos  cp  cos  t]  h 
+  cos  8  ain  t  .  k 


oder  da: 


und: 


sin  ö  sin  9  +  cos  S  cos  q>  cos  t  =  cos  z 


cos  6  sin  /  =  sin  z  sin  A 


oder,  da  A  hier  nahe  gleich  90^  ist: 

cos  £  sin  <    =    sin  2 

wenn  der  Stern  im  Westen  stehend  angenommen  wird: 
c  +  b  cos  z  —  k  Bin  z  :=  —  sin  6  cos  <p  4-  cos  ^  sin  q)  cos  t 

Ist  dann  0  die  wahre  Stemzeit,  zu  welcher  der  Stern 
im  ersten  Vertical  ist,  also  0— a  der  Stundenwinkel  des  Sterns 
in  diesem  Augenblicke,  so  ist: 

x^       V         tang  S 
cos  (0— a)  =   — - — 

tang  9 
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oder : 

0    =    —  sin  6  cos  9  +  C08  ö  sin  9  cos  (C-)— aj 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen  ab,    so  er- 
hält man: 

c  +  ft  cos  «  —   i'  sin  2  =  cos  6  sin  9  .  2  sin  J  [0— a— /]  sin  §  [0— a+rj 

Da  nun  Cy  b  und  k  kleine  Gröfsen,  also  auch  0— a  und  t 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  man: 

sin  t  statt  sin  \  [0*a  +  ^] 

und: 

i  [B-a—t]  statt  sin  J  [Q—a-t] 

setzen  und  erhält  dann,  wenn  man  bemerkt,  daPs: 

cos  6  sin  f    =    sin  z  ist: 

c  b  k 


sin  z  sm  9         tang  z  sin  9         sin  9 

Hat  man  nun  einen  Stern  zu  der  Uhrzeit  T  an  dem 
Mittelfaden  des  Instruments  beobachtet,  so  wird  7'+At  die 
wahre  Stemzeit  und  der  Stundenwinkel: 

T-h^t  —  a   =   t 

sein.     Man  erhält  daher: 

e  b  k 


0  =  r  + A<  +  -T 


sm  z  sin  9        tang  z  sin  9         sm  9 

Diese  Formel  gilt,  wenn  das  Kreisende  nördlich  und 
der  Stern  im  Westen  beobachtet  ist.  Hätte  der  Stern  im 
Osten  gestanden,  so  wäre: 

cos  d  sin  <    =    ^  sin  z 

gewesen.  Da  nun  die  Gröfsen  c,  b  und  k  ihre  Zeichen  be« 
halten,  so  hat  man  nur  in  der  vorigen  Formel  die  Zeichen 
der  Divisoren  sin  z  und  tang  z  zu  ändern  und  erhält: 

0  =  r+A« t, i JL  )  Kre«  Nord  j 

sin  z  sin  9        tang  z  sin  9        sin  9  (  Stern  Ost     ) 
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Für  die  Lage  des  InstrumentSy  bei  welcher  der  Kreis  im 
Süden  ist,  ändern  b  und  c  ihre  Zeichen;  man  hat  daher: 

0  =  T+^t  -  -r-A i^-  -JL.  }  Kre«  Süd 

sin  z  sin  q>        lang  z  sin  q>        sin  9  (  Stern  West 

und: 

^        _ .  ^      .  c  b  k         i  Kreb  Süd 

Sin  z  sm  q>       tang  z  sin  9        sm  9       ( Stern  Ost 

Kennt  man  nun  0  und  a,  so  erhält  man  durch  die 
Formel: 

tang  9  cos  (0— a)  =  tang  S 

die  Polhöhe  9,  wenn  die  Declination  des  Sterns  bekannt  ist 
oder  die  Declination,  wenn  die  Polhöhe  bekannt  ist.  Sind  0 
und  0'  die  Zeiten,  zu  denen  der  Stern  im  östlichen  und 
westlichen  Theile  des  ersten  Verticals  war,  so  ist  |  (0'— 0) 
der  Stundenwinkel  des  Sterns  in  dem  Augenblicke,  wo  der- 
selbe im  ersten  Verticale  war  und  man  erhält: 

tang  9  cos  I  (0'  —  ©)  =  tang  S 

sodaTs  man  dann  also  die  Rectascension  des  Sterns  nicht  zu 
kennen  braucht,  um  9  oder  ö  zu  finden.  Hat  man  nun  das 
Instrument  zwischen  der  Beobachtung  des  Sterns  im  Osten 
und  im  Westen  umgelegt,  also  das  eine  Mal  bei  Kreis  Nord, 
das  andre  Mal  bei  Kreis  Süd  beobachtet,  so  wird: 

sodals  man  dann  also  weder  den  Stand  der  Uhr  noch  die 
Fehler  der  Aufstellung  des  Instruments  zu  kennen  braucht. 
Ein  Beispiel  hierzu  findet  man  in  Nr.  24  des  vierten  Ab- 
schnitts. 

22.  Die  eben  gegebenen  Formeln  gelten  nur  fiir  eine 
sehr  nahe  richtige  Aufstellung  des  Instruments,  wenn  also  6,  c 
und  k  kleine  Gröfsen  sind,  deren  Quadrate  man  vemach- 
läTsigen  kann.  Häufig  wendet  man  aber  die  Methode  der 
Bestimmung  der  Polhöhe  durch  Beobachtungen  im  ersten 
Verticale  auf  Beisen  an,  wo  man  das  Instrument  nicht  in  ei- 
ner  so  grofsen   Nähe    am    ersten  Verticale    aufstellen    kann, 
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dafs  die  angeführte  Bedingung  erfüllt  ist.  Dann  kann  man 
also  die  eben  gegebenen  Näherungsformeln  nicht  anwenden. 
Es  war  nun  vorher  die  strenge  Gleichung  gefunden: 

sin  c  =  —  sin  ^  sin  n  +  cos  6  cos  n  cos  (t—tn) 

oder,  wenn  man  die  Werthe  für  sm  n,  cos  n  cos  m  und  cos  n  sin  m 
substituirt : 

sin  c  =  — -  sin  b  sin  £  sin  cp  *  sin  b  cos  d  cos  9COS  t  —  cos  b  cos  k  sin  6  cos  cp 
-f  cos  h  cos  ik  sin  9  cos  £  cos  /  +  coa  b  sin  k  cos  £  sin  / 

Hätte  man  genau  im  ersten  Verticale  beobachtet,  so  wäre: 

sin  d  =  cos  z  sin  q> ,  cos  ö  cos  t  =  cos  s  cos  Kp 

und: 

cos  ö  sin  <    =    sin  2 

Da  nun  aber  angenommen  wird,  dafs  das  Instrument  in  eini- 
ger Entfernung  vom  ersten  Verticale  steht,  so  fiihre  man  die 
Hnlfswinkel  ein: 

sin  ö  =  cos  z  sin  9' 
^     cos  ö  coe  t  =  cos  2'  cos  cp' 
cos  6  Bin  t  =  sin  z' 

Dadurch  geht  die  Formel  fiir  sin  c  über  in: 

sin  c  =  —  sin  5  cos  z'  cos  ((p-*<p')  -f  cos  b  cos  4;  cos  z'  sin  (q>^cp') 
-f  cos  6  sin  I*  sin  z 

und  man  erhält: 

Ung(q,-a,')  = ^n  c  sec^ ^   tang^  ^   tangi:Ungz- 

cos  Ä  cos  ifc  cos  (9—9)         cos  A:  cos  (9—9  ) 

Aus  dieser  Formel  sieht  man,  dafs  man  am  vortheilhaf-* 
testen  Sterne  beobachtet,  welche  dem  Zenith  so  nahe  als 
möglich  vorbeigehen,  weil  man  selbst  dann,  wenn  man  k  nur 
annähernd  kennt,  eine  ziemlich  genaue  Pol  höhe  finden  wird. 
Beobachtet  man  nun  aber  in  verschiedenen  Lagen  des  In- 
struments im  Osten  und  im  Westen,  so  kann  man  die 
Beobachtungen  noch  so  mit  einander  combiniren,  dafs  die 
Fehler  einander  ganz  aufheben.  Die  obige  Formel  gilt  näm 
lieh  für  Stern  West  und  Kreis  Nord.   Fiir  die  übrigen  Fälle 

33 
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erhält    man  die   Formeln   wie  vorher,    indem  man  ftir   Stern 
Ost  z  negativ  setzt: 

,  _  sin  c  scc  s'  tangft      lang  I:  tang  ^i' ^  Kreis  Nord) 

cos 6 cos it cos (9-9')      cos  ifc       cos  (9^9')  f  Stern  Ost) 

f  sin  c  sec  2^  tang^      tangX;tangz' (Kreis  Süd) 

cos  *  cos  it  cos  (9^-9')      cos/'       cos(9— 90  (Stern  West) 

,  sin  c  sec  s'  tangft      tangX:tangz' i Kreis  Süd) 

^  ^   ^   "~     cos&cos)tco8(9— 9')      cos  X-       €08(9—9')  (Stern  0»t( 

Legt  man  also  das  Instrument  zvvischen  den  Beobach- 
tungen des  Sterns  im  Osten  und  im  Westen  um  und  be- 
rechnet 9—9'  aus  jeder  einzelnen  Beobachtung»  so  ist  das 
Mittel  frei  von  allen  Fehlem  des  Instruments.  Kann  man 
nicht  denselben  Stern  im  Osten  und  Westen  beobachten ,  eo 
beobachtet  man  einen  Stern  im  Osten  und  einen  andern  bei 
veränderter  Lage  des  Instruments  im  Westen  und  verbindet 
dann  die  Resultate  mit  einander.  Wählt  man  zwei  solche 
Sterne  aus,  deren  Zenithdistanzen  im  ersten  Verticale  nahe 
gleich  sind,  so  hebt  sich  der  gröfstc  Theil  der  von  der  Auf- 
stellung des  Instruments  herrührenden  Fehler  auf  und  die 
Genauigkeit  der  Polhöhenbestimmung  hängt  dann  noch  allein 
von  der  Genauigkeit  ab,  mit  welcher  9'  bestimmt  ist  Es 
war  aber: 

,       tang  6 
tang  o)    =  — ^— 
^  ^  cos  / 

also    erhält    man,    wenn    man   die  Formel    logarithmisch  ge- 
schrieben, differcnzirt: 

^    f        sin  2  9'    ,_.        ^     . 
«9    =  -; — ^— i:-  ad  +   i  sin  2  9  tang  /  «/ 
^         sin  2  o  T        & 

Auch  hieraus  sieht  man  wieder,  dafs  es  am  vortheilhaf- 
testen  ist,  solche  Sterne  zu  beobachten,  welche  nahe  am 
Zcnith  durch  den  ersten  Vertical  gehen.     Da  nämlich: 

tangz' 

tang  t  =  — -^— 

cos  9 

so  wird  der  Coefficient  von  dt  auch  sin  9'  tang  z  gesehrie- 
den  werden  können»  also  fiir  Zenithsteme  sehr  klein  werden. 
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und  weil  dann  für  solche  Sterne  S  nahe  gleich  9  ist,  00  wird 
dann  ein  Fehler  in  der  Declination  wenigstens  nicht  ver* 
gröfsert. 

Hat  man  an  mehreren  Fäden  beobachtet,  so  ist  es  nicht 
einmal  nöthig,  die  Beobachtungen  an  den  Seitenfäden  auf 
den  Mittelfaden  zu  reduciren,  was  bei  diesem  Instrumente 
eine  etwas  weitläuftige  Rechnung  giebt,  sondern  man  kann 
aus  der  Verbindung  von  je  zwei  Beobachtungen  an  demsel- 
ben Faden  im  Osten  und  im  Westen  eine  Polhöhe  ableiten*) 
und  nachher  das  Mittel  nehmen. 

Schreibt  man  die  Formel  für  tang  (<p  —  q/)  so  um : 

#v  Si^  ^  /  tSIIg  ^  y  /  / 

sin  (cp— Q)0  =  ; r  »©c  ^    +    — ^-r  cos  (tp—m)  —  tang  k  tang  z 

^^     ^  cos  b  cos  k  cos  k  ^t     x  ^  o 

löst  man  dann  sin  (9  —  9 )  auf,  substituirt  fiir  sin  9'  und 
cos  9'  die  Werthe: 

sin  6  sec  z'  und  cos  ö  cos  t  sec  / 

und  setzt  den  Factor  von  tang  bi 

cos  (9—9') 

gleich  eins,  so  erhält  man: 


sin  (9— fi)  =  cc*  Ä  sin  9.2  sin  |  /*  + 


sm  c 


cos  b  cos  k 


tang  b  .  .    «     / 

+      ^^      CO»  /  —  tang  k  sin  z 
cos  k 

Sind  b,  c  und  k  kleine  Gröfsen,  so  erhält  man  hieraus 
fiir  die  Bestimmung  der  Polhöhe  diurch  Zenithsterne  die  fol- 
genden bequemen  Formeln,  indem  man  noch  e  -{-  f  statt  / 
setzt: 

9  —  Ö  =  sin  9  cos  Ä  2  sin  5  / '  ±/+  A  +  c  -  it  sinz  [KreisNord,  Stern  West] 

•^-  b  -^  c  +  k  ^\nz  [Kr^sNord,  Stern  Ost] 
-h-c-ksiTiz  [Krei.^Süd,  Stern  West] 
~  Ä  —  r  +  k  sin  z  [Kreis  Süd,  Stern  Ost] 


•)  Hat  man  nämlich  an  einem  Seitenfaden,  dessen  Distanz /ist,  beob- 
achtet, so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  man  an  einem  Instrumente  beob- 
achtet hätt«,  dessen  Colli mationsfehlcr  r  +  /  i^^t 

33* 


Ferner  war: 


516 

An  dem  im  ersten  Verdcale  aufgestellten  Passagenin-^ 
Strumente  auf  der  Berliner  Sternwarte  wurde  am  10.  Sep- 
tember 1846  der  Stern  ß  Draconis  beobachtet. 

Kreis  Nord,  Stern  Ost. 

/  //  ///  IV  V  VI  VII 

19'9".0    17*  10' 48". 0    5'24".0    l'16".ö    16*55'6".  S 

Kreis  Süd,  Stern  West. 

l'5".0    54'59".7    50'47".8    17*46  28.0    87'88".0 

Die  Neigung  des  Instruments  war: 

bei  Kreis  Nord  =  +  4^.64 
bei  Kreis  Süd     =  -  3  .49 

a  =  17*  26'  68".  59 
£  =  62  26  27  .77 
Ar=  -  64  .62 

und  die  Fädendistanzen  sind  im  Bogen: 

/  12'  8l".16 

//  6  48  .78 
///     3    25  .17 

V     8    23  .14 

VI  6  84  .21 
VII  12    22  .32 

Um  nun  9  —  d  zu  berechnen,  mufs  man  schon  einen 
genäherten  Werth  von  9  kennen.     Nimmt  man: 

9  =  52®  30'  16" 

so  wird: 

log  sin  9  cos  6  =  9.684686 
und  man  erhält: 

Kreis  Nord. 

///             IV  V  VI  VII 

t               8'44".ll  17'  6".ll  22'29".ll    26'86".61  82'46".81 

log2  8in|^e*    3.17662  2.76807  2.99648      8.14264  8.82861 

sin9C0sJ2sint<' 1  12.48  4  87   .18  7  59.92    11    11.94  16  69.07 

9-j          4  87.66  4  87.18  4  86.78     4   87.78  4  86.76 
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also  im  Mittel: 

<p  -  ö  =  4'  37".  22   +  4".  64  +  c  -f  *  sin  z 

EbeiiBO  findet  man  aus  den  Beobachtungen  bei  Kieis 
Süd  im  Mittel: 

9-6  =  4'  63".53  +  8.49  -  c  -  I;  »in  z 

mithin,  wenn  man  die  Resultate  in  beiden  Lagen  verbindet: 

<p  -  Ä  =  4'  49".  44 

9  =   52*30'  17".  21 
c  +  k  Bin  z  =z  ^   7".ö8. 

23.  Die  Formeln,  durch  welche  man  die  Reductiou  von 
einem  Seitenfaden  auf  den  Mittelfaden  erhält,  findet  man  auf 
dieselbe  Weise  wie  beim  Passageninstrument.  Hat  man  näm* 
lieh  an  einem  Seitenfaden  beobachtet,  dessen  Distanz  vom 
Mittelfaden  /ist,  so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  man  an  einem 
Instrumente  beobachtet  hat,  dessen  Collimationsfehler  c  +  / 
ist.     Man  hat  daher  die  Gleichung: 

sin  (e  +  /)  =  —  sin.6  sin  n  -f  cos  ö  cos  n  cot  (/-^m) 

WO  ff  der  Stundenwinkel  des  Sterns  in  dem  Augenblicke  ist, 
in  welchem  man  denselben  am  Seitenfaden  beobachtet  hat. 
Zieht  man  davon  die  Gleichung  ab: 

sin  c  =  —  sin  6  sin  n  +  cos  ö  cos  n  cos  (t-^m) 

so  erhält  man: 

2  sin  i /cos  [J/  +  c]  =  2  cos  6  cos  n  sin  |  (t  —  O  «i°  [i  ('  +  0  ~  H 

Da  nun  /  immer  nur  wenige  Minuten  beträgt,  so  kann 
man  fiir  die  linke  Seite  der  Gleichung  /  setzen  und  findet 
dann: 

2  sin  i  ft— 0  = s— r-T-T jz 5 rr K : — 

cos  O  sin  4  (<+0  <^os  n  cosm  —  cos  0  cosf  (<  +  0  cosn  smm 

oder,  wenn  man  für  cos  n  cos  m  und  cos  n  sin  m  die  in  der 
vorigen  Nummer  gefundenen  Ausdrucke  durch  6  und  k  setzt: 

2  sin   \  (/-O  = 

/ : 

cos  6  sin 9  sin  |  (<+0  [l— ^  cotang9— A;  cotang  J  (/  +  0  cosec  9] 
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Man  inufs  also  bei  der  Reduction  von  einem  Seitenfaden 
auf  den  Mittelfaden  nicht  die  eigentliche  Fädendistanz  f  an- 
wenden, sondern  die  Grofse: 


1— Ä  cotang  9— Ä*  cotang  \  O+ö  cosec  9 
und  es  ist  dann: 

/ 


2  8m  iO-0  - 


cod  6  sin  9  sin  \  (<+0 


Um  nun    diese   Gleichung    auflösen  zu  können ,    mülstc 
man  i  schon  kennen.     Es  ist  aber: 

sin  4  0  +  0  =  8m[^-K«--'')] 

Nimmt  man  dann  f)ir  \  (t-^i!)  die  halbe  Zwischenzeit,  welche 
zwischen  dem  Durchgange  durch  den  Seitenfaden  und  den 
Mittelfaden  yerflossen  ist,  so  ist  die  rechte  Seite  der  €Hei- 
chung  bekannt  und  man  kann  daraus  t-^lf  berechnen.  Weicht 
der  gefundene  Werth  von  dem  angenommenen  Werthe  zu 
sehr  ab,  so  mufs  man  die  fiechnung  mit  dem  neuen  Werthe 
wiederholen.  Vorher  mufs  man  aber  die  reducirte  Faden- 
distanz f  berechnen.  Dabei  kann  man  nun  in  der  Begel 
das  Glied  b  cotang  9  fordassen,  weil  b  immer  nur  wenige 
Secunden  betragen  wird.  Ist  der  Stern  nicht  sehr  nahe  am 
Zenith  beobachtet  und  Je  eine  kleine  Grröfse,  so  kann  man 
auch  die  Correction  wegen  k  vernachlässigen  und  hat  dann 
blos  die  eigentliche  Fädendistanz  /  anzuwenden.  Nahe  am 
Zenith  kann  aber  das  Glied,  welches  k  enthält,  wenn  dies 
nicht  sehr  klein  ist,  merklich  werden.     Es  ist  nämlich: 

tang  t  cos  9  =E  tang  2 

und  da  f  klein  ist,  so  wird  auch  sehr  nahe: 

tang  if  cos  9  =  tang  z' 
sein,  also  auch: 

tang  }  0+0  cos  9  =  tang  (  (2+zO 

Statt  des  Factors  von  k  kann  man  daher  auch  schreiben: 

cotang  9  cotang  ^  (z-^/) 
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worau3  man  sieht,   daTs  die  Correction  sehr  nahe  am  Zenith 
bedeutend  werden  kann. 

Statt  der  indirecten  Auflösung  der  Gleichung: 

/ 


2  sm  J  0-0  = 


COS  6  sin  q)  sin  |  (<+0 


kann   man  auch   die  Auflösung  durch   eine  Reihe  anwenden. 
Die  Gleichung  kann  man  nämlich  auch  so  schreiben: 

cos  f'    —    cos  <   =    =^r— r 

COS  o  Sin  (p 

woraus    man    nach   Formel    (19)    in  No.   11    der    Einleitung 
erhält: 

f  i        f 

i^i =5-^ r—  -  4  cotang  i  '        -^ 


cos  d  sin  q)  sin  /  (  cos  6  sin  qv  sin  M 

-  \  \—C'-. :-!   '(1  +  8  cotang«*) 

i  cos  o  sin  9  sin  0 

Ist  nun  das  Instrument  nahe  richtig  aufgestellt,  so  ist: 

cos  6  %mt  =  sin  z 

mithin: 

t'  =  t J—. V  cotang«  J-r^ 


sin  z  sin  9  (sin 2  sin  9 

•  I  [1  +  3  cotang«*)  |  ^     ; — {  '-.... 
•  *■  °     -*  (smz  8in9) 

Da  in  dieser  Formel  auch  eine  gerade  Potenz  von  /  vor- 
kommty  so  sieht  man,  dafs  Fäden,  welche  gleich  weit  zu  bei- 
den Seiten  vom  Mittelfaden  abstehen,  hier  nicht  denselben 
Werth  für  i-^t  geben.     Für  ein  negatives  /  wird  nämlich: 

'^—. 4  cotang  t  \  .        . —  I 

sm  2;  sin  9  ( sin  2  sin  9 1 

+  1    [1+8  cotang  «*]|-H^-~; — |  '-.... 
•     "^  ^    ''(sm2  8m9) 

Um  nun  diese  Reihen  bequemer  berechnen  zu  können, 
kann  man  sich  eine  Tafel  berechnen,  aus  welcher  man  mit  dem 
Argumente  6  die  Gfröfse  sin  9  sin  z  und  ebenso  ^  cotang  t 
und  I  (1  +  3  cotang  t^)  findet« 


«'=«  +  -r 
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Man  kann  aber  diese  Keiheneutwiekelung  nur  dann  an- 
wenden, wenn  der  Stern  nicht  nahe  am  Zenith  ist,  weil  im 
anderen  Falle  auch  noch  einige  der  folgenden  Glieder  mit- 
genommen werden  milfsten. 

Ist  die  Zenithdistanz  klein,  so  bedient  man  sich  mit 
Vortheil  der  folgenden  Methode  zur  Berechnung  von  ^. 
Es  war: 

C03  i'  =  CO»  /  +  -—:-: 

cos  O  sin  9 

Zieht  man  den  Ausdruck  auf  beiden  Seiten  von  l  ab 
und  addirt  auch  1,  so  erhält  man  durch  die  Division  der  ent- 
stehenden Gleichungen: 

1  /  2        2  sin  k  <'  cofl  ^  «in  9""/ 
tang  \  i      = — 5 =: — : —       .# 

2  cos  ^  /"  cos  O  sm  9+/ 

Da  nun  femer: 

tang  d 


ist,  so  wird: 


cos  t  = 

tangcp 


.     ^     ,        sin  (cp— Ä) 
l  —  cos  /  =  2  sin  \i^  —         ^^       ' 


und: 


cos  6  sin  (p 


,    ,        sin  (q>  +  Ä) 

1    +  cos  /  =  2  cos  H*  =  T^~ 

cos  o  sin  q> 


mithin  wird: 


'^  ^  8in(9  +  6)  +  / 

und  iiir  ein  negatives  / 


,  _  sin  (cp-6)  +  j 


'/ 


Die  Fädendistanzen  selbst  bestimmt  man,  indem  man 
einen  dem  Zenithe  nahe  stehenden  Stern  an  den  einzelnen 
Fäden  beobachtet.  Berechnet  man  dann  aus  den  Beobach- 
tungen an  jedem  Faden  die  Gröfse: 

sin  9  cos  d  2  sin  \  t^ 
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80  geben  die  Unterschiede  dieser  Gröfsen  die  Fädendistan- 
zen,  weil  für  ZenithfJsteme : 

9— ö  =  sin  9  CO«  6  2  sin  I  <•  ±  /  +  c  +  6  +  k  sin  z 

So  hätte  man  z.  B.  in  dem  Beispiel  der  vorigen  Num- 
mer aus  den  Beobachtungen  bei  Kreis  Nord  die  Fädendistan- 
zen erhalten: 

/// =     S'24".70 

V  =     S   22   .74 

VI  =     6   84  .76 

VIT  =   12   21   .89 

Den  2ten  October  lb38  wurde  der  Stern  a  Bootis  an 
dem  im  ersten  Verticale  aufgestellten  Passageninstrumente  in 
Berlin  beobachtet. 

Kreis  Süd,  Stern  West. 

/         //        ///  IV  V         VI         VII 

a  Bootis  44".  7     8".  8     50".2     19*  2'  82".  2     18".  8     5ö".4     T  19".2 

Die  Fädendistanzen  waren  damals  in  Zeit: 

/  =  51". 689 

//  =  25  .814 

///  =   12   .610 

F  =   13  .806 

VI  =  26   .528 

VII  =   52   .397 

femer  war: 

A<  =  +  47".5  ,  «  =   14*  8'  16".5  ,  6  =  +   20**  l'  89"  ,  9  52®  80'  16" 

Die  Gröfsen  b  und  k  waren  so  klein,  dafs  man  die  reducirte 
Fädendistanz   f  nicht  zu  berechnen  br  ucht.      Damit  erhält 
man  nun: 
t  =  4*  55'  8".  2  =  78®  45^  48'^0  ,  log  cos  Ö  sin  <  sin  9  =  9.85244 

und: 

logcotang  4  t  =  9.14552 

Um   nun   das   zweite   Glied    der  Reihe    zu   berechnen,    mufs 
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man  -r-^ vr-; —    in    Theile    des   Radius    verwandeln,    also 

sin  q)  cos  0  sin  / 

mit  15  multipliciren  u"d  mit  206265  dividiren.      Darauf  hat 

man   das  Quadrat  zu    nehmen    und    um    das  Glied   dann  in 

Zeitsecunden  zu  verwandeln,  hat  man  wieder  mit  206265  zu 

multipliciren    und    mit    15    zu    dividiren.      Der    Factor    von 

s  r 


(sin  cp  cos  d  sin  /; 

wird  daher: 

15 


206265 


.  \  cotftng  z 


wovoB  der  Logarithmus  5.00718  ist  Ebenso  wird  der  Coef- 
ficient  des  dritten  Gliedes,  wenn  man  dasselbe  in  Zeitsecun- 
den erhalten  will: 

--  J }     [l  +  8  cotang«*] 

16   (206265)      ^  ^     ^ 

Dies  Glied  hat  aber  in  diesem  Falle  keinen  Einflufs  mehr. 
Berechnet  man  z.  B.  die  Beduction  fiir  den  Faden  /,  so  ist 
hier  /  negativ  und  man  Erhält: 

^  =  -  72".  588 


sin  q)  cos  6  sin  t 
15 


206266 


.  \  cotang  i  \  — K   .    ^   . 1     =  +  0.053 

( cos  d  Bin  <  sm  9 1 


also  wird  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  ftir: 

/  =  -  l'  12".  48 

Ebenso  erhält  man: 

//  =  -  36".  25 

///  =  -  17   .71 

r  =  +   18  .69 

K/  =:  +  87   .24 

VII  =  +  78  .54 
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Efi  werden  also  die  Beobachtungen  der  einzelnen  Fäden 
auf  den  Mittelfaden  reducirt: 

19''  2' 32".  28 
32  .05 
32  .49 
32  .20 
82  .49 
82  .64 
32  .74 
im  Mittel    19*2' 82''.  41 

Um  nun  auch  ein  Beispiel  fiir  die  andre  Art  der  Be- 
duction  zu  haben,  nehme  man  folgende  Beobachtung  von 
(X  Persei: 

Kreis  Süd,  Stern  West. 
/  //  ///  IV  V 

a  Peraei  4'  26".  0     2'  88".  0     t'  48".  0     6*  O'  49".  2     59'  52". 0 

VI  VII 

58' 5  6".  2     57' 2".  0 

Berechnet  man  zuerst: 


,    ,       sin  (©— 6> 
"  *  Bin  (<p  +  o) 


indem  man: 

ö  =  49'  16'  26".7 

und: 

9  =  52*80'  16".  0 
nimmt,  so  erhält  man: 

t  =  26**  58' 58".  88 

Nimmt  man  nun  den  ersten  Faden,  so  ist  /  negativ,  man 
hat  also  die  Formel  zu  berechnen: 


Bin  (9+0)  —  / 
Da  nun: 

/=  5l".689  =  12'  54"  585 
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oder  in  Theilen    des  Badius   gleicli    0.0037553    ist«    so   er- 
halt man: 

i  =  27*53'     6".72 

also: 

^^t  =      0*54'     7".  84 
=      O'*      S'86".52 

Ebenso  erhält  man  fiir  die  übrigen  Fäden: 

//  =  l'  49". 05 

///  5S     48 

V  56   .85 

VI  1    53   .85 

Vll  3    46   .77 

Bä  diesem  Sterne  ist  die  Reihenentwicklung  indessen 
noch  mit  mehr  Bequemlichkeit  anzuwenden,  da  bei  Faden 
///  und  V  das  dritte  Glied  gar  keinen  EinfluTs  mehr  hat  und 
auch  bei  dem  ersten  und  siebenten  Faden  der  Werth  dessel- 
ben nur  0'M2  ist. 

24.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man 
die  Fehler  des  Instruments  durch  die  Beobachtungen  bestimmt. 

Die  Neigung  b  der  Aze  wird  immer  durch  unmittelbare 
Nivellirung  gefunden.  Den  Collimationsfehler  kann  man,  wie 
man  in  No.  22  gesehen  hat,  bestimmen,  wenn  man  dem  Ze- 
nithe  nahe  stehende  Sterne  bei  verschiedenen  Liagen  des  In- 
struments im  Osten  und  Westen  beobachtet  Man  eihält 
denselben  auch,  wenn  man  eine  östliche  und  westliche  Beob- 
achtung desselben  Sterns  in  einer  Lage  desselben  Instruments 
mit  einander  verbindet     Es  ist  nämlich  fiir  Kreis  Nord: 

«  =  r  +  A/  -    .    ^    . r^  [Stern  Ost] 

sin  2  sin  q)         sin  q) 

e'  =  T'  +  A«  +  -;-^-T r^  [Stern  West] 

sm  2  sm  9        sm  9 

wo  angenommen  ist,  dafs  die  Correction  wegen  der  Neigung 
schon  angebracht  ist     Es  ist  also: 

c  =  sin  9  sin  z  \\  (e'-S)  -  \  (7^-.^)] 
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wo  I  (6'— @)  auB  der  Gleichung: 

oder  schärfer,  wenn  man  .'  (C-/~.0)  s=  t  setzt,  aus  der  Glei- 
chung: 

•^  '  Bin(9  +  Ä) 

gefiinden  wird.  Damit  der  CoefHcient  sin  z  recht  klein  wird, 
also  Fehler  in  der  Beobachtung  der  Zeiten  T  und  7^  keinen 
groften  Einflufs  auf  den  Werth  von  e  erlangen,  mufs  man 
zur  Bestimmung  von  c  solche  Sterne  nehmen,  welche  so  nahe 
als  möglich  beim  Zenith  durch  den  ersten  Vertical  gehen. 

Addirt  man  die  beiden  Gleichungen  für  0  und  0',  so 
erhält  man: 

ik  =  sin  9  [i  (7^+  T)  +  Ar  -  J  (0  +  0')] 

oder  da  ^  (©-h®')  =  «  ist: 

ib  =  sin  9  [i  (r+  y)  +  Ar  -  a] 

Für  die  Bestimmung  von  k  wird  man  Sterne  zu  wählen 
haben,  welche  weit  vom  Zenith  durch  den  ersten  Vertical 
gehen,  weil  man  fiir  diese  die  Durchgänge  durch  die  Fäden 
genauer  beobachten  kann.  Im  Jahre  1838  wurde  an  dem 
Passageninstrumente  der  Berliner  Sternwarte  beobachtet: 

Kreis  Süd. 

Jnni  25  a  Boods  West  19*  S'     l".44 
26  a  Bootis  Ost        9  12    54  .49 

WO  die  angesetzten  Zeiten  schon  die  Mittel  aus  den  Beob- 
achtungen an  sieben  Fäden  sind.  Juni  2&  war  6  e=  +  6".  42, 
Juni  26  dagegen  +  7".  98.      Corrigirt   man    also    die  Zeiten 

wegen  der  Neigung  durch  Hinzuftigung  de«  Gliedes  + ; — 

o  hat  man  zur  Beobachtung  im  Westen  —  (/'  26  in  Zeit  und 
zur  Beobachtung  im   Osten  -f  (f.32  hinzuzulegen,    so   dafs 

man  erhält: 

T  =  19*  8'    l".18 

I*=     9  12   54  .81 
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Es  ist  also: 

J  (r+T')  =   14A  7'  58".  00 

und  da: 

A^  =  +   20".27  und  a  =   14*  8'  16".48 

war,  so  erhält  man: 

Jfc  =  +  l".42  in  Zeit 

Anm.  Ueber  dtß  Pftflsageninstrament  im  ersten  Verticale  ver- 
gleiche man :  Encke,  Bemerkungen  über  das  Dnrchgangs-Instrument  von 
Ost  nach  West  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  1843  pag.  300 
D.  folgende. 


VI.    Höheninstrumente. 

2&.  Die  Höheninstrumente  sind  entweder  ganze  Kreise, 
Quadranten  oder  Sextanten.  Die  ganzen  Kreise  sind  immer 
an  einer  verticalen  Säule  befestigt,  welche  um  ihre  Axe  be- 
wegt und  durch  eine  senkrecht  gegen  dieselbe  befestigte 
Libelle  oder  durch  ein  in  der  Höhlung  der  Aze  hängendes 
Loth,  welches  durch  zwei  Kreuzmicroscope  beobachtet  wird» 
yertical  gestellt  werden  kann. 

Die  Verticalität  der  Axe  ist  erreicht ,  wenn  die  Libdle 
bei  dem  Umdrehen  der  Säule  um  ihre  Axe  immer  denselben 
Stand  behält  oder  das  Loth  immer  vor  demselben  Puncte 
der  den  Microscopen  gegenüberstehenden  Scale  erscheint 
Um  den  Kreis  der  Axe  parallel ,  also  ebenfalls  vertical  zu 
stellen,  dient  eine  zweite  Libelle,  welche  man  auf  die  Enden 
der  Axe  des  Kreises  aufsetzen  und  dadurch  die  Neigung 
derselben  ebenso  wie  beim  Paasageninstrumente  berichti- 
gen kann. 

Für  diese  Instrumente  gilt  nun  alles,  was  in  No.  9  in 
Bezug  auf  die  Höhenbeobachtungen  mit  einem  Höhen-  und 
Azimutalinstrumente  gesagt  ist.  Der  eine  Kreis,  gewöhnlich 
der  Nonienkreis,  ist  fest  mit  der  Säule  verbunden  und  trägt, 
wie  beim  Höhen-  und  Azimutalkreise  ein  Niveau,    während 
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der  getheilte  Kreis  sich  zugleich  mit  dem  Femrohre  bewegt. 
Um  dann  die  Zenithdistanz  eines  Sterns  zu  bestimmen,  beob- 
achtet man  denselben  in  zwei  verschiedenen  Lagen  des 
Kreises  und  liefst  aufser  den  Angaben  desselben  auch  den 
Stand  des  Niveaus  ab.  Ist  dann  z  die  Ablesung  in  derjeni- 
gen Lage,  in  welcher  die  Theilung  im  Sinne  der  Zenith« 
distanzen  fortgeht  und  sind  a  und  h  die  Angaben  der  £nd- 
puncte  der  Blase  und  zwar  a  die  auf  der  Seite  des  Sterns, 
h  die  auf  der  Seite  des  Beobachters  abgelesene,  so  ist,  wenn 
man  dieselben  in  der  anderen  Lage  beobachteten  Gröfsen 
mit  z^  a\  V  und  den  Werth  eines  Niveautheils  in  Secunden 
mit  F  bezeichnet,  die  Zenithdistanz: 

Sind  die  Fehler  des  Instruments  nicht  Null,  sondern  h 
die  Neigung  des  verticalen  Kreises  gegen  den  Horizont  und 
c  der  Collimationsfehler,  so  ist  die  wahre  Zenithdistanz: 

2  =  si'  +  Bin  I  (&  +  <?)*  cotang  i  2'  —  «in  |  (&— c)*  tang  J  / 

Diese  Formel  giebt  zugleich  ein  einfaches  Mittel  an  die 
Hand,  um  den  Fehler  h  zu  bestimmen,  wenn  das  Instrument 
nicht  so  eingerichtet  ist,  dafs  man  denselben  durch  ein  Niveau 
finden  kann.  Nimmt  man  nämlich  an,  dafs  der  Collimations- 
fehler berichtigt  ist,  was  immer  durch  Einstellung  auf  ein 
irdisches  Object  in  verschiedenen  Lagen  des  Instruments  er- 
reicht werden  kann,  so  wird  die  Gleichung: 

2  =  2'  +  sin  J  6*  cotang  4  «'  —  sin  ^  ä'  tang  J  2' 
=  2'  +  2  sin  J  Ä*  cotang  2' 

Man  wird  daher  diesen  Fehler  durch  die  Beobachtung 
zweier  bekannten  Sterne  bestimmen  können,  wenn  man  die- 
selben so  auswählt,  dafs  der  eine  nahe  am  Zenith,  der  andre 
in  der  Nähe  des  Horizonts,  aber  doch  in  einer  solchen  Höhe 
steht,  dafs  durch  die  Kefraction  keine  Unsicherheit  hervor- 
gebracht wird.  Bezeichnet  man  nämlich  fiir  den  zweiten 
Stern    die    am  Kreise   abgelesene  Zenithdistanz    mit    q\    die 
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berechnete  schernbare  dagegen  mit  4*  so  hat  man  die  beiden 
Gleichungen : 

z-^af  =r  2  sin  I  6'  cotang  z' 
•  4^^  =  2  sin  ^  b*  cotang  ^^ 

aus  denen  man  erhält: 

2  «n  u*  =  [(-*')  -  «-Ol  :i^^ 

Anm.  Der  Quadrant  dient  ebenfalls  zur  Beobachtung  der  Hohen 
der  Gestirne  und  besteht  ans  einem  Gradbogen,  welcher  gleich  dem 
vierten  Theile  eines  Kreises  ist  und  um  dessen  Mittelpunct  sich  ein  an 
einer  Alhidade  befestigtes  Femrohr  bewegt.  Ist  ein  solcher  Quadrant 
an  einer  senkrechten  Wand  in  der  Ebene  des  Meridians  befestigt,  so 
heilst  derselbe  Mauerquadrant.  Bei  den  tragbaren  Quadranten,  welche 
zu  Höhenmessungen  in  allen  Verticalkreisen  dienen,  ist  dagegen  der 
Gradbogen  an  einer  verdcalen  Säule  befestigt,  welche  auf  drei  Fu£i- 
schrauben  ruht  und  sich  um  ihre  Aze  bewegen  lälst  Diese  Instrumente 
sind  jetzt  gänzlich  aufser  Gebrauch  gekommen,  indem  die  Mauerqua- 
dranten durch  die  Meridiankreise,  die  tragbaren  Quadranten  aber  durch 
die  ganzen  Kreise  und  die  Hohen-  und  Azimutalkreise  verdrängt  sind. 

26«  Das  wichtigste  Höheninstrument  ist  der  Spi^;el- 
sextant,  welcher  nach  seinem  Erfinder  auch  der  Hadleysche 
Sextant  genannt  wird.*)  Dieses  Instrument  dient  öbngenfi 
nicht  allein  zu  Höhenbeobachtungen  sondern  aUgemein  zur 
Messung  des  Winkels  zwischen  zwei  Objecten  in  jeder  Rich- 
tung gegen  den  Horizont  und  da  dasselbe  keine  feste  Auf- 
stellung erfordert,  sondern  die  Beobachtungen  mit  demselben 
angestellt  werden  können ,  indem  man  das  Instrument  in  der 
Hand  hält,  so  wird  es  hauptsächlich  zu  Beobachtungen  auf 
der  See  angewandt  und  zwar  theils  zur  Bestimmung  der  Zeit 
und  Polhöhe  durch  die  Beobachtung  von  Sonnen-  oder  Stern- 
höhen,  theils  zur  Bestimmung  der  geographischen  Länge 
durch  Beobachtung  von  Monddistanzen. 


*)  Eigentlich  ist  Newton  der  Erfinder  dieses  Instruments,  da  man 
nach  Hadley's  Tode  unter  dessen  Papieren  eine  fieschreibung  desselben 
Ton  Newton*s  eigner  Hand  gefunden  hat.  Hadley  hat  indessen  die  Er- 
findung Buerat  bekannt  gemacht. 
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Der  Spiegelsext^t  besteht  im  allgemeinen  aus  einem 
Kreissector,  gleich  dem  sechsten  Theile  eines  Kreises,  um  des- 
sen Mittelpunct  sich  eine  Alhidadc  bewegt,  welche  einen  auf 
der  Ebene  des  Sextanten  senkrechten  und  durch  den  Mittel- 
pnnct  desselben  gehenden  Spiegel  trägt.  Ein  andrer  kleiner 
Spiegel  steht  vor  dem  Objective  des  Femrohrs  des  Sextan- 
ten, ebenfalls  auf  der  Ebene  desselben  senkrecht  und  zwar 
parallel  der  Linie,  welche  den  Mittelpunct  des  Kreisbogens 
mit  dem  Nullpuncte  der  Theilung  verbindet.  Beide  Spiegel 
stehen  einander  parallel«  wenn  man  die  Alhidade  auf  den 
Nullpunct  der  Theilung  stellt.  Von  dem  kleinen  Spiegel  ist 
nur  die  untere  Hälfte  belegt,  sodafs  durch  den  oberen,  freien 
Theil  desselben  Lichtstrahlen  unmittelbar  von  einem  Objecte 
in  das  Femrohr  gelangen  können.  Dreht  man  nun  die  Al- 
hidade mit  ihrem  Spiegel  so  lange ,  bis  ein  Lichtstrahl  von 
einem  zweiten  Objecte  von  dem  grofsen  Spiegel  nach  dem 
kleinen  und  von  da  in  das  Femrohr  reflectirt  wird,  so  sieht 
man  im  Femrohre  die  Bilder  beider  Gegenstände.  Bringt 
man  dieselben  dann  durch  eine  kleine  Bewegung  der  Alhi- 
dade zur  vollständigen  Deckung,  so  ist  der  Winkel,  welchen 
die  beiden  Spiegel  mit  einander  bilden  d.  h.  also  der  Win- 
kel, um  welchen  man  die  Alhidade  vom  Anfangspuncte,  wo 
beide  Spiegel  einander  parallel  waren,  gedreht  hat,  die  Hälfte 
desjenigen  Winkels,  um  welchen  die  beiden  Objecte  von  ein- 
ander entfernt  sind. 

Zuvörderst  ist  klar,  dafs,  wenn  beide  Spiegel  einander 
parallel  sind,  auch  der  directe  und  der  zweimal  reflectirte 
Lichtstrahl  einander  parallel  sind.  Verfolgt  man  nämlich  den 
Weg  der  beiden  Lichtstrahlen  in  umgekehrter  Richtung,  in- 
dem man  dieselben  vom  Auge  des  Beobachters  ausgehend 
denkt,  so  wird  zuerst  der  Weg  der  beiden  Lichtstrahlen  der^ 
selbe  sein.  Der  eine  Strahl  geht  dann  durch  den  oberen 
Theil  des  kleinen  Spiegels  nach  dem  Objecte  A.  Ist  a  der 
Winkel,  unter  welchem  beide  Lichtstrahlen  den  kleinen  Spie« 
gel  treffen,  so  wird  der  andre  Lichtstrahl  unter  dem  Winkel  a 
reflectirt  und  da  der  grofse  Spiegel  dem  kleinen  parallel  ist, 
so  fällt  er  auch  auf  diesen   unter  dem   Winkel  a  und  wird 
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wieder  unter  dem  Winkel  m  reflectirt.  Dieser  Winkel  wird 
also  ebenfalls  das  Object  Ä  treffen,  wenn  dasselbe  unendlicK 
weit  entfernt  ist,  sodafs  die  Entfernung  der  beiden  Spiegel 
von  einander  gegen  die  Entfernung  desselben  verschwindet. 

Ist  aber  der  grofse  Spiegd  unter  dem  Winkel  y  gegen 
den  kleinen  Spiegel  geneigt,  so  trifft  der  den  kleinen  Spiegel 
unter  dem  Winkel  a  verlassende  Strahl  jetzt  den  grofsen 
Spiegel  unter  einem  andern  Winkel  ß.  Man  hat  aber  in  dem 
Dreiecke,  welches  die  Richtungen  der  beiden  Spiegel  und 
die  Richtung  des  reflectirten  Strahls  bilden: 

180  -  a  +  y  +  p    =     180 

oder: 

y    =    ot-p 

Der  Lichtstrahl  verläfst  dann  den  grofsen  Spiegel  unter 
dem  Winkel  ß  und  diese  Richtung  wird  die  Richtung  des 
vom  Auge  ausgehenden  Lichtstrahls  unter  einem  Winkel  S 
schneiden,  welcher  gleich  dem  Winkel  zwischen  den  beiden 
Objecteu  ist,  die  man  im  Fernrohre  beobachtet.  In  dem 
Dreiecke,  welches  der  directe  Lichtstrahl,  der  einmal  reflec- 
tirte  und  der  zweimal  reflectirte  mit  einander  bilden,  hat 
man  aber: 

180  -  2a+6  +  2p  =    180 

also: 

d    =    2a-2ja 
oder: 

6    =    «7 

Der  Winkel  zwischen  den  beiden  zur  Deckung  gebrach- 
ten Objecten  ist  daher  gleich  dem  doppelten  Winkel,  wdchen 
die  beiden  Spiegel  mit  einander  bilden  oder  den  die  Rich- 
tung der  Alhidade  auf  der  Theilung  angiebt.  Zur  gröfseren 
Bequemlichkeit  ist  nun  die  Theilung  auf  dem  Gradbogen  des 
Sextanten  schon  mit  2  multiplicirt,  indem  jeder  halbe  €hrad 
fiir  einen  ganzen  genommen  ist  und  z.  B.  bei  dem  Striche, 
welcher  dem  zehnten  Grrade  entspricht,  schon  die  Zahl  20 
hingeschrieben  ist.  Beobachtet  man  daher  die  Distanz  zweier 
Objeete,  so  ist  dieselbe  unmittelbar  gleich  dem  auf  dem 
Sextanten  abgelesenen  Winkel. 
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Bei  Höhenbeobachtuogen  Yermitteist  des  Sextanten  be- 
dient man  sich  eines  künstlichen  Horizont«,  gewöhnlich  eines 
Quccksilberhorizonts  und  milst  die  Distanz  des  in  dem  Queck- 
silberhorizonte reflectirten  Bildes  von  dem  Objecte,  also  die 
doppelte  Höhe  desselben.  Auf  der  See  beobachtet  man  da- 
gegen unmittelbar  die  Höhen  der  Gestirne,  indem  man  die- 
selben mit  dem  Meereshorizonte  zur  Deckung  bringt. 

27.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Einflufs  Fehler 
des  Spiegelsextanten  auf  die  Beobachtungen  mit  demselben 
haben  und  wie  man  dieselben  bestimmen  kann.  Zuerst  kann 
eine  Excentricität  vorhanden  sein  oder  der  Mittelpunct  der 
Distanz  der  Alhidade  nicht  mit  dem  Mittelpuncte  der  Thei- 
lung  zusammenfallen.  Dieser  Fehler  wird  bei  vollen  Kreisen, 
wie  man  in  Nr.  3  dieses  Abschnitts  gesehen  hat  durch  die 
Ablesung  an  zwei  Nonien,  welche  mit  einander  einen  Winkel 
von  genau  180  Grad  bilden,  eliminirt.  Da  dies  hier  nicht 
der  Fall  ist,  so  mufs  man  den  Fehler  durch  die  Nachmessung 
bekannter  Winkel  zwischen  zwei  Objecten  zu  bestimmen  su- 
chen, indem,  wenn  a  dieser  Winkel  und  h  die  auf  dem  Sex- 
tanten gemachte  Ablesung  ist: 

a  -   Ja  =   *    sin  i  («-  O)  206265 
r 

oder: 

a  —  J  *  =    )•-   sin  J  «  .  cos  I  0  —    -  cos  ^  »  sin  |  0]  806265 

Durch  die  Nachmessung  dreier  solcher  Winkel  wird  man 

daher,  -  ,  sin  |  O  und  cos  J  O,   mithin    auch    den    Winkel    O 

r 

bestimmen  können.  * 

Femer  können  die  beiden  Flächen  der  Spiegel,  welche 
parallel  sein  sollen,  einen  kleinen  Winkel  mit  einander  bil- 
den. Es  sei  nun  AB  der  auf  die  Vorderfläche  MN  des 
grofsen  Spiegels  auffallende  Strahl  (Fig.  19),  so  wird  der- 
selbe nach  C  gebrochen.  Trifil  der  Strahl  dann  die  hintere 
Fläche  unter  dem  Winkel  a,  so  wird  er  unter  demselben 
Winkel  reflectirt  und  an  der  Vorderseite  des  Spiegels  nach 
der  Sichtung  DE  gebrochen.    Sind  dann  beide  Flächen  des 
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Spiegels  einander  parallel»  so  ist  der  Winkd  AB F gleich  GDEj 
sind  dagegen  die  Flächen  beider  Spiegel  gegen  einander  ge- 
neigt^ so  ist  dies  nicht  mehr  der  Fall.     Es  sei  nun  Winkel: 

MNP    =    6 

femer  seien  die  Einfallswinkel  ABF  und  GDE  gleich  a 
und  b  und  die  Brechungswinkel  a,  und  b^  ,  so  ist: 

a,  +  a    =    90  +  6 
ft,  +  a    =    90  —  6 

also: 

i,    =    a,  —  2  6 

Ist  aber   -   das    BrechunffsverhältnifB    für   den    Ueber- 

m  ® 

gang  von  Luft  in  Glas  so  ist  auch: 


sin  a^  =  —  8in  a^   sm  o.   =  —  sin  b 
tn  m 


es  ist  also: 


Bin  a  —  Bin  b   =  —  [sin  a,  —  sin  a,  cos  2  d  +  cos  a,  sin  2  d] 

n 


oder: 


m    ^ «.      cos  a,  ^ 

a^b  =  —  20  . =    26 

n  cos  a 


— ä  sec  a^  —  tang  a 


=  26  y  5—   sec  a^+l 


a  ist  nun  der  Winkel,  welchen  die  Richtung  vom  Auge  nach 
dem  zweiten  Object  mit  dem  Lothe  auf  dem  grofsen  Spiegel 
macht.  Nennt  man  dann  J3  den  constanten  Winkel,  welchen 
die  Richtung  der  Gesichtslinie  des  Femrohrs  mit  dem  liOthe 
auf  dem  kleinen  Spiegel  macht,  y  den  Winkel,  welchen  die 
beiden  Objecte  mit  einander  bilden,  so  ist: 

«   =   Ky  +  ß) 

und  man  hat: 

Die  an  den  Winkel  y  anzubringende  Correction  iat  nun 
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der  Unterschied  des  Werthes  fiir  y  =  o  von  dem  obigen 
Werthe,  indem ,  wenn  die  Flächen  beider  Spiegel  nicht  par- 
allel sind  9  auch  der  Nullpunct  fehlerhaft  ist.  Es  ist  daher 
diese  Correction  x: 


X   =    2«  J^— ;^r-    «ec    (^^j     +1-2«  Y~^    sec^+l 

und  diese  Correction  ist  zu  addiren,  wenn  die  dickere  Seite 
des  Spiegels  dem  einfallenden  Strahle  zugekehrt  ist^  weil 
dann  der  reflectirte  Strahl  einen  kleineren  Winkel  mit  dem 
Lothe  auf  dem  Spiegel  macht  als  der  einfallende ,  also  auf 
dem  Sextanten  ein  zu  kleiner  Winkel  abgelesen  wird.  Da- 
gegen ist  die  Correction  zu  subtrahiren,  wenn  die  dünnere 
Seite  des  Spiegels  dem  einfallenden  Strahle  zugewandt  ist. 

Die  Formel    fiir  x  kann    man  noch    etwas    einfacher  so 
schreiben: 


'  »*  TH^i^'-^^-^m" — ii^-^ii 


n  2 

oder  da  -—  sehr  nahe  gleich  —  ist: 

171  9 


Um  nun  a  zu  bestimmen,  messe  man,  nachdem  man,  wie 
man  später  sehen  wird,  den  Nullpunct  bestimmt  hat,  den  Ab- 
stand zweier  scharf  begrenzter,  über  100^  von  einander  ent- 
fernter Objecte  z.  B.  den  Abstand  zweier  Fixsterne.  Dann 
nehme  man  den  grofsen  Spiegel  aus  seiner  Fassung  heraus» 
setze  ihn  umgekehrt  ein  und  messe,  nachdem  man  den  Null«- 
punct  wieder  bestimmt  hat,  denselben  Winkel.  Ist  dann  A 
die  wahre  Entfernung  beider  Sterne,  so  erhält  man  das 
zweite  Mal: 

wenn  man  das  erste  Mal: 

A  +  x    =    «" 
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abgelesen  hat,  also  wird: 


,'-*" 


6  = 


Der  Sextant  kann  nun  aufserdem  noch  Fehler  haben, 
die  von  der  Stellung  der  Spiegel  und  des  F'emrohrs  abhän- 
gen. Denkt  man  sich  das  Auge  O  in  dem  Mittelpuncte  einer 
Kugel,  so  wird  die  Ebene  des  Sextanten  diese  Kugel  in  einem 
gröfsten  Kreise  BAC  Fig.  20  schneiden,  welcher  zugleich 
die  Ebene  darstellt,  in  welcher  die  beiden  beobachteten  Ob- 
jecto liegen.  OA  sei  die  Gesichtslinie  nach  dem  Objecto  A, 
Trifft  diese  den  kleinen  Spiegel,  so  wird  dieselbe  von  diesem 
nach  dem  grofsen  Spiegel  reflectirt  und  wenn  p  der  Punct 
ist,  in  welchem  das  Loth  auf  dem  kleinen  Spiegel  den  gröfs- 
ten Kreis  trifft,  so  wird  der  Lichtstrahl  nach  der  Reflexion 
den  gröfsten  Kreis  in  dem  Puncto  B  treffen,  sodafs: 

Bp     =     B  A 

ist.  Bezeichnet  femer  P  den  Punct,  in  welchem  das  Lioth 
auf  dem  grofsen  Spiegel  die  Kugel  trifft,  so  wird  der  Licht- 
strahl nach  der  zweiten  Reflexion  die  Kugel  in  dem  Puncto  C 
treffen,  sodafs: 

PC    =    PB 

ist  und  in  dieser  Richtung  wird  das  zweite  beobachtete  Ob- 
ject  liegen.  Der  Winkel  zwischen  den  beiden  Objecten  ist 
dann  AC^  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Spiegeln  pP  und 
man  sieht  leicht,  dafs  A  C  gleich  2pP  ist. 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs 
der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist  und  beide  Spiegel  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehen.  Es  soll  nun  aber  angenom- 
men werden,  dafs  die  Gesichtslinic  des  Femrohrs  gegen  die 
Ebene  des  Sextanten  um  den  Winkel  i  geneigt  ist.  Ist  dann 
wieder  BAC  der  gröfste  Kreis,  in  welchem  die  Ebene  des 
Sextanten  die  Kugel  schneidet,  so  wird  jetzt  die  Gesichtslinie 
des  Femrohrs  die  Kugel  nicht  mehr  in  dem  Puncto  A  tref- 
fen,   sondern  in  dem  Puncto  A\    welcher  um    den  Bogen  t 
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eines  gröfsten  Kreises  senkrecht  über  A  liegt.  Femer  wird 
der  Strahl  nach  der  Reflexion  von  dem  kleinen  und  dem 
grofsen  Spiegel  die  Kugel  in  den  Puncten  B'  und  C  treffen, 
welche  um  denselben  Bogen  i  des  gröfsten  Kreises  senkrecht 
unter  B  und  über  C  liegen.'  Bezeichnet  man  dann  den  Pol 
des  gröfsten  Kreises  ABC  mit  Q,  so  ist  QAC  der  auf  dem 
Sextanten  abgelesene  Winkel,  dagegen  der  Bogen  A'C  der 
wahre  Winkel  zwischen  den  beiden  beobachteten  Objecten, 
und  wenn  man  den  erstem  u,  den  letztem  (x  nennt,  so  hat 
man  in  dem  sphärischen  Dreiecke  A'QC: 

coB  a'  =  sin  •*  +  cos  t*  cos  a 
=  cos  a  +  8  t*  sin  I  a' 

also  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

a'  =  a  —  f '  tang  J  a 

Hat  also  das  Femrohr  eine  Neigung  gegen  die  Ebene 
des  Sextanten,  so  mifst  man  alle  Winkel  mit  demselben  zu 
grofs.  Die  Grröfse  des  Fehlers  kann  man  nun  einfach  be- 
stimmen. In  dem  Femrohr  des  Sextanten  sind  nämlich  zwei 
fliden  angebracht,  welche  der  Ebene  desselben  parallel  sind 
und  deren  Mitte  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  bezeich- 
nen soll. 

Bringt  man  nun  die  Bilder  zweier  Objecte  an  einem 
Faden  zur  Berührung  und  neigt  dann  den  Sextanten  so,  dafs 
die  Bilder  sich  an  dem  andern  Faden  befinden,  so  müssen 
sie  sich  auch  hier  noch  berühren,  wenn  die  Gesichtslinie  des 
Femrohrs,  also  die  Richtung  nach  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Fäden  der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist,  weil  man 
in  dem  Falle  beide  Male  in  gleichen  Neigungswinkeln  gegen 
die  Ebene  des  Sextanten  beobachtet  hat.  Berühren  sich  da- 
gegen die  Bilder  das  zweite  Mal  nicht  mehr,  so  ist  dies  ein 
Zeichen,  dafs  die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  gegen  die  Ebene 
des  Sextanten  geneigt  ist.  Die  W^inkel,  welche  man  auf  dem 
Sextanten  abliest,  wenn  man  die  Bilder  an  den  beiden  Fäden 
zur  Berührung  bringt,  seien  nun  s  und  a,  die  Neigung  des 
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Fernrohrs  sei  i,  die  Entfernung  der  beiden  Fäden  ö  und  die 
wahre  Entfernung  der  beiden  Objecte  by  so  ist  das  eine  Mal: 

.s   =  b  +  (  -  -  —  f  j     tang  I  Ä 

und  das»  andre  Mal: 

/    =   fe  +   ^—  +  i  j     Ung  J  »' 

also,  wenn  man: 

tang  i  s    =  taug  !.  ^ 
nimmt: 

»   =    -j^  cotong  I  « 


Wie  man  leicht  sieht,  gehört  der  kleinere  Winkel  immer 
zu  demjenigen  Faden,  welcher  am  wenigsten  von  der  Ebene 
des  Sextanten  abweicht  oder  die  Richtung,  welche  der  Ebene 

des   Sextanten  parallel  ist,    liegt  um  den  Winkel i  von 

diesem  Faden  entfernt.  Man  mufs  dann  in  dieser  Entfernung 
einen  dritten  Faden  einziehen  und  alle  Berührungen  an  die- 
sem beobachten  oder,  wenn  man  die  Berührungen  in  der 
Mitte  der  ursprünglichen  Fäden  beobachtet,  von  allen  gemes- 
senen Winkeln  die  Gröfse  i^  tang  |  s  abziehen. 

Die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  soll  nun  parallel  der 
Ebene  des  grofsen  Spiegels  sein,  wenn  die  Alhidade  nach 
dem  Nullpuncte  gerichtet  ist  und  zugleich  sollen  beide  Spie- 
gel auf  der  Ebene  des  Sextanten  senkrecht  stehen.  Den  Par- 
allelismus der  beiden  Spiegel  kann  man  leicht  prüfen  und 
den  Fehler,  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  corrigiren.  Der 
kleine  Spiegel  hat  nämlich  zweierlei  Correctionsschrauben. 
Die  eine  Schraube  befindet  sich  auf  der  Rückseite  des  Spie- 
gels und  dreht  denselben  um  eine  auf  der  Ebene  des  Sex- 
tanten senkrechte  Axe,  die  zweite  Schraube  dient  dagegen 
dazu,  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  gegen  die  Ebene  des 
Sextanten  zu. stellen.  Man  bringe  nun,  indem  man  die  Alhi- 
dade nahe  auf  den  NuUpunct  richtet,  das  direct  gesehene 
und  das  zweimal  reflectirte  Bild  eines  unendlich  weit  entfern- 
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ten  Objects  zur  Deckung.  Ist  dies  möglich,  so  stehen  die 
beiden  Spiegel  einander  parallel  und  der  Punct,  welchen  die 
Alhidade  angiebt,  ist  dann  der  eigentliche  Nullpunct,  von 
welchem  aus  alle  Winkel  gemessen  werden  müssen.  Kann 
man  aber  keine  Deckung  hervorbringen ,  sondern  gehen  die 
beiden  Bilder  vor  einander  vorbei,  so  ist  dies  ein  Zeichen, 
dafs  die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  der  des  grofsen  nicht 
parallel  ist.  Bringt  man  dann  die  beiden  Bilder  senkrecht 
unter  einander,  sodaTs  ihre  Distanz  ein  Minimum  ist,  so  sind 
die  Durchschnitte  beider  Spiegel  mit  der  Ebene  des  Sextan- 
ten parallel  und  durch  die  zweite  der  vorher  erwähnten 
Schrauben  kann  man  dann  den  kleinen  Spiegel  so  weit  be- 
wegen, bis  die  Bilder  einander  decken,  also  die  beiden  Spie- 
gel einander  parallel  sind.  Der  Punct,  welchen  dann  die 
Alhidade  angiebt,  ist  dann  wieder  der  eigentliche  Ntülpunct. 
Zeigt  die  Alhidade  auf  den  Winkel  c,  so  nennt  man  c  den 
Collimationsfehler  des  Sextanten,  welchen  man  von  allen 
beobachteten  Winkeln  abziehen  muTs.  Will  man  denselben 
fortschaffen,  sodafs  die  Alhidade  wirklich  auf  Null  zeigt,  wenn 
die  Bilder  desselben,  imendlich  weit  entfernten  Gegenstandes 
einander  decken,  so  mui's  man  die  Alhidade  genau  auf  Null 
stellen  und  die  beiden  Bilder  durch  die  Schraube  auf  der 
Kückseite  des  kleinen  Spiegels  zur  Deckung  bringen.  Ge- 
wöhnlich läfst  man  aber  diesen  Fehler  unverbessert  und  zieht 
denselben  von  allen  beobachteten  Winkeln  ab.  In  der  Regel 
bedient  man  sich  der  Sonne  zur  Bestimmung  dieses  Fehlers, 
indem  man  das  reflectirte  Bild  zuerst  den  einen  und  nachher 
den  anderen  Rand  des  direct  gesehenen  Bildes  berühren  läfst. 
Hat  man  das  erste  Mal  a,    das  andre  Mal  b  abgelesen,    so 

ist  - —  irleich  dem  Collimationsfehler  c  und oder   

2      ®  2  2 

je  nachdem  a  kleiner  oder  gröfser  als  b  ist,  der  Durchmes- 
ser der  Sonne.  Die  eine  der  beiden  Ablesungen  wird  dann 
immer  auf  den  Excedens  der  Theilung  fallen  d.  h.  auf  das 
Stück  der  Theilung  vor  dem  Nullpuncte,  also  Winkel  im 
vierten  Quadranten  geben.   Man  kann  aber  auch  die  Winkel 
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auf  dem  Excedena  vom  NuUpuncte  abzählen  und  dieselben 
negativ  nehmen. 

Bei  den  Beobachtungen  der  Sonne  wendet  man  immer 
farbige  Blendgläser  zur  Schonung  an.  Sind  die  beiden  Flä- 
chen dieser  Gläser  nicht  parallel,  so  erhält  man  die  Bestim- 
mung des  CoUimationsfehlers  durch  die  Sonne  fehlerhaft. 
Macht  man  nachher  Sonnenbeobachtungen,  so  ist  dieser  Feh- 
ler imschädlich,  wenn  man  nur  dabei  dieselben  Blendgläser 
anwendet,  welche  man  bei  der  Bestimmung  des  CoUimations- 
fehlers benutzt  hat  Stellt  man  dagegen  andre  Beobachtungen 
z.  B.  Beobachtungen  von  Monddistanzen  an,  so  muTs  man 
immer  den  Collimationsfehler  durch  einen  Stern  oder  durch 
ein  irdisches  Object  bestimmen. 

Wenn  man  nun  aber  ein  irdisches  Object  beobachtet, 
dessen  Entfernung  nicht  als  unendlich  grofs  gegen  die  Ent- 
fernung der  beiden  Spiegel  angenommen  werden  kann,  so 
mufs  man  an  den  so  gefundenen  Collimationsfehler  o,  noch 
eine  Correction  anbringen,  um  daraus  den  wahren  Collimations- 
fehler Co  zu  erhalten,  welchen  man  durch  ein  unendlich  weit 
entferntes  Object  gefunden  hätte.  Ist  nun  A  die  Entfernung 
des  Objects  von  dem  kleinen  Spiegel,  /  die  Entfernung  bei- 
der Spiegel,  ji  der  Winkel,  welchen  die  Gesichtslinie  des 
Femrohrs  mit  dem  Lothe  auf  dem  kleinen  Spiegel  macht, 
so  erhält  man  den  Winkel  c,  welchen  der  directe  und  der 
zweimal  reflectirte  Strahl  am  Objecto  mit  einander  bilden, 
nachdem  man  das  directe  Bild  und  das  Spiegelbild  zur  Coin- 
ddenz  gebracht  hat,  durch  die  Gleichung: 


also: 


/8in2ß 
tang  c  =   — ^ ~- 

c   =    ^   sin  2|3--  J  ^-    sin  4ß 


wo  die  rechte  Seite  der  Gleichung  mit  206265  multiplidrt 
werden  mufs,  wenn  man  c  in  Secunden  haben  will.  Hätten 
nun  die  Spiegel  parallel  gestanden,  so  hätte  der  vom  grofsen 
Spiegel  reflectirte  Strahl  ein  um  den  Winkel  c  von  dem 
beobachteten   entferntes  Object  getroffen  und  man  hätte  den 


539 

wahren  CoUimationsfehler  cq  erhalten,  wenn  man  dies  Object 
mit  dem  vorigen  hätte  coincidiren  lassen.  Dann  wäre  aber  c^Cf 
der  Winkel  gewesen,  welchen,  welchen  man  auf  dem  Kreise 
abgelesen  hätte.     £s  ist  mithin: 


7  +   -  «n2ß-  i^,  8in4, 


Den  Winkel  j3,  der  auch  vorher  schon  gebraucht  wurde, 
kann  man  leicht  bestimmen,  wenn  man  den  Sextanten  auf 
einem  Stative  befestigt  und  durch  Einstellung  auf  ein  irdi- 
sches Object  den  CoUimationsfehler  c,  bestimmt.  Sieht  man 
dann  durch  ein  mit  einem  Fadenkreuze  versehenes  Femrohr 
in  den  grofsen  Spiegel,  bringt  das  Kreuz  mit  dem  einmal 
reHectirten  Bilde  des  Objects  zur  Deckung  und  mifst  dann 
mit  dem  Sextanten  den  Winkel  «zwischen  dem  Objecte  und 
dem  Fadenkreuze  des  Femrohrs,  so  hat  man: 


f 
n^c^  =    2p  -  —-  sin  2|3 


Da  aber  auch: 


/ 
c^    =    c,  +  —  sin  2|3 


so  erhält  man: 

Ist  der  kleine  Spiegel  gegen  die  Fläche  des  Sextanten 
um  den  Winkel  t  geneigt,  so  wird  das  Loth  auf  demselben 
die  um  das  Auge  des  Beobachters  beschriebene  Kugel  in 
dem  Puncte  p  treffen,  welcher  um  den  Bogen  %  eines  gröfs- 
ten  Kreises  senkrecht  über  p  liegt.  Fig.  21.  Dann  trifft  die 
Richtung  des  Strahls  nach  der  Reflexion  vom  kleinen  Spiegel 
die  Kugel  in  dem  Puncte  Bf  und  nach  der  Reflexion  vom 
grofsen  Spiegel  in  dem  Puncte  C,  Dann  ist  wieder  AC  der 
auf  dem  Sextanten  abgelesene  Winkel  u,  AC  dagegen  der 
wirklich  gemessene  Winkel,  gleich  a'.  Man  hat  dann,  wie 
man  leicht  sieht: 

BB'  =  CC/  =  2  cof  p  . » 
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wo  ß  wieder  der  Winkel  zwiachAn  der  Gesichtslinie  des  Fem* 
rohrs  und  dem  Lothe  auf  dem  kleinen  Spiegel,  also  gleich  A  p 
ist.     Femer  hixi  man: 

cos  a'  =  cos  «  cos  CCf 

=  cos  a  —  2  cos  p'i"  cos  a 

oder  nach  Formel  (19)  der  Einleitung: 

2  cos  j3*i' 


a    =    a  + 


tAnga 


Wäre  der  grofse  Spiegel  gegen  die  Ebene  des  Sextanten 
um  t  geneigt  und  hätte  man  den  kleinen  Spiegel  demselben 
parallel  und  das  Femrohr  senkrecht  auf  beide  gestellt,  so 
würden  jetzt  />',  JP^  Ä  und  ebenso  S  und  C  in  einem  klei- 
nen Kreise  liegen,  der  um  den  Bogen  %  von  dem  gröfsten 
Kreise  absteht,  in  welchem  die  Ebene  des  Sextanten  die  Ku- 
gel schneidet.  Dann  wäre  der  Winkel  ^  P  zwischen  den 
beiden  Spiegeln  oder  |  u!  ebenso  wie  vorher,  wo  das  Fem- 
rohr um  den  Winkel  i  geneigt  angenommen  wurde: 

J  a   =  -J  a  —  i*  tang  ^  a 
also: 

a'  =  a  —  2  t*  tang  \  a 

Um  diesen  Fehler  wegzuschaffen,  bedient  man  sich  ge- 
wöhnlich zweier  rechtwinklig  gebogener  Metallplatten,  welche 
in  gleicher  Höhe  Dioptern  haben.  In  der  einen  Platte  ist 
nämlich  in  der  senkrecht  stehenden  Fläche  ein  kleines  Loch 
angebracht,  die  senkrechte  Fläche  der  andern  Platte  ist  da* 
gegen  durchbrochen  und  ein  feiner  Silberfaden  horizontal  so 
eingezogen,  dafs  derselbe  genau  die  Mitte  der  Oeffhung 
schneidet,  wenn  beide  Dioptern  auf  eine  Ebene  aufgesetzt 
werden.  Man  legt  nun  den  Sextanten  horizontal,  stellt  die 
erstere  Diopter  vor  den  grofsen  Spiegel  und  dreht  diesen 
vermittelst  der  Alhidade  so  lange,  bis  man  durch  die  Oeff- 
nung  das  Bild  der  Platte  in  dem  Spiegel  sieht.  Daraufsetzt 
man  die  andere  Diopter  ebenfalls  vor  den  Spiegel,  sodals 
man  auch  den  Faden  durch  die  Oeffnung  sehen  kann.  Greht 
dann  der  Faden  genau  durch  die  Mitte  des  Bildes,  welches 
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der  Spiegel  von  der  Oeffhang  macht,  so  Bteht  der  grofae 
Spiegd  senkrecht,  weil  dann  die  OeiFnung,  ihr  Spiegelbild 
und  der  Faden  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  dieser 
(wegen  der  gleichen  Höhe  des  Fadens  und  der  Oeffnung) 
der  Ebene  des  Sextanten  parallel  ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  muTs  man  die  Stifte,  auf  denen  der  grofse  Spiegel  ruht 
so  lange  ändern,  bis  man  die  Verticalität  erreicht  hat. 

Vorzüglicher  als  die  Spiegelsextanten  sind  die  in  neuerer 
Zeit  in  Gebrauch  gekommenen  Reflexionskreise,  bei  denen 
der  kleine  Spiegel  durch  ein  Prisma  ersetzt  ist  Diese  Kreise 
haben  den  grofsen  Vortheil  vor  den  Sextanten,  dafs  man  den 
Excentricitätsfehler  durch  Ablesen  an  zwei  diametral  gegen- 
überstehenden Nonien  eliminirt  und  dafs  man  damit  aUe  Win- 
kel von  0^  bis  180^  messen  kann.  Sonst  gilt  alles  vom  Spie- 
gelsextanten  gesagte  auch  ftir  diese  Instrumente.*) 


Vn.    Instrumente  y    welche   zur  Messung  des   relativen 
Ortes  nahe  stehender  Gestirne  dienen.    (Micrometer 

mid  Heliometer). 

28.  Fadenmicrometer  an  einem  parallactisch 
aufgestellten  Fernrohre. 

Um  die  Rectascensions-  und  Declinationsunterschiede 
nahe  stehender  Gestirne  zu  messen,  hat  man  in  parallactisch 
aufgestellten  Femröhren  (Aequatorealen)  ein  Fadenmicrometer, 
welches  aus  einem  Systeme  mehrerer  paralleler  Fäden,  durch- 
schnitten von  einem  verticalen  besteht.  Dies  System  von 
Paden  kann  um  die  Axe  des  Femrohrs  gedreht  werden,  so- 
dafs  man  die  parallelen  Fäden  der  Richtung  der  täglichen 
Bewegung    parallel    stellen    kann,    indem    man    einen    dem 


*)  Vergl.  Encke,  Über  den  Spiegelaextanten.  Berliner  astron.  Jahr- 
buch für  1S80. 
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Aequator  nahe  stehenden  Stern  längs  dem  einen  Faden  durch- 
gehen läfst  und  das  Fadenkreuz  so  lange  dreht,  bis  der  Stern 
denselben  bei  seinem  Durchgange  durch  das  Feld  nicht  mehr 
verläfst.  Dann  stellt  der  yerrtcale  Faden  einen  Stundenkreis 
vor.     Läfst  man  also  einen  bekannten  und  einen  unbekann- 

m 

ten  Stern  durch  das  Feld  des  Femrohrs  gehen  und  beobachtet 
die  Zeiten  der  Durchgänge  durch  den  verticalen  Faden,  so 
ist  der  Unterschied  dieser  Zeiten  unmittelbar  gleich  dem 
Rectascensionsunterschiede  beider  Sterne.  Um  nun  auch  De- 
dinationsunterschiede  messen  zn  können,  hat  man  noch  einen 
beweglichen,  ebenfalls  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
parallelen  Faden,  welchen  man  vermittelst  einer  Schraube 
senkrecht  gegen  den  verticalen  Faden  verstellen  kann.  An 
dem  Instrumente  kann  man  nun  die  Anzahl  der  ganzen 
Schraubenumgänge,  um  welche  man  den  Faden  fortbewegt 
hat  und  die  Hunderttheile  derselben  an  dem  eingetheilten 
Kopfe  der  Schraube  ablesen.  Kennt  man  also  den  Werth 
einer  Schraubenumdrehung  in  Secunden  und  ist  die  Schraube 
regelmäfsig,  so  kann  man  immer  finden,  um  wie  viel  man 
die  Schraube  in  einem  gewissen  Sinne  verrückt  hat.  Läftt 
man  dann  ein  Gestirn  auf  einem  der  parallelen  Fäden  durch 
das  Feld  des  Fernrohrs  laufen,  schraubt  den  beweglichen 
Faden,  bis  derselbe  das  andre  Gestirn  deckt  und  liest  dann 
die  Stellung  der  Schraube  ab,  so  erhält  man  den  Declinations- 
unterschied  beider  Gestirne,  wenn  man  nun  auch  die  Stel- 
lung der  Schraube  abliest,  nachdem  man  den  beweglichen 
Faden  zur  Coincidenz  mit  dem  Faden  gebracht  hat,  auf  wel- 
chem der  erstere  Stern  lief  und  den  Unterschied  beider  Ab- 
lesungen nimmt.  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigne  Bewegung, 
so  hat  man  darauf  zu  sehen,  dafs  man  fiir  die  Zeit  des 
Bectascensionsunterschiedes  die  Zeit  des  Durchgangs  dieses 
Gestirns  durch  den  Verticalfaden  und  ebenso  für  die  Zeit 
des  Declinationsunterschiedes  die  Zeit  der  Einstellung  dieses 
Gestirns  nimmt. 

Um  nun  den  Werth  einer  Schraubenumdrehung  zu  fin- 
den,  verfahrt  man  wie  bei  der  Bestimmung  der  Fädendistanzen 
im  Mittagsfemrohre,  indem  man  den  früher  verticalen  Faden 
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der  Richtung  der  täglichen  Bewegung  parallel  stellt,  und  die 
Durchgangszeiten  eines  dem  Pole  nahe  stehenden  Sterns  durch 
die  parallelen  Fäden,  welche  jetzt  Stundenkreise  vorstellen, 
beobachtet  Dann  erhält  man  nach  Nr.  15  dieses  Abschnitts 
die  Distanzen  der  Fäden  in  Bogensecunden  und  da  man  die- 
selben auch  in  Schraubenumgängen  bestimmen  kann,  wenn 
man  den  beweglichen  Faden  nach  und  nach  zur  Coincidenz 
mit  den  einzelnen  Fäden  bringt,  so  erhält  man  dadurch  den 
Werth  einer  Schraubenumdrehung  in  Bogensecunden. 

Gewöhnlich  ist  ein  solches  Micrometer  zugleich  so  ein- 
gerichtet, dafs  man  damit  auch  Distanzen  und  Positiouswinkel 
d.  h.  die  Winkel,  welche  die  Verbindungslinien  beider  Sterne 
mit  der  Bichtung  des  Declinationskreises  oder  des  Parallels 
machen,  bestimmen  lauin,  indem  man  an  einem  am  Ocuiare 
befindlichen  getheilten  Kreise  ablesen  kann,  um  wieviel  man 
,das  Fadenkreuz  gegen  die  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
gedreht  hat.  Die  Distanzen  mifst  man  dann,  indem  man  ei- 
nen der  parallelen  Fäden  auf  das  eine  Gestirn,  den  bewegli- 
chen auf  das  andre  Grestim  und  zugleich  den  früher  vertica- 
len  Faden  in  die  Verbindimgslinie  beider  Gestirne  bringt. 
Stellt  man  nachher  den  beweglichen  Faden  auf  den  durch 
das  erstere  Grestim  gehenden,  so  ist  der  Unterschied  beider 
Ablesungen  die  Distanz  der  Gestirne.  Liest  man  femer  den 
Positionskreis  ab  sowohl,  wenn  der  eine  Faden  bdlde  Ge- 
stirne schneidet,  als  auch,  wenn  dieser  Faden  der  täglichen 
Bewegung  parallel  gestellt  ist,  so  ist  der  Unterschied  beider 
Ablesungen  der  Positionswinkel,  vom  Parallel  ab  gezählt. 
Gewöhnlich  nimmt  man  aber  den  nördlichsten  Theil  des  De- 
clinationskreises als  Anfangspunct  der  Positionswinkel  und 
zählt  dieselben  durch  Osten,  Süden  und  Westen  von  0® 
bis  360^  herum.  Nimmt  man  diese  Zählungsart  an,  so  mufs 
man  also  zu  dem  auf  die  vorher  erwähnte  Weise  gefundenen 
Nullpuncte  der  Positionswinkel  90^  hinzulegen.' 

Um  nun  aus  diesen  Beobachtungen  den  Reotascensions- 
und  Declinationsunterschied  beider  Gestirne  zu  erhalten,  muÜB 
man  die  Relationen  zwischen  denselben  und  den  Distanzen 
und   Positionswinkeln  kennen.     Da   aber    in    dem   Dreiecke 
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zwischen  den  beiden  Sternen  und  dem  Pole  des  Aequators 
die  Seiten  gleich  A,  90—6  und  90—6'  und  die  denselben 
gegenüberstehenden  Winkel  gleich  cJ—ol^  180— p'  und  p  sind, 
wo  p  und  y  die  Positionswinkel  und  A  die  Distanz  bezeich- 
nen, so  erhält  man  nach  den  Gaufsischen  Formeln: 

sin  ^  A  sin  I  (p'+p)  =  sin  \  (p! —oi)  cos  J  (6' +  6) 
sin  I  A  cos  1^  (p'-^p)  =  cos  |  (cc—d)  sin  \  (6  —  Ä) 
cos  J  A  sin  J  ip—p)  =  sin  |  (a'—a)  sin  J  (6'  +  Ä) 
cos  I  A  cos  ^  (j>'—p)  =  C08  i  (a'—a)  cos  |  (6'— 6) 

Sind  a'— ex  und  6'— 6  kleine  Crröfsen,  sodaTs  man  den 
Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen  und  den  Cosinus  gleich 
eins  setzen  kann,  so  ist  auch  A  eine  kleine  Gröfse  und  da 
man  dann  auch  p  gleich  p   nehmen  kann,  so  erhält  man: 

cos  I  (Ä'+Ä)  [a'—a]  =  A  sin  /> 

S^  —  S  =  Acosp 

29.  Aufser  diesem  Fadenmicrometer  hat  man  noch 
andre,  die  indessen  hier  nur  kurz  erwähnt  werden  sollen,  da 
dieselben  fast  gar  nicht  mehr  im  Gebrauche  sind. 

Das  erste  ist  das  Micrometer,  dessen  Fäden  Winkel 
von  45®  mit  einander  bilden  Fig.  22.  Stellt  man  den  einen 
Faden  DE  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung  paraUel» 
so  kann  man  aus  der  Zeit  t^— t,  welche  ein  Stern  braucht, 
um  von  A  nach  B  zu  gelangen,  dsssen  Abstand  vom  Mittel- 
puncte  finden,  .indem: 

AfC    =    —    15  cos  6 
2 

Da  man  ebenso  fiir  einen  zweiten  Stern  hat: 

-'-7 

Ate  =    ' 16  cos  öf 

2 

SO  erhält  man  hieraus  den  Dedinationsunterschied  beider 
Steine.  Das  arithmetische  Mittel  der  Zeiten  t  und  d  ist  die 
Zeit,   zu  welcher  der  Stern  in  dem  Stnndenkreise  CM  war; 

ebenso  ist  -— —  die  Zeit,    wann  der   zweite  Stern  in  diesem 
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Stundenkreise  war.  Der  Unterschied  beider  Mittel  ist  gleich 
dem  Rectascensionsunterschiede  beider  Sterne. 

Ein  zweites  Micrometer  ist  das  Bradleysche  Netz,  bei 
welchem  die  Fäden  ein  Rhombus  bilden,  dessen  kleinere 
Diagonale  die  Hälfte  der  gröfseren  ist  Fig.  23.  Die  kleinere 
Diagonale  wird  der  täglichen  Bewegung  parallel  gestellt. 
Läfst  man  nun  einen  Stern  durch  die  Fäden  laufen,  so  wird 
die  halbe  Zwischenzeit  der  Beobachtungen  im  Bogen  dc^s 
gröfsten  Kreises  ausgedrückt  gleich  MD  sein,  sodaTs: 

MD  =    1 5  -^  cos  6 
2 

Für  einen  zweiten  Stern  erhält  man: 

M'D  =  15    cos  ö' 

2 

und  daraus  den  Declinationsunterschied.  Den  Rectascensions- 
unterschied  findet  man  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  bei  dem 
früheren  Micrometer. 

Diese  Micrometer  erfordern  eine  genaue  Untersuchung, 
ob  die  Fäden  einander  unter  den  richtigen  Winkeln  schnei- 
den. Auch  haben  sie  das  Unbequeme,  dafs  sie  des  Nachts 
erleuchtet  werden  müssen,  also  zur  Beobachtung  sehr  schwa- 
cher Objecte  nicht  angewandt  werden  können.  Sie  sind  da- 
her fast  ganz  durch  die  Kreismicrometer  verdrängt,  die  sich 
einmal  mit  grofser  Gvenauigkeit  ausführen  lassen,  dann  aber 
auch  den  Vortheil  gewähren,  dafs  man  sie  immer  ohne  Be- 
leuchtung anwendet. 

30.  Das  Kreismicrometer  besteht  in  einem  genau 
kreisförmig  abgedrehten  Metallringe,  der  in  einer  im  Brenn- 
puncte  des  Fernrohrs  angebrachten  Glasplatte  befestigt  ist 
und  daher  im  Gesichtsfelde  des  Femrohrs  freischwebend  er- 
scheint. An  diesem  Ringe  werden  die  Ein-  und  Austritte  , 
der  Sterne  beobachtet.  Dann  ist  das  arithmetische  Mittel 
der  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  die  Zeit,  zu  welcher  der 
Stern  in  dem  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises  gehenden 
Stundenkreise   war.     Man  erhält    daher    den  Rectascensions- 

85 
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unterschied  zweier  Sterne  grade  so  wie  bei  den  vorher 
betracliteten  Micrometern.  Kennt  man  nun  auch  den  Halb- 
messer des  Kreises y  so  kann  man  auch,  da  die  Gröfse  der 
Sehnen  bekannt  ist,  die  Abstände  vom  Mittelpuncte  und  da- 
durch die  Declinationsunterschiede  erhalten. 

Es  seien  t  und  tf  die  Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  des 
Sterns,  dessen  Declination  S  und  r  und  r'  dasselbe  für  einen 
andern  Stern,  dessen  Declination  6',  so  ist  also: 

a'-a  =  iC^  +  O  -  H^'  +  O 

Bezeichnen  dann  /i  und  /('  die  halben  Sehnen,  welche  die 
Sterne  beschreiben,  so  ist: 

/LI    =     —    (/  -l)    COS  0 


und: 


/le'  =  —  (/  —  t)  cos  Ö' 


Setzt  man  ferner: 

(Li 

sm  CD  =  '— 
r 

Bin  ©   =  -^ 

r 

wo  r  den  Halbmesser  des  Kreises  bedeutet,  so  erhält  man, 
wenn  man  mit  D  die  Declination  des  Centrums  des  Kreises 
bezeichnet. 

6— />  =  r  coBcp 
Ö'^D  =  r  CO«  q/ 

also: 

6'— 6  =  r  [cofl  <p'  ±  cos  9] 

je  nachdem  die  Sterne  zu  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  des  Mittelpuncts  durch  das  Feld  gegangen  sind. 
Am  Uten  April  1848  wurde  auf  der  Sternwarte  zu 
Bilk  an  dem  Ringmicrometer  des  sechsfüTsigen  Refractors, 
dessen  Halbmesser  gleich  18'  46^^.25  ist,  die  Flora: 

(Ä'    =    24^»  5'.  4) 
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und  ein  Stern,  dessen  scheinbarer  Ort: 

a  =  91®  12'  59". Ol 
6  =  24       1      9  .01 

war,  mit  einander  verglichen.     Es  war: 

r  =  11*  16'  86".0  Sternzeit  t  =  11*  17'  58".  0 

/  =  17    25   .5  l!  -  19   46   .5 

/-r  =  50".  5  /'-«  =  l'  63".  5 

Man  hat  mithin: 


log  /— r 

1.70329 

\og/-t 

2.05600 

log  ^i! 

2.53878 

log /LI 

2.89070 

C08  <p' 

9.97850 

cos  9 

9.85941 

6-li 

17'  51".  9 

Ö-'D 

13'  84".  8 

Da  nun  beide  Gestirne  auf  derselben  Seite  des  Mittel- 
puncts  durchgegangen  waren  und  zwar  beide  nördlich  von 
demselben,  so  erhält  man: 

Ä'~6  =  +  4'  17".  1 

Für  die  Zeiten ,  wo  die  Gestirne  in  dem  Stundenkreise 
des  Mittelpuncts  waren,  findet  man: 

I  (/  +  r)  =  11*  17'  0".25   i  (/  +  t)  =   18'  49".  75 

Es  war  also  um: 

11*   17'  0".  25 

a'-a  =  -  l'  49".  50     6f-6  =  +  4'  17".l 
=  -  27'  22".  60 

Ist  der  äufsere  Rand  eines  solchen  Ringes  ebenso  genau 
kreisförmig  abgedreht  wie  der  innere  Rand,  so  kann  man  die 
Ein-  und  Austritte  an  beiden  Rändern  beobachten.  Man  hat 
dann  aber  nicht  nöthig,  die  Beobachtungen  an  jedem  einzel- 
nen Rande  mit  dem  dazu  gehörigen  Halbmesser  zu  reduciren, 
sondern  kann  etwas  kürzer  nach  den  folgenden  Formeln 
rechnen. 

Ist  ^i  die  Sehne,  r  der  Halbmesser  des  äufseren  Ringes 

36» 


548 

und    bezeichnen  /i'  und  /  dasselbe   für    den    inneren    Ring, 
so  ist: 

15 

—  cos  6  (^  — O  =  ^  =  r  sin  9 


also: 


und: 


wenn  man: 


—  cos  S^  (ff—tf)  =  iLi!  =  r  sin  <p' 


(Li-hlJ  =  (a  +  b)  sin  <p  +  (o— *)  sin  q> 


,a— ^4'  =  (a  +  ft)  sin  9  —  (0— 6)  sin  9 


r-^r  r-r 

=    a  und  =    & 


2 

setzt.     Daraus  erhält  man: 

u+Li'  .     9  +  9'  9^9'    .    ,         9+9'     .     9'"9' 

•^ — i— -  =  a  sin  - — ^  cos  -^- — —    +  ft  cos  - — -!-  sm   i— -^ 

2  2  2  2  2 

/u-|ii'  9  +  9'     .      9-9'    ^   r    .     9  +  9'  9—9' 

^- — *--  =   a  cos  -2^ — ^  sm  -i — 2_  4.  j  sin  -^^ — ^  cös  -^- — -^- 

2  2  2  2  2 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  beiden  Gleichungen 

6—D  =  r  cos  9 
Ö—D  =  r  cos  9' 

erhält  man  femer: 

(a— 6)  cos  9'  —  (a-hb)  cos  9  =  0 
oder: 

9+9     .     9—9 

sm  - — ^  sm  - — - 

,  2 2 

D    =    a  .    ^ j 

9  +  9  9"^9 

cos  - — ^  cos  ^ 


2 
und: 

2  2  2  2 

alsOy  wenn  man  den  Werth  von  b  in  die  Ausdrücke  für 


2       '       2 


und  Ä-/> 
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eubstituirt: 


9+9' 
,  sm     ~ 

— _ —    —    fi  ^  _ 

2  <P— <P 

cos  ^ — ^^ 


^^::^  =  a 


Sin     — — — 
2 


2  9  +  9' 

cos  -^^ — ^^ 


und: 

cos 
S-D  =  a  .  


(£±s:)'_  («:)•_  ..(ö:)-^(«:)' 


9  +  9  9-"9 

cos  -2^ — ^  cos       , 


_  cos  9  cos  9' 


9+9  9—9 

cos  -2 — ^  cos  ^ — -!— 
2  2 


Setzt  man  nun  also: 

2a  2a 

80  erhält  man: 

_    '  cos  9  cos  9 


(^) 


cos  A  = 


9-9' 
cos    - 


2 

und: 


cos  B  = 


_  V  cos  9  cos  9' 


9+9' 
cos 


2 

also: 

S^D  =  a  cos  ^  cos  B  {B) 

Die  Berechnung  des  Abstandes  der  Sehne  des  Sterns 
von  des  Mitte  des  Ringes  ist  somit  auf  die  einfache  Berech- 
nung der  Formeln  (A)  und  (B)  zujrückgefiihrt. 

Am  248ten  Juni  1850  wurde  der  von  Dr.  Petersen  ent- 
deckte Comet  an  einem  Ringmicrometer  des  sechsfiifsigen 
Fernrohrs  der  Bilker  Sternwarte  mit  einem  Sterne  verglichen 
dessen  scheinbarer  Ort  war: 

a  =  228°  22'  4l".80     d  =  59**  7'  12".  19 
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während  die  Declination  des  Cometen  gleich  59^  20^.0  ange- 
nomiuen  wurde.  Der  Halbmesser  des  äufseren  Ringes  ist 
gleich  11'  21''. 09,  der  des  inneren  Ringes: 


also  ist: 


r'    =     9'  26".  29 


a    =     10'  28".  69 


Die  Beobachtungen  waren  nun  die  folgenden: 


C.  nördlich  von  der  Mitte 
Eintritt  *)         Austritt 

18*  15' 54"  20"      17'  21"  48" 

Damit  erhält  man: 


*  südlich 
Eintritt  Austritt 

18'  56".  8     18".  0     21' 20".  5      37".  5 


/-r  Aeufeerer  Rand  l'  54" 

/-/ 

A 

.  Ä  .      2'  42".  2 

Innerer  Rand  l'    l" 

2      7.5 

log  d.  Samme     2.24304 

2.46195 

log  d.  Diff.     1.72428 

1.54083 

cos  A     9.92623 

9.65138 

cos  ^     9.99418 

9.99749 

9.92041 

9.64887 

y-/)  =  +   8'  89".  26 

Ä- 

Z)  =  -  4'  37".  88 

also: 

6'-Ä  =  +   13'  17".  14 

Für  den  Rectascensionsunterschied  erhält  man  dag^en: 

a'-a  =  -   S'  25".  82   =  -  5l'  27".  30 

31.  Um  zu  sehen,  unter  welchen  Umständen  die  Beob* 
achtungen  mit  diesem  Micrometer  am  vortheilhaftesten  anzu- 
stellen sind,  differenzirt  man  die  Formeln: 

r  sin  ip  =  ^4  ,  r  sin  <p'  =  ^i'  ,  r  cos  9'  ^  r  cos  9  =  V—Ö 


*)  Von  den  hinter  einander  stehenden  Secunden  gehört  beim  Ein- 
tritt die  erstere  zum  äufseren,  die  zweite  zum  inneren  Rande  und  um- 
gekehrt beim  Austritt. 


551 
Dann  erhält  man: 

sin  ip  dr  •{•  r  cos  cp  d(p  =  d/ii, 

sin  q/  dr  -h  r  cos  9'  dcp'  =  d/ti! 

[cos  q/  JP  cos  <p]  dr  ^  r  sin  9'  ^9'  ±  r  sin  9  ^9  =  d  (S—8) 

oder,  wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  ^^9  und  dq/  mit 
Hülfe  der  beiden  ersteren  Gleichungen  eliminirt: 

[cos  9  ^  cos  9']  dr  —  sin  9'  cos  9  d/ti'  ±  sin  9  cos  9'  d/Li 

SS  cos  9  CO6  9'  d  (6f—6) 

dfi  und  d^u  sind  die  Fehler  der  beobachteten  halben  Zwi- 
schenzeit. Nun  sind  die  Beobachtungen  nicht  an  allen  Punc- 
ten  des  Micrometers  gleich  scharf,  indem  die  Sterne  nahe 
bei  der  Mitte  schneller  aus-  und  eintreten,  also  dort  die 
Beobachtung  sicherer  ist  als  nahe  am  Bande.  Man  wird  es 
indessen  immer  so  einrichten  können,  dafs  die  Beobachtun- 
gen an  ähnlichen  Stellen  in  Bezug  auf  den  Mittelpunct  an- 
gestellt werden  und  so  wird  daher  erlaubt  sein,  df^i  =  df^i 
zu  setzen,  sodafs  man  dann  die  Gleichung  erhält: 

[cos  9  ^  cos  9']  dr  —  sin  [9'  ^  9]  d^*  =  cos  9  cos  9' J  (6'— 6) 

Will  man  also  bei  gegebenem  r  die  DeclinationsdiflPerenz 
zweier  Sterne  finden,  so  mufs  man  die  Beobachtung  so  ein« 
richten,  dafs  cos  9  cos  9'  so  nahe  als  möglich  gleich  1,  also 
sin  9  und  sin  q/  sehr  klein  sind.  Man  mufs  daher  die  Sterne 
so  weit  als  möglich  vom  Mittelpuncte  durch  das  Feld  gehen 
lassen«  Sind  überdies  beide  Sterne  auf  einem  Parallel,  wo 
also  das  obere  Zeichen  gilt  und  9  £=3  9'  ist,  so  hat  ein  Fehler 
in  der  Bestimmung  von  r  gar  keinen  Einflufs  auf  die  Bestim- 
mung des  Declinationsunterschiedes.  Für  die  Bestimmung 
des  Bectascensionsunterschiedes  ist  es  klar,  dafs  man  die 
Sterne  so  nahe  als  möglich  durch  die  Mitte  des  Feldes  gehen 
lassen  mufs,  weil  dort  die  £in-  und  Austritte  am  schnellsten 
erfolgen,    also  sich  auch  am  schärfsten  beobachten  lassen. 

32«  Häufig  ändert  das  Gestirn,  dessen  Ort  man  durch 
das  Kreismicrometer  bestimmen  will,  seine  Rectascension  und 
Declination  so  schnell,  dafs  die  Voraussetzung,  dafs  dasselbe 
in  einer  Secunde  Sternzeit   15"  cos  6  im  Bogen  zurücklegt, 
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und  daTs  die  auf  seinem  Wege  errichtete  Senkrechte  einen 
Dcclinationskreis  vorstellt,  merklich  von  der  Wahrheit  ab- 
weicht. In  diesem  Falle  muTs  man  an  den  ohne  Rücksicht 
auf  die  eigne  Bewegung  hergeleiteten  Ort  noch  eine  Correc- 
tion  anbringen.  Nennt  man  d  den  Abstand  des  Gestirns  vom 
Mittelpuncte  des  Ringes,  so  war: 

d^  =  r'  -  (15  ^cos  6;* 

wo  t  =  ^  (if—f)  gleich  der  halben  Zwischenzeit  zwischen 
dem  Ein*  und  Austritte  ist.  Nennt  man  nun  Au  die  Zu- 
nahme der  Rectascension  des  Gestirns  in  einer  Zeitsecundc, 
so  ist  die  Aenderung  At  von  t,  welche  durch  die  Aendening 
der  Rectascension  hervorgebracht  wird,  sodafs  t+At  die  halbe 
Zwischenzeit  bezeichnet,  welche  man  beobachtet  hätte,  wenn 
die  Aenderung  der  Rectascension  gleich  Null  gewesen  wäre: 


At  = t.Au 

15 


Es  ist  aber: 


^   .             15*  i  cos  6*     , 
Ad  = : At 


also: 


/*  cos  d*  Aa 

Ad  =    15.   ; 


oder  da  15  £  cos  S  =  u  ist: 

Ad=  A  (Ö-D)  =  ^--  .  ^  (A) 

Femer  ist    die  Tangente    des   Winkels  7i,    welchen    der 
wahre  Weg  des  Gestirns  mit  dem  Parallele  macht: 

taag  «  =  — -|-^-— j 

WO  A6  die  Aenderung  der  Declination  in  einer  Zeitsecunde 
bedeutet. 

Es  w4rd  also   das   Stück  des   Weges  des  Gestirns  zwi- 
schen dem  Stundenkreise  und  dem  auf  den  Weg  des  Sterns 
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vom  Mittelpuncte  gefällten  Perpendikel,    wenn  man  dasselbe 
X  nennt: 

X  =  cZ  tang  n  = 


(15— Aa)  cos  Ä 

Da  man   nun  zu  der  ohne  Rücksicht  auf  die  eigne  Be- 
wegung berechneten  Durchgangszeit  durch  den  Stundenkreis 


die  Gröfse ^-.  oder: 

cos  0 


dLb 


15  cos  6'  —  15  Aa  cos  6' 

zu  addiren  hat,    so    erhält  man   fiir  diese  Correction,    wenn 
man  die  hohem  Potenzen  von  Aa  und  A6  vemachläfsigt: 


In  dem  vorher  gegebenen  Beispiele  betrug  die  Aende- 
rung  des  Ortes  des  Cometen  in  24  Stunden  in  Rectascension 
—  1®  15'  und  in  Declination  —  1®  17',  es  war  also: 

log  Aa  =  8.71551  n 
und: 

log  Ad  =  8.72694  n 
femer  war: 

log  d  =   2.7  1538  ,  log^i  =   2.52468 

Damit  erhält  man: 

A  (ö-/>)  =  -  0".7  5   und  A  (~r^)  =  -  7".lO 

Den  Einflufs  der  Bewegung  in  Rectascension  auf  die 
Declination  kann  man  noch  bequemer  so  in  Rechnung  brin- 
gen, dafs  man  die  Sehne  mit   -— multiplicirt,  wo  A'u 

die  Bewegung  in  Rectascension  in  Zeit  in  einer  Stunde  ist 
und  mit  dieser  verbesserten  Sehne  den  Abstand  vom  Mittel- 
puncte berechnet.     Es  ist  aber: 

3600  -  A'«'  _  _  iü.A'tf 
og  — -^  -  -     jg^^ 
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wo  M  gleich  dem  Modulus  der  Briggischen  Logarithmen 
also  gleich  0.4343  ist  Da  nun  diese  Zahl  sehr  nahe  48 
mal  15  mal  60  durch  KXKXK)  ist,  so  erhält  man: 

M  A^x  _  A'a.48.15 

"sedo"  ~  60.100000 

Man  hat  also  von  dem  constanten  Logarithmus  — 

nur  so  viel  Einheiten  der  5ten  Decimale  abzuziehen,  als 
die  48  stündige  Bewegung  in  Bectascension  Bogenminuten 
beträgt. 

In  dem  vorher  gebrauchten  Beispiele  ist  die  48  stündige 
Aenderung    der   liectascension   =  —  2®  30'  =  —  150'.      Der 

15  cos  6' 
constante  Logarithmus war:    7.48667.      Man    mufs 

daher  jetzt  fiir  denselben  7.48817  nehmen  und  erhält  daim: 

2.24304 

1.72428 
cos  A  9.92563 
cos  B  9.99415 


b^^iJ  =  8' 38".  50 

33.  Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  dafs  man  die  Wege, 
welche  die  Sterne  während  ihres  Durchgangs  durch  das  Feld 
des  Ejreismicrometers  beschreiben,  als  geradlinig  betrachten 
kann.  Sind  aber  die  Sterne  dem  Pole  so  nahe,  dafs  diese 
Voraussetzung  unrichtig  ist,  so  mufs  man  an  den  nach  den 
bisherigen  Formeln  berechneten  Declinationsunterschied  noch 
eine  Correction  anbringen.  Die  Rectascension  bedarf  dage- 
gen keiner  Correction,  da  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Zeiten  des  Ein-  und  Austritts  auch  in  diesem  Falle  die  Zeit 
des  Durchgangs  durch  den  Stundenkreis  des  Mittelpuncts  giebt. 

In  dem  sphärischen  Dreiecke  zwischen  dem  Pole  des 
Aequators,  dem  Mittelpuncte  des  Micrometers  und  dem  Puncte 
des  Ein-  oder  Austritts  hat  man^  wenn  7  die  halbe  Zwischen- 
zeit zwischen  beiden  Momenten  bedeutet: 

cos  r  =  sin  /)  sin  6  +  cos  D  cos  &  cos  1 5  7 
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oder: 


sin  J  r*  =  sin  |  (S—Dy  +  cos  D  cos  6  sin  f  —  7  ) 


also: 


(6-Z))'  =  r»  -  cos  Ä*  (15  7)»  -  [cos  /)  -  cos  «J  cos  ^  (15  7)^ 
=  r*  -  cos  6»  (15  7)»  -  (Ä-/>)  sin  «  cos  S  (15  7)* 

Zieht  man  auf  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  aus,  so  er- 
hält man,  wenn  man  nur  die  erste  Potenz  von  6—D  mit- 
nimmt: 

^     _         rs  jt»/,ic    Mi4  (6—i>)8in  Ä  cos  fi  (I67)* 

Ö-^D  =  Ir'—  cos  0*(15  7)'|t    —        r  9     ' .>«^ —   v«n 

L  V        /J  2  [r'-C08Ä*(15  7)*]i 

Das  erste  Glied  ist  der  in  der  Voraussetzung  der  gerad- 
linigen Bewegung  berechnete  Declinationsunterschied,  welcher 
mit  d  bezeichnet  werden  möge,  das  zweite  Glied  ist  dagegen 
die  gesuchte  Correction.    Es  ist  also: 

S-D  =  d  -  i  sind  cos  5  (15  7)» 

wo  das  zweite  Glied  noch  mit  206265  dividirt  werden  mufs, 
wenn  man  die  Correction  in  Secunden  haben  will.  Für  den 
zweiten  Stern  hat  man  mm  ebenso: 

6'-/>  =  d'  -  i  sin  ö'  C03  Ä'  (16  /)* 

mithin : 

^-6    =    rf'-d  +   i  [^ngÄ^osÄ^ClöO*  -   tangÄ'co8  6'*(l5/)'^J 

wofür  man  ohne  merklichen  Fehler  setzen  kannt 

Sf-8  =  J-d  +   J  lang  4(0+6')  [cos  6*  (15  7)*  -  cos  t^  *  (15  7')*] 
oder  da: 


und: 


cos  6'  15»  7^  =  r'-d' 


cosö'M5V*  =  r^^tt* 


Ö'S  =  (^-d  +  i  tang  i  (Ö'  +  6)  ((/  +  </)  (<t-d) 
Man  hat  also  zu  dem  in  der  Voraussetzung  der  gerad- 
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linigen  Bewegung   berechneten   Dedinationsunterschiede    die 
Correction  hinzuzufügen: 

+    itangHÄ'+«)  20626& 

Den  Büsten  Mai  1850  wurde  der  Comet  von  Petersen, 
als  seine  Declination  74^  9'  war,  mit  einem  Sterne ,  dessen 
Declination  73®  52'.  5  war,  verglichen.  Die  Rechnung  nach 
den  gewöhnlichen  Formeln  ergab: 

d  =  -  8'  56".7   ,  J  '=  +   7'  36".9 

Damit  erhält  man  dann: 

\og(d--hd)  =  1.90200« 

log  (d'-cO  =   2.99721 

Compl  log  206265  =  4.68557 

Compl  log  2  =  9.69897 

lang  J  (Ä'  +  Ä)  =  0  54286 

9.82661« 
Correct .  =    —  0".67 

E8  war  mithin  der  corrigirte  Declinationsunterschied : 

+   16'  82".  93 

34.  Um  das  Kreismicrometer  anwenden  zu  können,  ist 
immer  die  Kenntnifs  des  Halbmessers  erforderlich.  Zur  Be- 
stimmung desselben  kann  man  sich  verschiedener  Methoden 
bedienen. 

Beobachtet  man  zwei  Sterne,  deren  Declination  bekannt 
ist,  so  hat  man: 

|i4+/*'  =  r  [sin  9  +  sin  9']  =  2r  sin  |  (9  +  9')  cos  \  (9—9') 
/ii—lii'  =  r  [sin  9  —  sin  9']  =  2r  cos  J  (9  +  9')  sin  |  (9—9') 

Femer  ist: 

6'-6  Ä'-Ä 


cos  9  +  cos  9'  2  cos  ^  (9  +  9')  cos  |  (9  —  9') 

also  auch : 

^^  =  tang  i  (9+9')     ^^3J  =  tang  4  (9-9) 
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Setzt  man  daher: 


Trf^   =  tang  A  und  ^r^s   =  tang  B 


80  wird: 


6'-ö 


r   = 


2  cos  A  e!0%  B 
2  sin  i4  cos  ^ 
2  cos  ^  sin  B 

sin(^  +  /^) 

sin  (^-/f) 

Die  vorher  in  Nr.  31  gegebene  Differentialgleichung 
zeigt,  dafs  man  die  Sterne  zu  beiden  Seiten  des  Mittelpuncts 
möglichst  nahe  am  Bande  mufs  durchgehen  lassen,  weil  dann 
der  CoefBcient  von  dr  ein  Maximum  und  nahe  gleich  2,  der 
Coefficient  von  d^i  dagegen  nahe  Null  wird. 

^Man  mufs  also  zu  dieser  Bestimmung  des  Halbmessers 
zwei  Sterne  auswählen,  deren  Dedinationsunterschied  nur  et- 
was kleiner  als  der  Durchmesser  des  Ringes  ist. 

Der  Halbmesser  des  inneren  Randes  des  zuerst  in  Nr.  30 
erwähnten  Micrometers  wurde  durch  die  Plejadensteme  Aste- 
rope  und  Merope  bestimmt,  deren  Dedinationen : 

b     =     24 •  4'  24".  26 

und: 

Sf    =     23**  28' 6".  86 

waren  und  die  halben  Zwischenzeiten  beobachtet:  *) 

18".  5  und  5  6".  2 


*)  Die  Plejadensteme  eignen  sich  besonders  zu  diesen  fiestimmun- 
gen,  weil  man  anter  denselben  immer  fiir  jedes  Micrometer  passende 
finden  wird.  Die  Oerter  derselben  sind  auf  das  genaueste  von  Bessel 
bestimmt.  Astron.  Nachr.  Nr.  430  und  Bessel,  astron.  Untersuchungen. 
Band  I. 
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Damit  erhält  man: 

log^*  +  ^#'    =    2.71038 
log^t-^i'    =    2.41490 

cos  A   =    9.98825 
cos  B  =    9.99698 

9.98518 
r   =    18' 46".  5 

Man  kann  den  Halbmesser  des  Feldes  auch  aus  den 
Durchgängen  zweier  Sterne,  welche  dem  Pole  nlJie  stehen» 
bestimmen,  da  die  langsame  Bewegung  solcher  Sterne  den 
Einflufs  der  Beobachtungsfehler  vermindert.  In  diesem  Falle 
kann  man  aber  die  eben  gegebenen  Formeln  nicht  anwenden, 
weil  man  den  Weg  solcher  Sterne  nicht  mehr  als  geradlinig 
beti*achten  darf.  In  dem  Dreiecke  zwischen  dem  Pole»  dem 
Mittelpuncte  des  Ejreises  und  dem  Puncto  des  Ein-  oder 
Austritts  hat  man  aber,  wenn  man  die  halbe  Zwischenzeit 
zwischen  beiden  Momenten,  in  Bogen  verwandelt,  för  den 
einen  Stern  mit  r,  för  den  andern  Stern  mit  7'  bezeichnet: 

cos  r  =  sin  5  sin  Z)  +  cos  £  cos  D  cos  r 
cos  r  =  sin  d'  sin  iD  +  cos  S  cos  V>  cos  r* 

Setzt  man  unter  dem  Cosinuszeichen: 

.f   statt  o  nnd statt  o 

2  2  2  2 

und  zieht  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man: 
tang  u  =  cotang   sin   sin  

i  A  A 

.   ,        «+Ä'         y-/         r+Z 
4.  tang  —^  cos  -^  cos  -^ 

Setzt  man  also: 

=  a  cos  A 


cotang sin  — —  =  a  cos  ^ 


tane  cos  — -—  =  a  nn  A 

*       2  2 
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80  erhält  man  D  aus  der  Gleichung: 

Ung  /)  =  «  sm    I  — -    +   Ä  i  (ß) 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  D  gefunden  hat,    kann 
man  r  aus  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen  berechnen : 

sin  J  r*  =  sin  ^  (5— Z))*  +  cos  5  cos  D  sin  \  r* 

oder: 

sin  i  r*  =  sin  4  (ß-Oy  +  cos  «^  cos  /)  sin  J  r'  » 

Setzt  man  hier: 

sin  ^7 


tang  y     =    -7 


-. — r-75 — f;R  Vcos  £  cos  i> 


oder:  (f) 

,  sin  Sr  / 

sin  f  (o  — /))   ' 

80  erhält  man: 


sin  J  r'  =  sin  J  (Ä— D)*  sec  y 
=  sin  J(^-^)*8ecy 


oder  auch: 


r    = =    j  (ß) 

cosy  cosy 


Die  Formeln  {A),  (i^),  {€)  und  (JD)  enthalten  also  die 
Auflosung  dieser  Aufgabe. 

Wenn  man  den  Halbmesser  des  Ringes  nach  dieser  oder 

der  vorigen  Methode  durch  zwei  Sterne  bestimmt,    so  mufs 

man  fiir  den  Declinationsunterschied  beider  Sterne  immer  den 

scheinbaren,    durch    die   Refraction    veränderten,    anwenden. 

Nach    Nr.   12    dieses  Abschnitts    sind    aber  die    scheinbaren 

Declinationen ,    wenn    die  Sterne   nicht   nahe    am    Horizonte 

stehen : 

6  +  57"  cotang  (;Nr+ 6) 

und: 

S  +  67"cotÄng(iV+6') 

wo: 

tang  N  ■=-  cotang  9  cos  / 
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und  t  das   arithmetische  Mittel  aus  den  Stimdenwinkeln  bei- 
der Sterne  ist. 

Man  erhält  also  fiir  den  Unterschied  der  scheinbaren 
Declinationen : 

sin  (N+  ö)  sin  (i\r+  6') 
wofiir  man  sich  auch  erlauben  kann  zu  schreiben: 

^     .  _       57^^  Bin  (y- 6) 

Den  so  verbesserten  Declinationsunterschied  hat  man  also 
immer  fiir  die  Berechnung  des  Halbmessers  anzuwenden. 

Zur  Bestimmung  des  Durchmessers  des  Ringes  kann 
man  sich  auch  der  von  Gaufs  vorgeschlagenen  Methode  be- 
dienen, indem  man  in  das  Objectiv  des  mit  dem  Kreismicro- 
meter versehenen  Femrohrs  mit  einem  andern  nn  einem 
Winkelinstrumente  befindlichen  hineinsieht  und  den  Durch- 
messer des  Ringes  unmittelbar  mifst. 

Hat  man  Sonnenflecken  durch  das  Kreismicrometer 
beobachtet,  so  thut  man  gut,  den  Halbmesser  des  Ringes 
auch  durch  Sonnenbeobachtungen  zu  bestimmen,  weil  man  in 
der  Regel  die  Antritte  der  Sonnenränder  an  den  Ring  etwas 
anders  beobachtet  als  die  Antritte  von  Sternen.  Dazu  giebt 
nun  die  Beobachtung  der  äufseren  und  inneren  Berührungen 
der  Sonnenränder  mit  dem  Kreise  ein  sehr  einfaches  Mittel. 
Berührt  nämlich  der  erste  Rand  der  Sonne  den  Ring,  so 
ist  die  Entfernung  des  Mittelpuncts  der  Sonne  vom  Mittel- 
puncte  des  Ringes  gleich  jß+r,  wenn  JR  der  Halbmesser  der 
Sonne,  r  der  des  Ringes  ist.  Denkt  man  sich  dann  den  Weg 
der  Sonne  als  geradlienig,  so  hat  man  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hjpothenuse  R-^-r^  dessen  eine  Cathete  der 
Unterschied  der  Dcclination  des  Mittelpuncts  der  Sonne  von 
der  Declination  des  Mittelpuncts  des  Ringes  und  dessen 
andre  Cathete  die  halbe  Zwischenzeit  der  äufseren  Berühr- 
ungen   im    Bogen    und    multipHcirt   mit    dem    Cosinus    der 


561 

DecUnation  ist.    Man  hat  also,  wenn  t  diese  halbe  Zwischen- 
zeit bedeutet,  die  folgende  Gleichung: 

(/?  +  r)*  =  (ö-ny  +  (15  t  cos  S)* 

Für  die  inneren  Berührungen  erhält  man  eine  ähnliche 
Gleichung,  in  welcher  nur  die  halbe  Zwischenzeit  ^  der  in- 
neren Berührungen  statt  t  und  Ä— r  statt  R+r  vorkommt, 
nämlich : 

(Ä-r)*  =  (ö-ny  +  (15  /  cos  ö)' 

Wegen  der  eignen  Bewegung  der  Sonne  müssen  übrigens 
beide  Zwischenzeiten  in  wahrer  Sonnenzeit  ausgedrückt  sein. 
Eliminirt  man  nun  (S^D)*  aus  beiden  Gleichungen,  so  er- 
hält man: 

(Ji  +  ry  -  (n~ry  =  (15  cos  6)»[/'-r'»J 
also: 

(15  cosÄ)'  [i  +  /\  I/--/J 

An  dem  einen  Kreismicrometer  des  Refractors  der  Bil- 
kcr  Sternwarte  wurde  die  Sonne  beobachtet,  als  die  DecU- 
nation 4-  23«  14'  50"  und  der  Halbmesser  15'  45".  07  war, 
und  es  wurden  die  folgenden  Ein-  und  Austrittszeiten 
beobachtet: 

Aeufsere  Berührung:  Innere  Berührung: 

Eintritt  10*  8 1'  8".  2  Sternzeit  10*  32'  80".8 

Austritt  34'  47".  5  33   25  .3 

Daraus  erhält  man  die  halben  Zwischenzeiten  in  Stem- 
zeit  1'49".65  und  0'  27". 25  die  man  mit  0.99712  zu  multi- 
pliciren  hat,  um  dieselben  [in  wahrer  Zeit  auszudrücken,  da 
die  Bewegung  der  Sonne  in  Kectascension  in  einem  Tage  4' 8".  7 
betrug.     Es  ist  also: 

t  =   109".  33  und  f'  =  27".  17 

womit  man  erhält: 

r    =     9'   23".  52 

Anm.  Es  ist  klar,  dafs  man  für  den  Halbmesser  des  Ringes  nur 
so  lange  denselben  Werth  annehmen  darf,  als  man  die  Entfernung  des 
Ringes  vom  Objectav   nicht  todert.     Wenn  man   daher  den  Halbmesser 

36 
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durch  eine  der  vorher  gegebenen  Methoden  beaiimint  hat,  so  mut»  man 
sich  genau  die  Stelle  bezeichnen,  welche  die  das  Micrometer  enthaltende 
Ocularrohre  bei  der  Beobachtung  eingenommen  hat  und  dieselbe  dann 
bei  späteren  Beobachtungen  mit  diesem  Micrometer  immer  wieder  ge- 
nau auf  diese  Marke  einstellen. 

Ueber  das  Kreismicrometer  vergleiche  man  übrigens   die  Aufrätxe 
von  Bessel  in  Zach's  monatlicher  Gorrespondenz  Band  24  und  26. 

35«  Das  Heliometer.  Ein  von  den  bisher  betrach- 
teten Mierometem  ganz  verschiedenes  ist  das  Heliometer. 
Dies  besteht  in  einem  Femrohre ,  dessen  Objectiv  in  zwei 
Hälften  geschnitten  ist,  von  denen  jede  vermittelst  einer 
Schraube  parallel  mit  der  Schneidungslinie  verschoben  wer- 
den kann.  Die  ganze  Anzahl  von  Schraubenwindungen,  um 
welche  man  die  eine  Objectivhälfte  verschoben  hat,  kann  man 
an  den  Scalen  ablesen,  welche  auf  den  die  ObjectivhtUften 
tragenden  Schiebern  angebracht  sind,  die  Theile  der  Umdre- 
hungen liest  man  dagegen  an  den  gethellten  Köpfen  der  be- 
wegenden Schrauben  ab.  Kennt  man  also  den  Werth  einer 
Schraubenumdrehung  in  Secunden,  so  weifs  man  immer,  um 
welchen  Bogen  man  die  Mittelpuncte  der  beiden  Objectiv- 
hälflen  gegen  einander  verschoben  hat.  Bilden  nun  die  Ob- 
jectivhülften  einen  einzigen  Kreis,  fallen  also  deren  Mittel- 
puncte zusammen,  so  wird  man  im  Fernrohre  von  einem 
Gegenstande,  auf  welchen  dasselbe  gerichtet  ist,  nur  ein  ein- 
ziges Bild  sehen  in  der  Richtung  vom  Mittelpuncte  des 
Objectivs  nach  dem  Brcnnpunctc.  Verschiebt  man  aber  die 
eine  Objectivhälfte  um  eine  Anzahl  von  Schraubenrevolutionen, 
so  wird  das  erste  Bild  von  der  unbewegten  Objectivhälfte 
unverändert  geblieben  sein,  dagegen  wird  man  ein  zweites 
Bild  des  Objects  sehen,  welches  durch  die  fortbewegte  Ob- 
jectivhälfte gebildet  wird  und  in  der  Richtung  vom  Mittel- 
puncte dieser  Objectivhälfte  nach  ihrem  Brennpuncte  liegt. 
Wenn  daher  ein  zweites  Object  in  der  Richtung  vom  Mittel- 
puncte des  bewegten  Objectivs  nach  dem  Brennpuncte  des 
festen  stände,  so  würden  das  Bild  des  ersteren  Gegenstandes, 
von  der  festen  Objectivhälfte  gebildet  und  das  durch  die  be- 
wegte Objectivhälfte  erzeugte  Bild  des  zweiten  Gegenstandes 
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einander  decken  und  den  Winkel,  um  welche  beide  Gregen- 
Btände  wirklich  entfernt  sind,  würde  man  durch  die  Anzahl 
von  Schraubenumdrehungen  erhalten,  um  welche  man  die 
eine  Objectivhälfte  verschoben  hat.  Hierauf  beruht  der  Ge* 
brauch  des  Heliometers  zum  Messen  von  Distanzen. 

Um  nun  die  Schneidungslinie  der  beiden  Objective  immer 
in  die  Richtung  der  Verbindungslinie  der  beiden  zu  messen^ 
den  Objecto  bringen  zu  können,  sind  die  die  Objectivhälften 
tragenden  Schieber  so  eingerichtet,  dafs  man  dieselben  um 
die  Axe  des  Femrohrs  bewegen  kann.  Wenn  daher  das 
Heliometer  auch  einen  Positionskreis  hat,  an  welchem  man 
die  verschiedenen  Lagen,  in  die  man  die  Schnittlinie  bringt, 
ablesen  kann,  so  kann  man  mit  einem  solchen  Instrumente 
auch  Positionswinkel  messen.  Dazu  ist  es  aber  erforderlich, 
dafs  das  Heliometer  parallactisch  aufgestellt  ist. 

Das  Ocular  des  Heliometers  befindet  sich  nun  ebenso 
wie  das  Objectiv  auf  einem  beweglichen  Schieber,  dessen 
Stellung  man  an  einer  Scale  ablesen  kann.  Ebenso  kann 
das  Ocular  wie  das  Objectiv  um  seine  Axe  bewegt  und  die 
Lage  desselben  an  einem  kleinen  Positionskreise,  welcher  in 
demselben  Sinne  wie  der  Positionskreis  des  Objectivs  getheilt 
ist,  abgelesen  werden.  Diese  Einrichtung  dient  dazu,  um  den 
Brennpunct  des  Oculars  immer  auf  das  Bild  im  Fernrohre 
zu  stellen«  Bewegt  man  nämlich  die  eine  Objectivhälfte  aus 
der  Stellung,  in  welcher  ihr  Mittelpunct  mit  dem  der  andern 
zusammenfällt,  so  rückt  ihr  Brennpunct  von  der  Axe  des 
Bohrs  fort  und  der  Brennpunct  des  Oculars  faUt  daher  nicht 
mehr  mit  dem  Bilde  zusammen.  Um  dasselbe  also  deutlich 
sehen  zu  können,  muTs  das  Ocular  ebenso  weit  von  der  Axe 
entfernt  werden  können,  als  das  Bild  davon  absteht.  Man 
mufs  also  das  Ocular  senkrecht  gegen  die  Axe  verschieben 
können  und  damit  die  Verschiebung  im  rechten  Sinne  erfolgt, 
mufs  dasselbe  auch  sammt  seinem  Schieber  um  die  Axe  des 
Fernrohrs  gedreht  werden  können. 

Die  Kichtung  der  Bewegung  der  Schieber  wird  nun 
nicht  genau  durch  den  Mittelpunct  des  Positionskreises  gehen. 

36* 
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Die  Angabe  deg  beweglichen*)  Schiebers,  bei  welcher  die 
Entfernung  des  optischen  Mittelpuncts  des  Objectivs  von  dem 
Mittelpuncte  der  Kreisdrehung  ein  Minimum  ist,  soll  der 
Hauptpunct  genannt  werden.  Dasselbe  soll  unter  dem  Haupt- 
puncte  des  Oculars  verstanden  werden.  Diesen  Hauptpunct 
kann  man  immer  dadurch  bestimmen,  dafs  man  diejenige 
Stellung  sucht,  in  welcher  bei  diametralen  Stellungen  des 
Objectivs  das  Bild  irgend  eines  Gegenstandes  im  Femrohre 
sich  nicht  im  Sinne  der  Richtung  der  Schieber  ändert.  Hat 
man  denselben  gefunden,  so  kann  man  den  Index  des  Schie- 
bers des  Objectivs  auf  die  Mitte  der  Scale  richten.  Ebenso 
kann  man  nun  auch  den  Hauptpunct  des  Oculars  finden  und 
es  soll  angenommen  werden,  dafs  die  fiir  den  Hauptptmct 
geltende  Ablesung  in  allen  drei  Scalen,  den  beiden  der  Ob- 
jecdvschieber  und  der  des  Ocularschiebers,  dieselbe  und  zwar 
gleich  h  ist.  Man  mufs  dann  dem  Fadenkreuze  des  Oculars 
dasselbe  Minimum  der  Entfernung  vom  Mittelpuncte  der 
Kreisdrehung  geben.  Dies  bewirkt  man  dadurch,  dafs  man 
das  Fadenkreuz  auf  einen  sehr  weit  entfernten  Gegenstand 
einstellt  und  beide  Positionskreise  um  180^  dreht.  Steht  dann 
das  Bild  an  dem  nämlichen  Orte,  so  ist  diese  Bedingung 
erfüllt;  hat  sich  das  Bild  indessen  gegen  das  Fadenkreuz 
verschoben,  so  mufs  man  die  Stellung  desselben  durch  die 
Correctionsschrauben  berichtigen. 

Die  Scale  des  einen  Objectivschieber  zeige  nun,  wenn 
das  von  demselben  hervorgebrachte  Bild  auf  das  Fadenkreuz 
gebracht  ist,  s  an,  die  von  dem  Indexfehler  befreite  Ablesung 
am  Positionskreise  des  Objectivs  sei  p,  zu  gleicher  Zeit  stehe 
der  Schieber  des  Oculars  auf  6,  der  Positionskreis  auf  x. 
Es  sei  femer  a  die  Entfernung  des  Hnuptpunctes  vom  Mit- 
telpuncte des  Positionskreises  und  es  seien  t  und  6  die  be- 
richtigten Ablesungen  am  Stunden-  und  Declinationskreise 
des  Instruments,  die  also  denjenigen  Punct  des  Himmels  be* 


*)  Es  wird    nämlich   im  Folgenden  immar  angenommen,    da£i  man 
nur  den  einen  Schieber  bewegt  und  den  anderen  unvernickt  stehen  ISßi. 


565 

zeichnen,  nach  welchem  hin  die  Axe  dea  Femrohrs  gerichtet 
ist.  Man  nehme  dann  wieder  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  an.  Die  Coordinaten  4  und  ri  sollen  in  der  Ebene 
des  Fadenkreuzes  liegen  und  zwar  soll  die  positive  Axe 
der  4  nach  O^y  die  positive  Axe  der  t)  nach  90^  des  Positions- 
kreises gerichtet,  also,  wenn  das  Femrohr  nach  dem  Zenith 
zeigt,  nach  Osten  gerichtet  sein. 

Endlich  soll  die  positive  Axe  der  4  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  Fadenkreuzes  stehen  und  nach  dem  Ohjective  zu 
gerichtet  sein.     Setzt  man  nun: 

s—h  =  e  und  a—h  =  £ 

nennt  /  die  Brennweite  des  Objectivs  in  Einheiten  der  Scale 
ausgedrückt  und  nimmt  a  positiv,  wenn  der  Haiiptpunct  nach 
der  Seite  der  positiven  r/  und  der  Positionswinkcl  im  ersten 
oder  vierten  Quadranten  liegt,  so  sind  die  Coordinaten  des 
Punctes  81 

€  COS p—a  sinp,  e  sin p  —  a  cob p  ,  l 

und  die  des  Punctes  c/: 

e  cos  n—a  sin  n,  e  sin  ic  —  a  cos  n  f  o 

Die  relativen  Coordinaten  von  s  in  Bezug  auf  er  werden 
dann  also  sein: 

4  =  c  cos  p^e  cos  Ä— ö  [sin/>  —  sin  ä] 
17  =  e  sin  p~£  sin  ot  +  «  [cos  p  —  cor?  n] 

4  =  i 

und  wenn  man  coelestische  Objecto  beobachtet,  deren  Ent- 
fernung vom  Brennpuncte  des  Fernrohrs  in  Vergleich  mit  b 
unendlich  ist,  so  kann  man  diese  Ausdrücke  auch  ftir  die 
Coordinaten '  des  Punctes  a  in  Bezug  auf  den  Brennpunct 
annehmen. 

Diese  Coordinaten  mufs  man  nun  in  solche  verwandeln, 
die  sich  auf  die  Ebene  des  Aequators  und  den  Meridian 
beziehen  und  wo  die  positive  Axe  der  x  in  der  Ebene  des 
Aequators  nach  0^,  die  positive  Axe  der  y  nach  90^  der 
Stunden winkel,  endlich  die  positive  Axe  der  z  parallel  mit 
der  Weltaxe  nach  dem  Nordpole  zu  gerichtet  ist. 
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Dazu  denkt  man  sich  zuerst  die  Axe  der  4  des  Torigen 
STStems  in  der  Ebene  der  ^4  nach  der  Axe  der  4  zu  um 
den  Winkel  90—6  gedreht;  dann  werden  die  neuen  Coordi- 
naten  schon  in  der  £bene  des  Aequators  liegen  und  man 
wird  haben: 

^  •=.  4  sin  6  *f  4  <^08  6 

n  =  n 

^  =  4  sin  6  —  4  <5o»  6 

Soll  nun  noch  das  Femrohr  nach  dem  Stundenwinkel  t 
gerichtet  sein,  so  hat  man  die  Axe  der  4'  ^^  d®r  Ebene 
der  4'V  um  den  Winkel  270+^  vorwärts  zu  drehen,  um  die- 
selbe in  die  positive  Axe  der  y  zu  verwandeln  und  hat  dann 
die  Gleichungen: 

X  =  4^  cos  <  +  T]'  sin  < 
y  =  4'  sin  <  —  V  coe  / 

Durch  Elimination  von  4^  if  und  <^'  aus  diesen  Gleichun- 
gen erhält  man: 

x  =  4  cos  S  cos  /  +  4  sin  6  cos  t  +  9}  sin  < 
y  =  i  cos  6  sin  ^  +  4  sin  6  sin  ^  —  T}  cos  t 
z  =  ^  sin  6  —  4  cos  6 

oder,    wenn  man    die  Wertbe  von  4»  ^9  ^  ^^s  den  Gleichun- 
gen (a)  substituirt: 

X  =  l  cos  6  cos  <  +  [e  cos  />— £  cos  9c]  sin  b  cos  /  +   [«  sin/»— £  sin  x]  sin  I 

—  a  [sin  p—    sin  ä]  sin  6  cos  /  +  a  [cos  p—  cos  «]  sin  f 

y  =  l  cos  6  sin  <  +  [«  cos  j9— £  cos  n]  sin  6  sin  <  —  [e  sin  |>— £  sin  x]  cos  t 

—  o  [sin  p—  sin  it]  sin  fi  sin  i  —  a  [cos  jo—  cos  «]  co«  £ 

z   =  ^  sin  6  ~  [*  cos  />— £  cos  w]  cos  Ä  +  a  [sin  jj—  sin  «]  coe  6 

Hieraus  erhält  man  das  Quadrat  der  Entfernung  r  des 
Punctes  8  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten: 

r*  =  /'  +  [e  cos  ;>— £  cos  w]  *  +  (c  sin  /)— £  sin  3c]  '  +  4  o*  sin  |  (/>-«)* 

Die  Linie  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  nach  dem 
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Punote  •  macht  dann  mit  den  drei  Coordinatenaxen  Winkel, 
welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 

C08  a  =  —  ,  cos  J3  =   -^  und  cos  y  =    — 
T  r  T 

Bezeichnet  man  aber  mit  6*  und  i!  die  Decllnation  und 
den  Stundenwinkel  des  beobachteten  Sterns  oder  desjenigen 
Punctes,  in  welchem  die  Linie  vom  Fadenkreuze  nach  dem 
Puncte  8  die  scheinbare  Himmelskugel  triffi,  so  ist  auch: 

cos  a  =  cos  y  cos  f  ,  cos  j3  =  cos  ^  sin  /  ,  cos  y  =  sin  ö' 
Sezt  man  also: 

-T-   =   />  ,  -T-   =    A  und  --    =   a 
*  l  l 

so  erhält  man,  wenn  man  auch  der  Kürze  wegen: 

l   +  [D  cos  p-A  cos  «]'  +  [D  sin  p-A  sin  äJ*  +  4a'  sin  |  ip-ny  =  A 
setzt: 

^        j        cos  ö  cos  <   +    fZ)  cos  p  — A  cos  tcX  sin  ö  cos  / 
cos  o  cos  r   = ' ^ ^ 

\p  sin  p— A  sin  «]  sin  i 

+  _ 

a  [sin  p  — sin  «]  sin  fi  cos  t—a.  [cosp — com  äJ  sin  t 

c./    .     «         cos   6  sin  <   ^r   \D  cos  p^A  cos  •%[  sin  6  sin  / 
cos  o  sin  r    = !: =- = — 

VT 

(6)  [Z)  sin  p — A  sin  n]  cos  l 

a  [sinp  —  sin«]  sinÄ  sin  /  +  a  [cosp     co:i  otj  cos  / 

_ 

.              sin  b  —   \D  cos  p— A  cos  tcJ  cos  6 
sm  0    =  — • 

«  [sin  p  —  sin  ac]  cos  6 

+  Ya 

Man  beobachtet  nun  immer  zwei  Objecte  mit  dem  He- 
liometer. Es  sei  also  zugleich  mit  dem  Bilde  des  ersteren 
Sterns  ein  Bild  eines  andern  Sterns,  welches  durch  die  zweite 
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ObjectivhäJfte    hervorgebracht  ist,    auf  dem  Fadenkreuz,    so 
wird  man  drei  ähnliche  Gleichungen  haben,  in  denen: 

6,  t,  A,  3C,  a  und  p 

dieselben  Werthe  haben,  aber  2>,  d'  und  ^  in  andre  Gröfsen 
tibergehen,  welche  ftir  diesen  Stern  gelten  und  durch  //,  6" 
und  f  bezeichnet  werden  mögen.  Dann  hat  man  sechs  Glei- 
chungen, welche  indessen  eigentlich,  wenn  man  die  WinkeL 
durch  die  Tangenten  sucht,  nur  vieren  entsprechen  und  in 
denen  auf  der  rechten  Seite  alles  durch  die  Ablesungen  an 
dem  Instrumente  gegeben  ist,  nämlich  6  und  t  durch  die 
Ablesungen  an  dem  Declinations-  und  Stundenkreise,  D  und  A 
durch  die  Ablesungen  an  den  Schiebern  des  Objectiys  und 
Oculars,  p  und  n  durch  die  beiden  Positionskreise.  Man 
wird  also  aus  diesen  Gleichungen  6',  if  und  d'^,  ^'  finden 
können.  Das  Instrument  giebt  freilich  die  Grröfsen  6,  t,  A 
und  IC  nicht  mit  derselben  Genauigkeit  wie  die  übrigen 
Gröfsen;  da  aber  die  beiden  beobachteten  Sterne  immer  sehr 
nahe  stehen,  also  Fehler  in  diesen  Gröfsen  denselben  Finflufs 
auf  beide  Sterne  haben,  so  wird  man  die  Differenzen  A"— 6' 
und  f^t'  immer  mit  aller  Schärfe  finden  können. 

Stehen  die  beobachteten  Sterne  dem  Pole  nahe,  so  ma£s 
man  6",  6',  d'  und  tf  nach  den  strengen  Formeln  (6)  berech- 
nen. In  der  Regel  wird  man  aber  mit  Näherungsformeln 
ausreichen,  welche  unmittelbar  6"— 6'  und  a"— u  geben.  Zu- 
erst wird  es  nun  erlaubt  sein,  a  gleich  Null  zu  setzen.  Löst 
man  dann  in  der  Gleichung  für  sin  6'  den  Nenner  in  eine 
unendliche  Reihe  auf,  so  erhält  man,  wenn  man  nur  die  er- 
sten Glieder  mitnimmt: 

sin  6  —  Bin  d'  =   \D  cosp—A  cos  w]  cos  6  +  J  [/)  cos  p—A  cos  «J*  sin  6 

+   y  [D  ainp  —  A  sin  «]'  sin  Ä 

oder    nach  Formel  (20)    der  Einleitung,    wenn  man  nur  die 
Quadrate  der  in  Klammem  stehenden  Gröfsen  beibehält: 

S^  —  6  =  —  [D  cos  p  —  A  cos  wj  —  i  [/)  sin  p  —  A  sin  ä]*  Ung  6 

Für  den  andern  Stern  hat  man  ebenso: 
6"-  ö  =    -  \iy  cos  p—A  cos  äJ  —  4  [/>'  sin  p—A  sin  äJ'  tang  ö 
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also  wird: 

(e)     «"-*  =  [D-Lf]  cos  p  +  i  tang ö  [{IH-Lf) sin  p-2^  sin  «]  [Z^-i/jsin  /> 

eine  Gleichung,  durch  welche  man  den  Declinationsunterschied 
der  beiden  Sterne  durch  die  an  dem  Instrumente  gemachten 
Ablesungen  findet. 

Um  nun  auch  den  Rectascensionsunterschied  zu  erhalten, 
multiplicire  man  die  erste  der  Gleichungen  {b)  mit  sin  t^  die 
zweite  mit  —  cos  t  und  addirc  beide,  so  wird: 

Dsinp-AainÄ 
cosO  sin  {t^i)  =  " 


Vi   +  [/)  cos  p  —  A  cos  äJ  *  +  [D  sin  />  —  A  sin  it]  ' 

Aehnlich  erhält  man: 

*/,   .  «  //  sin  ;>  —  A  sin  it 

cos  «"  sin  O-O  =  -^       ■  r- 


V  1   +  [£/  cos  />  —  A  cos  ä]  "  +  [Z/  sin  p  —  A  sin  äJ  * 

Vemachläfsigt  man  die  Quadrate  von  i>,  i/  und  A  und 
fuhrt  die  Kectascensionen  statt  der  Stundenwinkel  ein,  so  ge- 
hen diese  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

cos  6'  (a  —  a)  =  D  sin  p—A  sin  ä 
cos  Ä"  (pi'—a)  =  /y  sin/>  — A  sin  « 

und  wenn  man  hierin  statt  d'  und  6"  setzt: 

und  den  Sinus  des  kleinen  Winkels  6'— d"  mit  dem  Bogen 
vertauscht,  dagegen  den  Cosinus  gleich  eins  setzt,  so  er- 
hält man: 

(«'  -a)  cos  i  (ö'  +  d")  =  [D  8in/>-A  sin  «]  [l  +  4  tang  ö  (6"-Ä')] 
(a"-tt)  cos  i  (fi'  +  Ä")  =  [l/sinp-A  sin  9c|  [l  +  i  tang  tf  (6"-ö')l 

also: 

(a"-a')  cos  4  (6'+«")  =  (//-/>)  sin  /.+  |  tang  «  [«"-Ä'J  lZ/+i>J  sin  p 

—  tang  6  A  sin  9C  [6"— ö'] 
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oder  wenn  man  fiir  b"^b'  den  vorher  gefundenen  Werth: 

(ß  —  If)  cos  p 
schreibt: 

(a"-</)  C06  k  («'+6")  =  (//-/))  map 

-  I tang ö [(X/+iD)fliiip-2 A sin«]  [I^-D] coBp  (d) 

Setzt  man  nun: 

tt  =  -  i  tang  6  ((1/+Z>)  sin  p  -  2  A  sin  «]  (Ä) 

SO  kann  man  auch  in  den  Gleichungen  (c)  und  {d)  statt  die- 
ser kleinen  Gröfse  u  den  Sinus  schreiben,  während  man  in 
den  ersten  Gliedern  der  Gleichungen  den  Factor  cos  u  hin- 
zufugt und  erhält  dann: 

fi"-«'  =   -  (//-/>)  COB  Oi  +  «) 

a"-a'  =  +  (//-i>)  «in  (p+u)  sec  1^  (Ä'  +  O 

Bisher  ist  vorausgesetzt  worden,  daTs  die  Distanz  bloe 
einfach  gemessen  ist  und  es  ist  dann  die  Ablesung  s  eigent- 
lich diejenige,  fär  welche  die  Bilder  der  beiden  Objectivhälf- 
ten  zusammenfallen.  Hat  man  aber  zwei  Objecto  a  und  6, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  Objectivhälften  aus  einander 
schraubt,  zwei  neue  Bilder  a  und  b'  und  kann  dann  das 
Bild  a  mit  den  Bilde  b'  zur  Deckung  bringen.  Schraubt 
man  nun  die  Objectivhälflen  wieder  zurück  und  über  den 
Punct  hinaus,  wo  die  Mittelpuncte  zusammenfallen,  so  kann 
man  auch  das  Bild  b  mit  dem  Bilde  a'  zur  Deckung  bringen 
imd  wird  dann  aus  den  Ablesungen  in  beiden  Stellungen  die 
doppelte  Distanz  erhalten. 

Hat  man  also  die  Beobachtungen  auf  diese  Weise  an- 
gestellt, so  mufs  man  i  (U—D)  statt  Ü—D  in  die  obigen 
Formeln  setzen.  Statt  des  Winkels  p+u  giebt  jede  der  Mes- 
sungen />'+ti'  und  p'+u",  es  wird  also: 

p  =    ^      ^     ,  IJJ^D  =  <+«'-2Ä  f  A  =  <s-h 

und: 

u  =  —  I  tang  fi  [(«  +  «'  — 2 Ä)  sin/?— 2  (ff— Ä)  sin  «| 
b"-S  =  -  I  ip-D)  cos  (jp  +  w) 
a"-a'  =  +  J  (Z/~Z>)  sin  (p+u)  sec  J  (Ä'  +  fi") 
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Will  man  6"-*6'  und  u'-^a'  gleich  in  Secunden  und  u 
in  Minuten  erhalten,  so  mufs  man  mit  dem  Werthe  ei- 

2 

nes    Scalentheils    in    Secunden    und    den    Ausdruck    fiir   u 

mit   — - — --    multipliciren.     Man  kann  nun    aber  immer  be- 

wirken,  daTs  das  von  p— ic  abhängige  Glied  zu  vemachläTsi- 
gen  ist  weil: 

u  =  o,  wenn  b  =    


ist.  Man  wird  dies  also  durch  die  Stellung  des  Oculars  im- 
mer wenigstens  nahe  einzurichten  suchen,  zumal  da  dann 
auch  die  Bilder  im  Femrohre  am  deutlichsten  erscheinen. 

Bisher  war  nun  angenonmien  worden,  dals  der  Ort  des 
Gesichtsfeldes,  wo  man  die  Sterne  zur  Coincidenz  bringt,  der 
Durchschnittspunct  des  Fadenkreuzes  ist.  Wenn  die  Sterne 
aber  nicht  gar  zu  nahe  beim  Pole  stehen,  so  genügt  es  voll  • 
kommen,  wenn  man  die  Coincidenz  nach  dem  Augenmafse 
in  der  Mitte  des  Feldes  beobachtet. 

3A*  Hat  das  eine  Gestirn  eine  eigne  Bewegung  in 
Rectascension  und  Dedination,  so  mufs  man  hierauf  natürlich 
bei  der  Beduction  der  Beobachtungen  Rücksicht  nehmen. 
Berechnete  man  aus  jeder  einzelnen  Distanz  in  Verbindung 
mit  dem  Positionswinkel  den  Bectascensions-  und  Declina- 
tionsunterschied,  so  brauchte  man  nur  das  Mittel  aus  allen 
Bestimmungen  fiir  das  Mittel  der  Beobachtungszeiten  gelten 
zu  lassen,  da  man  die  Bewegung  in  Rectascension  und  De- 
dination immer  als  der  Zeit  proportional  betrachten  kann. 
Der  Kürze  wegen  wird  man  es  aber  meist  vorziehen,  den 
Rectascensions-  und  Dedinationsunterschied  blos  aus  dem 
Mittel  der  gemessenen  Distanzen  und  Positionswinkel  zu  be- 
rechnen. Da  diese  sich  aber  nicht  immer  der  Zeit  propor- 
tional ändern  werden,  so  kann  man  das  Mittel  aus  den 
beobachteten  Distanzen  und  Positionswinkeln  nicht  unmittel- 
bar fiir  das  Mittel  der  Zeiten  gelten  lassen,  sondern  mufs 
erst  eine  Corrcction    an  dasselbe  anbringen,    ähnlich  wie  bei 
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der  Reduction  gemessener  Zenithdistanzen  auf  das  Mittel  der 
Zeiten  in  Nr.  4  des  vierten  Abschnitts. 

Es  seien  t,  t\  i'  etc.  die  einzelnen  Beobachtungszeiten, 
7*  das  Mittel  aus  allen  und  es  sei: 

t^T  =  r,  «'-T  =  /,  <"-r  =  r"  etc. 

Ferner  seien  p^  p\  p"  etc.   die  den  einzelnen  Zeiten  entspre 
chenden    Positionswinkel,    P  der    zur  Zeit  T  gehörige,    Aa 
und  A6   die  Bewegungen    in  Rectascension    und  Declination 
in  einer  Zeitsecunde,    wo  also  r,  /  etc.  ebenfalls  in  Zeitse- 
cunden  ausgedrückt  sein  müssen.     Dann  ist: 

da  da* 

Solcher  Gleichungen  wird  man  nun  so  viele  haben,  ak 
Positionswinkel  gemessen  sind  und  aus  dem  Mittel  aller  er- 
hält man,  wenn  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist: 


n 


.     d^P    ^      ,  d*^       ^         XX  .     d^P\      2  7* 


wo  man  fiir: 


2  7»        ^    2  2  2  sin  }  7» 

auch    = — 

n  n 


nehmen  kann,  wenn  man  sich  der  schon  öfter  erwähnten  Ta- 
feln bedienen  will. 

Ebenso  erhält  man  fiir  die  zu  dem  arithmetischen  Mittel 
der  Zeiten  gehörige  Distanz  Z>,  wenn  dy  (f,  (f\  etc.  die  rin- 
zelnen  gemessenen  Distanzen  sind: 

d  +  d'  +  d"  +  ... 


D  = 


n 


(       aa  da  dO  dö^      n 

Man  hat  nun  noch   die   einzelnen  Differcntialquotien  zu 
bestimmen. 
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Es  ist  aber: 

D  Bin  P  =  (a— a')  cos  6 

oder: 

^        a—a!  ^ 

tang  P  =  -s — w    coa  0 
ö— o 

und  man  erhält  leicht: 

dP        cos  ö  cos  P      dP  BinP      dr>  r.   .     ^     rf/> 

-  =    -r /  T5  = FT   f  3-  =  cos  0  sm  P ,  -^  =  cos  P 

da  D  do  D         da  do 

d*P  _         2  cos  6*  sin  P  cos  P      d'P  __  2  sin  P  cos  P 

rf*P     _  2  cos  6  sin  P'         cos  ö 
döTdö   "  7?  Ö*" 

d*D  _  cos  6'  cos  P*      dVD   _  sin  P*         d*D      _       cosÄsinPcosP 
d a'  ~  /)  '   dÄ*"  ~      D      '  da,dö  "~  2) 

Daraus  findet  man  dann«  wenn  man  zugleich  setzt: 

A  a  cos  d  =  c  sin  Q/ 
Aö  =  c  cos  y 

__  P±PjtlLJtLL:   -    sin  (P-y)  cos  (P-y)    ,  2  r' 
^    ■"  n  yj)*  ""       n 

d+d'  +  d"+...         ,    8in(P-7)*    ,57* 
n  '  />  n 

oder,    wenn  M   den  Modulus  der    Briggischen  Logarithmen 
bedeutet: 

.       ^        ,        d+d'  +  d"  +  ...         ^    Äf8in(P-y)*     _  2r* 

Um  das  zweite  Glied  von  P  in  Bogenminuten,  das  zweite 
Glied  von  log  D  in  Einheiten  der  fünften  Decimale  zu  er- 
halten, mufs  man,  wenn  R  den  Werth  eines  ScalentheOs  in 
Secunden  bedeutet,  D  in  Scalentheilen  ausgedrückt  ist  und  A  a 
und  A6  jetzt  die  Aenderungen  der  Rectascension  und  Dedi- 
nation  in  24  Stunden  in  Bogenminuten  bezeichnen,  das  erste 
Glied  multipliciren  mit: 

60  206265 

86400*         Ä*~ 
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und  das  andere  mit: 

100000  .  60' 
86400*   Ä* 

Hat  man  aber  die  Tafeln  fiir  2  sin  ^r*  benutzt ,  sodafs 
man  genommen  hat: 

_  p+p'-^-p"-^» ' .  ain  (7>— y)  cos  (P—y)    «  2  2  sin  ^  r* 

^  -  n  ^  7>«  "  .    "^  n 

und: 

,       d+d'  +  d"+...         3f8in(P-y)*     ,  5  2  sin  J  r* 
log  £)  =  log ^-•—  —  <? 

80  mufs  man   die  zweiten  Glieder  beider  Gleichungen  multi- 
pliciren  mit: 

60     ..  206265* 


und: 


86400*.  15*./?* 


100  000  .   60*.  206295 
86400*"        Ä*.  15* 


37«  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  man 
den  Nullpunct  des  Positionskreises  und  die  Cnröfse  eines  Sca- 
lentheils  bestimmen  kann. 

Der  Nullpunct  des  Positionskreises  soll  da  stehen,  wo 
die  Richtung  der  Schieber  genau  der  Drehung  des  Fernrohrs 
um  die  Declinationsaxe  entspricht.  Hat  man  nun  die  beiden 
Objectivhälften  bedeutend  von  einander  entfernt,  so  drehe 
man  die  Schieber  so,  dafs  die  Nonien  des  Positionskreises 
auf  0^  zeigen  und  bringe  das  eine  Bild  eines  Objects  in  den 
Durchschnittspunct  des  Fadenkreuzes.*)  Kann  man  dann 
durch  alleinige  Drehung  des  Fernrohrs  um  die  Declinations- 
axe auch  das  andre  Bild  genau  in  die  Mitte  des  Fadenkreuzes 
bringen,  so  sind  die  Schieber  dieser  Drehung  des  Fernrohrs 


*)  Für  diesen  Zweck  ist  es  gut,  wenn  man  ein  Fadenkreuz  hat, 
welche«  aus  doppelten,  etwas  von  einander  entfernten,  parallelen  Fäden 
besteht,  sodafs  die  Mitte  des  Feldes  durch  ein  kleines  Quadrat  ange- 
geben wird. 
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parallel,  also  ist  dann  der  CoUimationsfehler  des  Positions- 
kreises  gleich  Null.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  mufs 
man  das  Objectiv  ein  wenig  drehen ,  bis  die  Bedingung, 
durch  blofse  Drehung  des  Femrohrs  um  die  Deolinafionsaxe 
beide  Bilder  durch  die  Mitte  des  Fadenkreuzes  zu  filhren, 
erftiUt  ist.  Die  Zahl,  auf  welche  dann  der  Nonius  des  Po- 
sitionskreises zeigt,  ist  der  wahre  Kullpunct  und  der  Unter- 
schied von  dem  mit  Null  bezeichneten  Puncte  der  Theilung 
der  CoUimationsfehler  des  Kreises. 

Dies  setzt  nun  voraus,  dafs  die  Schieber  sich  geradli- 
nig bewegen.  Wäre  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  würde  man 
bei  verschiedenen  Abständen  der  zwei  Bilder  von  einander 
und  bei  verschiedenen  Stellungen  der  Schieber  an  ihren  Sca- 
len auch  verschiedene  Collinmtionsfehler  finden. 

Dreht  man  das  Fadenkreuz  des  Femrohrs  so  um  die 
Axe  desselben,  dafs  ein  dem  Aequator  naher  Stern  den  einen 
Faden  bei  seinem  Durchgange  durch  das  Feld  nicht  verläfst, 
so  ist  derselbe  dem  Aequator  parallel.  Bewegt  man  dann 
die  Schieber  der  Objective  weit  aus  der  Stellung,  wo  die 
Mittelpuncte  der  beiden  Objectivhälften  zusammenfallen  und 
dreht  zugleich  das  Objectiv  um  die  Axe  des  Femrohrs  so 
lange,  bis  beide  Bilder  bei  dem  Durchgange  durch  das  Feld 
auf  dem  Faden  hingehen,  so  mufs  der  Positionskreis  90^ 
oder  27(P  zeigen.  Liest  man  aber  90^— c  oder  270<>— c  in 
dieser  Stellung  ab,  so  ist  c  der  CoUimationsfehler  des  Krei- 
ses, welchen  man  zu  allen  Ablesungen  an  demselben  zu  ad- 
diren  hat. 

Die  Gröfse  eines  Scalentheils  des  Objectivschiebers  fin- 
det man  durch  die  Messung  eines  Gegenstandes  von  bekann- 
tem Durchmesser,  etwa  der  Sonne  oder  des  Abstandes  zweier 
genau  bestimmter  Sterne,  wozu  sich  namentliöh  die  Pleja- 
densterne  eignen,  deren  Entfernungen  von  Bessel  mit  sehr 
grofser  Schärfe  gemessen  sind.  Man  kann  sich  aber  auch 
hier  wieder  der  von  Gaufs  vorgeschlagenen,  schon  früher  er- 
wähnten Methode  bedienen.  Da  nämlich  die  Axen  der  bei- 
den Objectivhälflen,  wenn  sie  auch  um  eine  grofse  Anzahl 
Scalentheile    von   einander   abstehen,    doch  parallel  sind,   so 
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sieht  man,  wenn  man  ein  fiir  unendlich  entfernte  Gegenstände 
eingestelltes  Femrohr  auf  das  Objectiv  eines  Heliometers 
richtet,  das  doppelte  Bild,  welches  ein  im  Brennpuncte  der 
einen  Objectivhälfle  ausgespannter  Faden  giebt.  Stellt  man 
also  die  eine  Objectivhälfte  in  die  Mitte  ucr  Scale,  die  andre 
Hälfte  aber  um  eine  grofse  Anzahl  von  Scalentheilen  davon 
entfernt  und  läfst  dann  das  Fadenkreuz  durch  das  gegen 
den  hellen  Himmel  gerichtete  Ocular  erleuchten,  so  kann  man 
mit  einem  zweiten  Femrohre,  welches  mit  einem  Winkel 
messenden  Instrumente  verbunden  ist,  den  scheinbaren  Ab- 
stand jener  zwei  Bilder  messen.  Indem  man  nun  mit  die^ 
sem  Winkelabstande  die  Zahl  der  Scalentheile  vergleicht,  um 
welche  man  das  eine  Objectiv  aus  der  Stellung,  in  welcher 
die  Mittelpuncte  zusammenfielen,  fortgerückt  hat,  so  erhält 
man  die  Gröfse  eines  Scalentheiles.  Hat  die  eine  Objectiv- 
hälfte keine  Micrometertheilung,  so  mufs  man  die  Beobach- 
tung zwei  Male  bei  verschiedenen  Stellungen  der  mit  einem 
eingetheilten  Schraubenkopfe  versehenen  Objectivhälfte  an- 
stellen. 

Es  sei  fixe  die  erste  Messung  S  die  Ablesung  an  dem 
Schieber  mit  der  Micrometerschraube,  So  die  am  zweiten 
Objectivschieber,  8  die  am  Ocularschieber,  so  hat  man,  wenn  b 
und  c  die  Winkel  sind,  welche  die  von  den  Puncten  ^S^  und  S 
nach  dem  Brennpuncte  gezogenen  Geraden  mit  der  Axe  des 
Femrohrs  machen: 

(s-S^)  R  =  206265"  tang  h 
(S-8  )  Ä  =  206265"  tang  c 

WO  12  die  Gröfse  eines  Scalentheils  bezeichnet.  Femer  sei 
der  gemessene  Winkel  zwischen  den  beiden  Bildern  des  Fa- 
denkreuzes gleich  a,  so  ist: 

Eliminirt  man  nun  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  die  Win- 
kel b  und  c  aus  den  obigen  beiden,  so  erhält  man  die  qua- 
dratische Gleichung: 

(,-S.)  (S-.)  t..g  a  ^-^-,  +  (SS,)  ^^  =  Ung  « 


577 
deren  Auflösung  giebt: 


206266  2  («-Äo)  (-S^*)  tang  a 

Ist  nun  blos  eine  Objectivhalfte  mit  einem  eingetheilten 
Schraubenkopfe  versehen,  so  mufs  man  eine  zweite  Beobach- 
tung machen.  Bei  dieser  sei  S^  der  Stand  des  Schiebers  mit 
getheiltem  Schraubenkopfe,  s  der  des  Ocularschiebers ,  der 
gemessene  Winkel  a';  dann  erhält  man  fiir  R  eine  ähnliche 
Gleichung,  in  welcher  /S',  8  und  a'  an  der  Stelle  von  S,  s 
und  a  stehen.  Man  kann  nun  aber  die  Messung  stets  so 
einrichten,  dafs: 

N'-.S^  =  S^-S  und  s-S^  =  S^-s 

ist  und  wird  dann  statt  der  eben  gefundenen  Gleichung  Air  R 
die  folgende  schreiben  können: 


R        ^  _  (J^-S)  -  V(^-60'  -f   16  (s-S^)  (S-a)  tang  j  (a  +  ay 
206265  4  («-.%)  (Ss)  tang  J  (a  +  ?) 

Haben  s—So  und  iS— «    gleiche   Zeichen,    so  wird    man, 
wenn  man  setzt: 


fiir  R  erhalten: 


fsec  a  — l] 
R  =   206265 '^   ^, 


=    206265 


tang  a  VT^-Äj  (S-s) 
tang  %  a 


Haben    aber  s-^So  und  5—^    verschiedene  Zeichen,   so 
wird  man,  wenn  man  setzt: 

fiir  72  erhalten: 

1   —  cos  ß 


R  =    206265 


=    206265 


sin  ß  Yjr-SjCS-s) 
tangjp 

87 


578 

I&i  8  =  S  und  s'  =  S,  so  erhält  man  statt  der  quadra- 
tischen Gleichungen  für  R  in  beiden  Beobachtungen  die 
folgenden : 

(S—SA  =  tang  a 

^         °^  206265  ^ 


also: 


(,S--.S^)  — ^ —  =  tanga' 
^  **         ^  206265  * 


2  tang  i  (a+ö') 
n  =    206265  —     ©  2  V   -r    / 


S^S' 


oder  auch  die  Näherungsformel: 

üf+a 

S-S" 


E    = 


Diese  Vorschriflen  sind  natürlich  auch  anwendbar,  wenn 
man  den  Werth  eines  Scalentheils  durch  die  Beobachtung 
des  Sonnendurchmessers  oder  des  Abstandes  zweier  Fixsterne 
bestimmt.  Dann  wird  a  und  cl  gleich  dem  Durchmesser  der 
Sonne  oder  gleich  der  Entfernung  der  beiden  Fixsterne. 

Anm.     lieber  das  Heliometer  vergleiche  man: 

Hansen,  Methode  mit  dem  Fraanhoferschea  Heliometer  Beobach- 
tungen anzustellen. 

Und  Bessel,  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Aequa- 
toreals,  im  ersten  Bande  der  astronomischen  Untersuchungen  und  im 
15ten  Bande  der  Königsberger  Beobachtungen. 


Vin.     Verbesserung  der  Micrometerbeobachtungen  we- 
gen der  Refraction. 

38,  Die  Beobachtungen  an  den  verschiedenen  Micro* 
metem  geben  immer  den  scheinbaren  Rectascensions-  und 
Declinationsunterschied  der  Sterne  theils  unmittelbar,  theila 
lassen  sie  denselben  durch  Rechnung  finden.  Wäre  nun  die 
Wirkung  der  Refraction  auf  beide  Sterne  dieselbe,  so  würde 


579 

dieser  beobachtete  Unterschied  der  scheinbaren  Oerter  auch 
unmittelbar  der  Unterschied  der  wahren  Oerter  sein.  Wegen 
der  ungleichförmigen  Wirkung  der  Befraction  auf  Gestirne 
in  verschiedenen  Höhen  bedürfen  aber  die  Micrometerbeobach- 
tungen noch  einer  Verbesserung.  Nur  in  dem  Falle,  wo  die 
beiden  Sterne  auf  demselben  Parallele  stehen,  wo  also  die 
Beobachtungen  an  demselben  Puncte  des  Micrometers  gesche- 
hen, iiir  welchen  die  Höhe  also  auch  die  Strahlenbrechung 
dieselbe  bleibt,  wird  diese  Correction  gleich  Null  sein.  *) 

Die  gewöhnlichen  Refractionstafeln  in  den  Tabulis  Re- 
giomontanis  geben  die  Refiraction  fiir  den  Normalzustand  der 
Atmosphäre  (d.  h.  ftir  die  Barometerhöhe  gleich  333.78  pa- 
riser Linien  und  für  die  Temperatur  gleich  48^.75  Fahr.) 
unter  der  Form: 

u  tang  z 

wo  z  die  scheinbare  Zenithdistanz  bedeutet,  a  dagegen  ein 
mit  der  Zenithdistanz  veränderlicher  Factor  ist,  der  fiir: 

2  =  45**  gleich   ß7".682 

ist  und  fiir  wachsende  Zenithdistanzen  abnimmt,  sodafs  er 
z.  B.  fiir: 

z  =  85**  nur  gleich  5l".S10 

ist.  Aus  diesen  Tafeln  kann  man  leicht  andre  berechnen, 
welche  die  wahre  Zenithdistanz  4  zum  Argumente  haben  und 
aus  denen  man  dann  die  Reitaction  durch  die  Formel  findet: 

Q    =    ß  tang  4 

wo  ß  wieder  eine  Function  von  4  ist,     ISIan  hat  daher: 

4    =  2   +  /i  tang  4 
^  =  2'  +  ß'  tang  4' 

also: 

4^-4  =  z-z  +  ßf  tang  4'-ß  tang  4 


*)  Diese  Bemerkung  gilt  natürlich  nicht  für  Micrometer,  mit  denen 
Positionswinkel  und  Distanzen  gemessen  werden. 

37* 


580 

oder  auch,  wenn  man: 

^-<J  -  {z'^z)  mit  A  («'-») 
bezeichnet: 

A  (t^-z)  =  ßf  tang  ^-ß  tang  4  (a) 

Dies  ist  also  der  Ausdruck  fiir  die  Correction,  welche 
man  dem  beobachteten  Unterschiede  der  scheinbaren  Zenith- 
distanzen  hinzuzufiigen  hat,  um  den  Unterschied  der  wahren 
Zenithdistanzen  zu  erhalten. 

Nennt  man  nun  ßo  den  zu: 

gehörigen  Werth  von  ^3,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

Qo  =  Po  tang  4o 
so  wird: 

ß'  tang  ^   =    p,  tang  ^  +  J  ^  tang  ^  (^-4)  +  ... 
p  tang  4    =   p,  tang  4    -  t  ^  tang  ^  (^-^  +  ... 

Setzt  man  rechts  in  den  zweiten  and  den  folgenden 
Gliedern  tang  ^o  statt  tang  4  und  tang  4\  so  heben  sich  die 
Glieder,  welche  die  zweiten  Differentialquotienten  enthalten, 
in  dem  Unterschiede  beider  Gleichungen  auf  und  man  hat 
sehr  nahe: 

p'  tang  ^-p  tang  4  =  Po  [tang  ^  -  tang  4] 

+  ^  tang  4.  'I^^^^^U  200.65 

Setzt  man  also: 

so  erhält  man  aus  (a): 

A  (sf-z)  =  k  [tang  ^  -  tang  4]  =  *  Ung  4'-!;  tong  4 
WO  also  k  mit  dem  Werthe: 

4    =  ^^ 
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zu  berechnen  ist»  und  da  bb  auf  die  zweiten  Potenzen  von  ^--i 
auch: 

tang  (f  -  tang  ^  =    — -^, 

ist,  so  hat  man: 

Diese  Formel  setzt  nun  aber  den  Unterschied  der  wah- 
ren Zenithdistanzen  als  gegeben  voraus.  Führt  man  dafür 
den  Unterschied  der  scheinbaren  Zenithdistanzen  ein,  so  mufs 

man  die  Formel  noch  mit  -^  multipliciren  und  erhält  dann: 


dz^   '   cos  4o  * 

oder,  wenn  man  jetzt  setzt: 
SO  erhält  man  endlich: 


Um  nun  zu  sehen,  wie  genau  man  durch  diese  Formeln 
den  Unterschied  der  wahren  Zenithdistanzen  aus  dem  Unter- 
schiede der  scheinbaren  Zenithdistanzen  finden  kann,  diene 
das  folgende  Beispiel: 

Wahre  Zenithdistanz  4  Scheinbare  Zenithdistanz  z    Refractioon 

87**  20'  87**     5'27".4  14'S2".6 

30' 

40' 

50' 
88°    O' 

Hieraus  erhält  man  die  folgenden  Werthc  für  [i\ 

87®  20'  40".  6427 

30'  39  .5209 

40'  38  .2727 

50'  36  .9073 


14  54  .8 

15   5.2 

24  20  .7 

39  .3 

33  44  .5 

16  15  .5 

43   6  .4 

53  .6 
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und  daraus  nach  den  Formeln  für  die  numerischen  Differen- 
tialquotienten in  Nr.   15  der  Einleitung,    die  Werthe  fiir  7^ 

d.  h.  für  die  Aenderung  von  [io  ^ür  eine  Aenderung  von  ei- 
ner Secunde  in  4o' 

87®  so'  -  0".  0019750 
40'  0  .0021767 
50'       0  .0023967 

Berechnet  man  nun  hiemit  die  Werthe  von  k,   so  findet 
man,  da  die  Logarithmen  von   —  die  folgenden  sind: 

87'' 30'  0.0271 
40'  0.0287 
50'     0.0307 

die  Werthe  der  Logarithmen  von  k: 

k 

87^30'         6.0Ö05        ^-^ 
40'         6.0155 
50'         5.9771         ^^* 

WO  k  in  Theilen  des  Radius  ausgedrückt  ist. 
£9  sei  nun: 

z  =  87**  10'  und  z'  =  87®  50' 

also: 

2'- 2     =     40' 

SO  gehört  dazu  nach  den  gewöhnlichen  Rcfractionstafeln : 

4    =   87®  24'  47".8 
(^  =   88        7    23  .0 

also: 

<J'-4     =     +   42'  85".  2 
4^     =     87®  46'  5".  4 

Nimmt   man   nun  z^-^z  und  4o  ^^^    gegeben   an    und  be- 
rechnet   A  (z—z)   nach    den   vorher    gegebenen  Formeln  (^A) 
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und  (B)f  80  erhält  man«  da  der  dem  Werthe  4o  entsprechende 
logk  gleich  5.9925  ist: 

A(?'-2)  =  +    2'  35".  4 
also: 

(t-4  =  +42' 85".  4 

fast  genau  so,  wie  es  die  Refractionstafeln  gaben. 

Die  Werthe  von  k  kann  man  nun  in  Tafeln  bringen, 
welche  die  wahre  Zenithdistanz  zum  Argumente  haben. 
Man  findet  solche  Tafeln  im  dritten  Bande  der  astronomi- 
schen Nachrichten  in  Bessels  Aufsatze  über  die  Correction 
wegen  der  Strahlenbrechung  bei  Micrometerbeobachtungen 
und  in  dessen  astronomischen  Untersuchungen  Band  I.  Sie 
stimmen  bis  auf  sehr  grofse  Zenithdistanzen  mit  den  nach 
der  Formel  (A)  berechneten  k  so  nahe  überein,  dafs  der  Un- 
terschied von  gar  keiner  praotischen  Bedeutung  ist. 

Man  braucht  nun  zur  Berechnung  des  Unterschiedes  der 
wahren  Zenithdistanzen  die  wahre  Zenithdistanz  ^o  selbst. 
Da  man  indessen  immer  die  Rectascensionen  und  Dedina- 
tionen  beider  Sterne  kennt,  so  findet  man  diese  genau  genug,  wenn 
man  dieselbe  aus  dem  arithmetischen  Mittel  der  Rectascensionen 
und  Declinationen  mit  der  bekannten  Polhöhe  des  Beobach- 
tungsortes berechnet.  Dazu  wendet  man  am  bequemsten  die 
folgenden  Formeln  an,  da  man  auch,  wie  man  sogleich  sehen 
wird,  die  Kenntnifs  des  parallactischen  Winkels  ri  nöthig  hat: 

sin  ^  sin  t]  =  cos  cp  sin  t^ 

sin  4  <^os  T}  =  cos  Öq  sin  (p  —  sin  6q  cos  q)  cos  t^ 
cos  4  =  sin  6o  sin  (p  +   cos  6^  cos  q)  cos  t^ 

Setzt  man  hier: 

cos  n  =  cos  cp  sin  t^ 
sin  n  sin  iV  =  cos  cp  cos  t^ 
sin  n  cos  iV  =  sin  q) 

sin  4  sin  ij  =  cos  n 
sin  ^  cos  t]  =  sin  n  cos  (N+Ö^) 
cos  4  =  ^^^  "  ^'"  (^+^o) 


so  hat  man: 
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oder: 

tang  ^  sin  T)  =  cotang  n  .  cosec  (^N+ö^) 
lang  ^  cos  t]  =  cotang  (iV+  S^) 

Die  Gröfsen  cotang  n  und  N  kann  man  dann  für  eine 
bestimmte  Polhöhe  in  Tafehi  bringen ,  deren  Argument  t  ist. 

Hat  man  die  in  Nr.  6  des  ersten  Abschnitts  erwähnten 
Tafeln,  so  erhält  man  auch  durch  diese  die  Höhe  oder  Ze- 
nithdistanz  und  den  parallactischen  Winkel.  Den  Zusammen- 
hang der  dortigen  Formeln  mit  den  eben  gegebenen  sieht 
man  leicht. 

39.  Nachdem  man  den  Unterschied  der  wahren  Zenith- 
distanzen  aus  den  scheinbaren  berechnen  kann,  findet  man 
dadurch  leicht  den  Unterschied  der  wahren  Dedinationen 
und  Bectascensionen  zweier  Sterne  aus  den  beobachteten 
scheinbaren  Unterschieden  dieser  Gröfsen.  Ist  nämlich  ß  tang  i 
die  Kefraction  in  der  Zenithdistanz  4^  so  ist: 

ß   .   —       t,        die  Refraction  in  der  Rectascension 
cos  o 

und: 

ß  tang  4  cos  f  j  die  Refraction  in  der  Declination. 

Es  ist  aber: 

ß'  Ung  ^'  y.  -  i  tang  d   -  -  i  =  X  tang  ^  ^  -  k  tang  i -' 

^        *^  ^    cos  6'        ^         *  ^  cos  ö  ®       cos  ö  *  ^  cos  Ä 

^      tang  ^0  sin  r\^  ^      tang  ^  sin  t^ 

=    Ä:  .       '         cos  Öq  (6'— 6)  +  it  .  cos  Äq         (a'— a) 

Ebenso  erhält  man: 
P'  tang  ^  cos  »i'-ß  tang  ^  cos  rj  =  Jfc  .  '^  '   ^"g  jo^oüjo  (y_^ 

+   ,.  .    ^•^»g^o.cosrfc 

und  hier  bezeichnen,  wenn  k  den  durch  die  Formel  {A)  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Werth  hat,  6'— 6  und  a'— a  die 
scheinbaren  Unterschiede  der  Declinationen  und  Rectascen- 
sionen  beider  Sterne. 
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Durch  Differentiation  der  Formeln  fiir: 

tang  4  sin  f] 

-^ —  und  tang  ^  cos  17 
0 


cos 


erhält  man  aber: 


,      tang  f  sin  T]  ...  ,    .  ^ 

«  .  = —  _        tang  ^    sin  t]  cos  tj  —  tang  q  sm  r|  tang  ö 


cos  ö         =  — 


dS 


cos  6 


^      tang  g  sin  t] 

cos  6        =  1  —  tang  ^  cos  t|  tang  6  +  tang  ^*  sin  i^' 

d  .  tang  4  cos  r\ 


d6 


=  —  [tang  4^  cos  Tj*  +  1] 


d  .  tang  ^  cos  T]        ^         ,-  .  .,  ,   .         .     * 

f^ '  =:  tang  4    cos  t}  sm  ri  cos  o  +  tang  ^  sin  t]  sin  6 

dt 

Hiemach  kann  man  nun  die  einzelnen  Micrometer  be- 
trachten,  deren  Theorie  in  VI  dieses  Abschnitts  gegeben  ist. 
Da  indessen  die  in  Nr.  29  erwähnten  Fadennetze  jetzt  so 
gut  wie  ganz  aufser  Gebrauche  sind,  so  wird  auf  diese  im 
folgenden  weiter  keine  Rücksicht  genommen  werden. 

40.  Micrometer,  an  denen  der  Rectascensions- 
unterschied  durch  Durchgänge  durch  Fäden,  wel- 
che auf  der  Richtung  der  täglichen  Bewegung 
senkrecht  stehen,  der  Declinationsunterschied 
durch  unmittelbare  Messung  bestimtant  wird.  Bei 
diesen  Microuietem  kommt  nur  die  Wirkung  der  Refraction 
in  dem  Augenblicke  der  Durchgänge  der  Sterne  durch  den- 
selben Stundenkreis,  also  nur  der  Unterschied  beider  Refrac- 
tionen  in  Betracht,  sofern  derselbe  vom  Declinationsunt er- 
schiede abhängt. 

Für  den  ersteren  Stern  ist  daher  die  Correction  der 
scheinbaren  Rectasccnsion  und  Dedination: 


tang  (J  sin  t] 
Aa  =  —  p  . 


cos  ö 


AÖ  =z  —  ß  tang  4  cos  1] 


fiir  den  andern: 


Acc'  =   -  p'  tang_4:^nj/ 
*  cos  & 


AS'  —  —  ßf  tang  ^  cos  rf 
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es  ist  also  nach  den  Formeln  in  Nr.  39: 

d  tang  4o  8'P  ^ 
A  (« -a)   =   -   k'  .  cQggp (ä^-S) 


dö, 


0 


oder,  wenn  man   die  Werthe  der  Differeniialquotienten  sub- 
stituirt : 

A  (a'-a)  =   k  (Ä'-Ä)    ^°g^o'^'°^  ^^^  ^  -  tang  ^^  ain  tj^  teng  6^ 

cos  öp 

A  (6'~6)   =  i-  (A'-A)  [tong  4o'  cos  ^0*  +  1] 

Diese  Formeln  lassen  sich  nun  durch  die  in  Nr.  38  ge- 
brauchten Hülfsgröfsen  cotang  n  und  N  bequemer  ausdrücken. 
Substituirt  man  nämlich  die  dort  gegebenen  Werthe  für: 

tang  4  sin  i]  und  tang  ^  cos  fj 

in  die  obigen  Formeln,  so  erhält  man: 


und: 


sin  (i\r+Oo)    cos  Oo 

sin  (isr+o^,)' 


4L  Das  Kreismicrometer.  Wenn  sich  die  Refrac- 
tion  während  des  Durchgangs  der  Sterne  durch  das  Kreis- 
micrometer nicht  änderte,  so  würde  jeder  Stern  eine  dem 
Aequator  parallele  Sehne  im  Felde  des  Femrohrs  beschrei- 
ben und  der  aus  den  beobachteten  Ein-  und  Austritten  be- 
rechnete Rectascensions  -  und  Declinationsunterschied  wäre 
einfach  wegen  des  Unterschieds  der  Befractionen,  durch 
welche  die  Stemörter  im  Augenblicke  des  Durchgangs  durch 
den  Stundenkreis  des  Mittelpuncts  geändert  werden,  zu  cor- 
rigiren.  Man  wird  also  zuerst  wie  beim  vorigen  Microme- 
ter haben: 

cos  5„ 
und :  ^^^ 

A  (6'-ö)  =  k  (6' -6)  [tang  ^/  cos  r^«  +  ij 
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Da  sich  nun  aber  die  Refraction  während  des  Durch- 
gangs der  Sterne  durch  das  Feld  des  Micrometers  ändert^ 
so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  die  Sterne  eine  eigne  Bewegung 
in  Rectascension  und  Declination  hätten.  Bedeuten  aber  h 
und  //  die  Aenderungen  der  Rectascension  und  Declination 
des  einen  Sterns  in  einer  Zeitsecunde,  so  hat  man  dein  aus 
den  Beobachtungen  berechneten  Rectascensions  -  und  Decli- 
nationsunterschiede  nach  Nr.  32  dieses  Abschnitts  die  Cor- 
rection  hinzuzufügen: 

Aa    =    +  ]^  h' 

cos  O 

wo  D  die  Declination    des  Mittelpuncts    des   Ringes    und  ^rt 
die  halbe  Sehne  bezeichnet.     Da  nun  hier: 

^      tang  ^  sin  1] 


h    ^    k  .  cos  6 


und: 


//      =:      X- 


di 

d  .  tang  4  COH  rj 
~dt~ 


SO  erhält  man: 


A«  =  AT  (o— />)  ■ 5 

^  cos  0 

und  ebenso  ftir  den  anderen  Stern: 

A     /        I.  /x'     f^\  **"8  ^  '  <^<>»  *i'  *"*  V  +  tÄ'^g  ^  siö  ^'  tang  6' 

Aa    =  «(0—/))      —     — if 

cos  o 

oder,  wenn  man  in  beiden  Gleichungen  4o9  ^io  ^^^  ^o  ^^^^^  4*  ^i  <^ 
und  ^,  rif  ^*  schreibt,  also  die  (jrlieder  von  der  Ordnung  k  (ö—fj)^ 
vemachlärsigt: 

A/'       \         u/J^  tang  4^  '  cos  i]o  sin  y]^,   +  tang  4^  sin  r^  tang  ö^ 

^  cos  o„ 

Vereinigt  man  dies  mit  dem  ersten  Theile  der  Correction 
des  Rectascensionsunterschiedes,  welcher  durch  die  erste  der 
Gleichungen  (a)  gegeben  ist,  so  findet  man: 


fOH   ^,0 
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Femer  ist: 

r»  -  (S-Oy  ,        r*-d*  . 

=     8-D     *  =  -dr* 

Setzt  man  Ö'—D  =  (f  und  bezeichnet  mit  ho  den  Werth 
von  ?i  fiir  den  Mittelpunct  des  Feldes,  so  wird: 


.  (.-« -  j--  -  '■-•| ., 


also: 


--  I;  (ö'-ö)  [1  -  tang  ^  cos  13^  tang  ^o  ^  <*«^  4o*  «"*  ^1 

Vereinigt  man  dies  mit  dem  ersten  Theile  der  Correc- 
tion  der  Declination,  welche  durch  die  zweite  der  Gleichun- 
gen (a)  gegeben  ist,  so  erhält  man: 

A  (6'-^  =  k  (d^-Ä)  [tong  4^'  cos  2  Tj^   +  tang  4  cos  r^,  tang  d^] 

r" 
""  ^  (*  "^  (6-i))(«'-^ 
X  [l   +  tang  4o »  sin  r|o  *  -  tang  4^  cos  t^,  tang  d^] 

m 

als  Ausdruck  der  vollständigen  Correction  des  Declinations- 
Unterschiedes.  Gewöhnlich  kann  man  nun  hier  die  in  tang  4o 
multiplicirten  Glieder  fortlassen  und  erhält  dann  einfach: 


A  («'-«)  =  k  («--«)  tong  4.' »in  121. 

COS  o^ 

A  («'-6)  =  k  (Ä'-6)  Ung  4„ •  COS  2  ijo  (/^) 

Beispiel.  Den  9ten  September  1849  wurde  in  Bilk 
der  Planet  Metis  mit  einem  Sterne  vei^lichen,  dessen  schein- 
barer Ort: 

a  =   22''  l'  59^68  ,  6  =  -  21®  48'  27"  08 
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war.     Um  23^  23'  19''. 3  Stemzeit  wurde  beobachtet: 

a'-a  =  +   l'  9".  65  in  Zeit  =  +   17'  24".75 
d'-D  =  -  5'  17".  5  ,  Ä-i)  =  +   6'  84".  2 

ö'-ö  =  -  ll'  51".  7  und  es  war  r  =  9'  26". 29 

Rechnet  man  nun  mit: 

t^  =   1*20' 45"  =  20**ll',Äo   =  ~21*49'.4und<p=  51*^12'.5^andti 

80  erhält  man: 

cotang  fi  =  9  .  34516  iV  =  37®  l'. 9 

und: 

tj  =   12**  65'.  8  4  =   7Ö<*9'.6 

Aus  den  Tafeln  fiir  k  findet  man  tär  diese  Zenithdistanz : 

log  k    =     6.4214 

und  damit  wird  nun  die  Rechnung  fiir  den  Einflufs  der  Re- 
fraction  nach  den  Formeln  (B)  die  folgende: 

logik  =  6.4214  8in2t]o    9.6894  0.0667^ 

log  Ä'-Ä  =  2.8523„  0.4278  cos  ö^    9.9677 

tang  ^'  =   1.1686  cos  2  t^    9.9542  A(ot'— a)  = -l' .26 

0.4278«    I  Glied  A  (^-ö)  =  -2".4 1 
sin  »j*  8.6990 

log  (tang  ^'  sin  7]*+  1)  =  0 .  2885 

logr*        5.6061 

k  (Ä'-fi)         9.2787n 

6.0188« 

log  (S-D)  (S'-D)        6.0976« 

U  Glied  A(6'-t5)        +  o".82 

A(a'-a)  =  -   l".26 
A  (d'-Ä)  =  -  8".  23 

Mithin  ist  der  wegen  der  Refraction  verbesserte  Recta- 
scensions-  und  Declinationsunterschied : 

a'-^a  =  +  17'  28".  60 
S'-ö  =  -  11' 64".  98 

42.  Micrometer,  durch  welche  Positionen  und 
Distanzen  gemessen  werden.  Bezeichnen  a^-^-a  und  6'—^ 
den  mit  Refraction    behafteten  Rectascensions-  und  Dedina- 
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tionsimterschied   zweier  Sterne,    {i—a  und  <T—d   den   davon 
befreiten,  so  ist: 

a—a  =   U—OL  —  k  (jS—^  CO«  ö 


d  . 


dd 
tang  ^  sin  r^ 


—  k  («'—«)       '        cos  6 


da, 

wo  die  Werthe   der  Differentialquotienten  wieder  fiir   die  in 

der  Mitte  zwischen   beiden  Sternen  liegenden  <;,  t]  und  6  zu 

nehmen  sind,  oder: 

tang  4  sin  rj 
rf(a'~a)  =  -;•(«' -5)  cos  6 

tang  4  Bin  f] 
+  Ar  (p!—a)  cos  ö 

7/7 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man: 

d  («'-«)  =  -  *  (Ä'-fi)  l.'f^li^LÜ   +  ^.  („/_„)  d.taBgjc<qjj 

Substitnirt  man  die  in  Nr.  39  geiundenen  Werthe  der 
Differentialquotienten  in  diese  Gleichungen,  so  werden  die- 
selben: 

d(a'-a)   =    kiS-S)  <^»g  i^  s'P  ij  cos  Tj  -  tang  ^  sin  t]  tang  6 

cos  d 

+    ^  (a'— a)  [tang  4*  sin  r]'  —  tang  4  cos  ij  tang  Ä  +  ij 
d(«'-^)    =    l:(«'-ö)[tang4»cos»]*+l] 

+    k  (a'~a)  [tang  ^^  cos  ij  sini]  cos  Ä  +  tang  ^  sin  tj  sin  6J 

Man  hat  nun  aber,  wenn  A  und  «  die  scheinbare  Distanz 
und  den  scheinbaren  Positionswinkel  bedeuten: 

cos  ö  (rx'  — <jc)  =  A  sin  w 
und: 

6'— ö  =  A  cos  3t 
also: 

cos  6  (a'— a) 

und: 

A    =    C08  6  (a'-a)  sin  «  +  (SS)  cos  x 


J 


£' 


/t 


/ 


/i 


i 


i 


:\ 
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Bezeichnen  dann  A'  und  n'  die  wahre  Distanz  und  den 
wahren  Positionswinkel,  so  hat  man: 

,    __  cos  «  cos  ^d  (ql  —ül)  —  sin  it  d  (6'— 6) 

A 

A'  =  A  +  cos  öd  .  (a'— a)  am  n  +  d  (6*—ö)  cos  ä 

Substitnirt  man  nun  die  vorher  gefundenen  Werthe 
von  d  («'— a)  und  d  (6'— 6)  und  ordnet  nach  Potenzen  von  tang «;, 
so  erhält  man,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  von  d  (u—d) 
und  d  (6'— 6)  statt  r/— a  und  6'— ä  jetzt  A  und  3c  einftihrt: 

n   ^  n  -h  k  tang  ^^  [sin  «  cos  r]  cos  «  cos  a  +  sin  t]  sin  i]  sin  n  cos  « 

—  cos  1}  cos  7]  cos  9t  sin  A  —  sin  t]  cos  tj  sin  «  sin  «] 

—  k  tang  ^  [cos  n  cos  tc  »in  i]  tang  Ö  +  sin  :t  cos  ic  cos  ij  tang  d 
+  sin  n:  sin  ?c  sin  t}  tang  6] 

+  k  sin  -x  cos  «  —  ^  sin  ?c  cos  ie 

oder  einfacher: 

7t!  =  n  —  k  [tang  4*  sin  (iC— rj)  cos  (ä— tj)  +  tang  ^  sin  r]  tang  Ä 

+  tang  ^  sin  ic  cos  it  cos  r]  tang  6] 

Femer  erhält  man: 

A'  ==  A  +  A;  A  tang ^*  [sin  ä  cos  ä  sin  t]  cos  i]  +  sin  w*  sin  r]*+  cos  ä*  cos  tj' 

+  sin  9C  cos  IC  sin  tj  cos  t}] 

—  ik  A  tang  4  [cos  it  sin  «  sin  t]  tang  £  +  sin  9C  sin  a  cos  i]  tang  6 
—  sin  9t  cos  9t  sin  t]  tang  S] 

+  ifc  A  [sin  9t'  +  cos  9t*] 

oder  einfacher: 

A'  =  A  +  ifc  A  [tang  ^*  cos  (9f-rj)*  +  l] 
—  Ir  A  tang  ^  sin  9t*  cos  »j  tang  ö 


